Capitulo 8

Series numéricas

8.1. Definicién y primeras propiedades

Informalmente, una serie es una suma de infinitos sumandos (ver antecedentes histéricos y co-
mentarios en [ArosToLl, cap. 10] y en [DUrAN, pag. 184 y sigs.]). Estas sumas se usan implicitamente,
por ejemplo, al considerar desarrollos decimales ilimitados de los niimeros reales: asi, la igualdad
7 o
— =2,333... significa

3

7—2+3+»3+»3 +
3 10 100 1000 7

. . 3 . .
suma con infinitos sumandos de la forma o n € N. En general, consideraremos una sucesién cual-
quiera (a,) y susuma Y, _; dy. ;Qué sentido habrd que darle a esta suma? La respuesta se impone de

m
modo natural: 3", a, tiene que ser lim E ay.
m—w
n=1

Analizando el proceso anterior, se trata de formar mediante la sucesién de sumandos (a,) una
nueva sucesién de sumas (sy,,) dada por s, = a1+ az + - + am, m € N, y determinar el limite (si
existe) de esta ultima sucesién. Esquematicamente:

lugar 1 2 3 4 n
término | a; a as ay ... ay
suma ai |lam+a | ai+awt+a | art+tat+aztas | ... |lar+Fan | ... | — 2

Ahora bien: si, en definitiva, vamos a parar al estudio de la convergencia de una sucesion, jqué
novedad vamos a encontrar respecto a lo que ya sabemos de sucesiones? El cambio radica en el punto
de partida: tomando como dato la sucesién de sumandos (), nos planteamos determinar propiedades
de la sucesién de sumas (s;,) basdndonos en propiedades de los términos a,. Pasemos a formalizar
estas ideas.

8.1.1. Series: términos y sumas parciales. Series convergentes, divergentes y oscilantes

Definicién 8.1.1. Una serie 3, a, es un par ordenado de sucesiones ((an), (sx)) relacionadas por
la condicion de que para cada n € N es

Sn=ar+ay+ -+ ap.
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172 Capitulo 8. Series numéricas

El término n-ésimo de la primera sucesion, ay, recibe el nombre de término n-ésimo de la serie; el
término n-ésimo de la segunda sucesion, s,, recibe el nombre de suma parcial n-ésima de la serie.

Se dice que la serie ¥, a, es convergente si la sucesion (s,) de sus sumas parciales es conver-
gente, es decir, si

a, € R.

(\YE

dlims,, = lim
m m

3
Il
—_

Decimos que la serie ¥, a, es divergente a 4+, divergente a — u oscilante si la sucesion de sus
sumas parciales es divergente a 4+, divergente a — u oscilante, respectivamente.

Si una serie 3, ay es convergente, se llama suma de dicha serie al limite de la sucesion de sus
sumas parciales; si la serie diverge a +% 0 a —®, se dice que su suma es +% 0 —©, respectivamente.
Con un abuso de notacion que no suele conducir a error, se denota la suma con el mismo simbolo que
la serie. Es decir, se escribe .

E a, = lim E ay,
m

n=1 n=1

cuando este limite existe.

Nota. A veces es comodo considerar series de la forma Y., a,, donde m es un nimero entero: las
sumas parciales serdn entonces S| = @y, 52 =G+ Apa 1> Sy =+ -+ Apan_1, - - -

Se utiliza también la notacién a,, + apy1+- - +a,+--- envezde 3", a, y, cuando no da lugar
a confusién, se abrevia en ¥ a,.

Ejemplo. Una serie 3, ; a, es una serie geométrica si existe un r € R tal que para todo n € N es
Ap+1 =1y (0 Apiy /ay =1 siag # 0); de otro modo, si es de la forma ¥, ar”. Si s, es su suma parcial
n-ésima, se tendra

1-r" :
a1~ sir#l

sp=a+ar+---+ar'" = i .
an sir=1

Excluyendo el caso trivial @ = 0, se sigue:

@®

. . a
a) si|r| < 1, la serie E ar” es convergente y la suma es 1 ;
—r
n=0

b) sir > 1, laserie es divergente a + (sia > 0) oa —o (si a < 0);
¢) sir = —1, la serie es oscilante, aunque las sumas parciales estan acotadas;
d) si r < —1, la serie es oscilante y las sumas parciales tienden, en valor absoluto, a +cc.

Ejemplo. La serie

S =

ow
n=1

se llama serie armonica Se comprueba que, para cada n, su suma parcial n-ésima, denotada habitual-
mente por H,, cample

| n k+1dx n+1 dx
H,= - > — = — =1 1
g ,Zk—;l/k “= [ S = togln+ ),

1
luego la serie armoénica diverge a + a pesar de que lim — = 0.
non



8.1. Definicion y primeras propiedades 173

El cardcter de una serie no cambia si se prescinde de un mimero finito de sumandos (aunque si
puede cambiar el valor de la suma). Dicho de forma mas precisa,

Proposicién 8.1.2. Dada una serie Y, _| a, y un entero m > 1, se tiene:

a) S an converge siy solo si converge 3,._, an. Si convergen, entonces
n=14%n 8 y 8 n=m“n- sen,

@0 m—1 @0
Ean: E a, + E ay.
n=1 n=1 n=m

b) So_an diverge a 4+ si 'y solo si 3, a, diverge a +.
¢) So_ian diverge a — si 'y solo si ¥, a, diverge a —®.
d) S an es oscilante si'y solo si 3, a, es oscilante.

Demostracion. Basta observar que para todo p > m es

donde E:',:ll ay esta fijo (independiente de p), y aplicar las definiciones previas y los resultados cono-
cidos para sucesiones. O

8.1.2. Linealidad de la convergencia de series

Proposicion 8.1.3. Sean S, a,, S| by dos series convergentes. Para cualesquiera @, B € R, la
. oo} .
serie ¥, (Qa, + Bby) es convergente y se tiene

ow ow

(aan+ﬂbn):a2an+ﬂ2bn.

s

3
Il
—_
3
Il
—_
3
Il
—_

Demostracion. Basta tener en cuenta que

A=

(aan+ﬂbn):a2an+ﬂ2an. d

n=1 n=1

3
Il
—_

Corolario 8.1.4. Si 3, a, converge y Sy b, no es convergente, entonces Y1 (an+ by) no es
convergente.

Demostracion. Sila serie ¥, (a,+ b,) convergiera, entonces la serie

nilbn = nil ((an+bn) + (—l)an)

también convergeria, segiin la proposicién 8.1.3. O

Ejemplos. La serie E(% + %) no converge, pues E% no es convergente y > % si.
Sin embargo, al sumar dos series no convergentes, la suma puede ser tanto convergente como no
convergente: examinense los casos @, =b, =1ya,=1,b,=—1.
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8.1.3. Series telescépicas

Proposicién 8.1.5. Sean (a,) v (by) dos sucesiones de niimeros reales tales que para todo n € N se
cumple
an =by—byi1.

Entonces la serie ¥, a, (denominada serie telescépica) es convergente si'y solo si la sucesion (by)
tiene limite real, en cuyo caso tenemos

E a, = by —limb,,.
n=1 n

Demostracion. Basta tener en cuenta que las sumas parciales de la serie 3, a,, son

N
sv=Y an= (b1 —b2) + (b2 —b3) + -+ (bn-1 —by) + (by — bys1) = by —by1. O
n=1
. . 1 1 1 . . .
Ejemplo. Si ¢, = — = — — ——, entonces la suma parcial N-ésima es simplemente

n(n+1) n n+1
& 1

N
Z n+1 E n+1 =l v

con lo que lim Sy = 1. Es decir, la serie ¥, _; a, converge y su suma es 1:
N

ad 1
— =1
nzl nn+1)
. 1 .
Ejemplo. Sea ahora a, = log (1 + —). La suma parcial de orden N es
n

N N N
E E og ( 1—|— :E log(n+1) —logn) =log(N+1) —logl =log(N +1)

n=1 n=1

ad 1
y tiende a +o0. Es decir, la serie E log (1 + —) diverge a +oo.
- n

Nota. Toda serie ¥, @, se puede ver trivialmente como una serie telescopica: basta poner
b1 =0, bpr1=—(a1+ar+---+a,) (@meEN),

lo que no anade nada interesante al estudio de la serie. Como es obvio, el resultado que hemos obtenido
solo es 1itil cuando la sucesién (b,) es una sucesién conocida, cuyo comportamiento sabemos de
antemano.

8.1.4. Condicién necesaria para la convergencia de una serie. Condicién general de
convergencia de Cauchy

Proposicién 8.1.6 (condicién necesaria para la convergencia de una serie). Si la serie Y, _ ay
converge, necesariamente

lima, = 0.
n
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Demostracion. Si (sy) es la sucesién de las sumas parciales, es decir,

N
SN = E a}’h
n=1

entonces
dlimsy € R.
o N

Como ay = sy —sy—1, se deduce que

limay = limsy —limsy_; = 0. O
may = limsy —limsy—

Esta condicién no es suficiente para la convergencia de una serie: veremos numerosos ejemplos de
series no convergentes cuya sucesiéon de términos tiende a 0; el mas sencillo es quiza la serie arménica

a1 1 1
E——1+++ ot
n 3

que va hemos estudiado.

Teorema 8.1.7 (condicién de Cauchy para la convergencia de una serie). Una serie Y, _,ay es
convergente si v solo si para cada € > 0 existe un N = N(&) tal que para cualesquiera mn € N con
m > n> N se cumple

m

kzak < E.
=n

Demostracion. La serie es convergente si y solo si lo es la sucesién (sy,) de sus sumas parciales, lo
que equivale a que (s,) sea una sucesién de Cauchy, y esto a su vez es es equivalente a que para cada
€ > O existaun N = N(g) tal que para cualesquiera m, n € N conm > n > N sea |s, —sp—1| < € pero

—snl—Eak—Eak—Eak O

8.2. Series de términos no negativos
8.2.1. Convergencia de una serie de términos no negativos. Criterios de comparacion
El estudio del caricter de una serie se simplifica cuando esta es de términos no negativos.

s 2 [ee] . w0
Proposicién 8.2.1. Sea ¥, _ a, una serie tal que a, > 0 para cada n € N. Entonces ¥, | a, converge
siy solo si la sucesion (s,) de sus sumas parciales estd acotada superiormente. En caso contrario, la
serie diverge a +.

Demostracion. Puesto que para cadan € N es
Spr1—Sp = apy1 20,

la sucesién (s;,) es mondtona no decreciente. Luego o bien estd acotada superiormente y converge, o
bien no esta acotada superiormente y diverge a . O
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Este resultado permite deducir en algunos casos la convergencia (o divergencia) de una serie a
partir del caracter de otra serie conocida.

Teorema 8.2.2 (criterio de comparacién por mayoracién). Sean 3, ja, y 3,1 b, dos series y
no € N de modo que paran > ng es 0 < a, < by,. Si 3, b, converge, también converge ¥, ay. En
consecuencia, i Yo ap diverge, 3. by es asimismo divergente.

Demostracion. Sabemos que ¥, a, tiene el mismo cardcter que ¥," , @y, y que 3, by tiene el
. . © < . ©

mismo caricter que ¥, b,. Denotando por (s,) la sucesién de sumas parciales de ¥,” , a, y por

(ty)lade 3,_, by, se sigue que para cada n € N es s, <1, luego si (z,) estd acotada superiormente,

(s,) estard acotada superiormente. Y si (s;,) no estd acotada superiormente, (z,) tampoco puede estar
acotada superiormente. Basta aplicar ahora la proposiciéon 8.2.1. (]

Otra forma de comparar dos series es estudiar el cociente de sus términos:

Teorema 8.2.3 (criterio de comparacién por paso al limite). Sean 3, | an, Sy, by series de tér-
minos no negativos. Supongamos que existe

lfm% = €[0,4%) U{+}.

n n
a) Sil <+ ylaserie 3,_ b, converge, entonces la serie 3,_, a, también converge.
b) Si0<Ulylaserie Y, _, by diverge, entonces la serie Yy, ay también diverge.
c) Si 0 <l <+, entonces las dos series 3,1 a, y S by tienen el mismo cardcter.

Demostracion. a) Sea C € ({,+) (por ejemplo C = ¢ + 1). Entonces existe algiin np € N tal que
an /by, < C para todo n > ng, es decir, 0 < a, < Cb, para todo n > ny. Si la serie E;’;l by, converge,
entonces también la serie 3, Cbh, converge y, por el criterio 8.2.2 de maroracion, la serie 3, a,
converge.

b) Sea C € (0,(). Existe algiin ny € N tal que a,/b, > C para todo n > ny, es decir, a, > Cb, > 0
para todo n > ny. Si la serie ¥, _, b, diverge, entonces también la serie ¥, _;Cb, diverge y, por el
criterio 8.2.2 de mayoracion, la serie 3,,_; a, diverge.

c) Basta aplicar a) y b). O

Corolario 8.2.4 (series de términos equivalentes). Sean ¥, | an, Sy by dos series de términos no
. ow ow . . ~
negativos. Supongamos que (ap) ~ (by). Entonces 3,1 an y Sp1 by tienen el mismo cardcter.

Por supuesto, en este resultado las dos series pueden tener distinta suma.

La comparacién con las series geométricas proporciona dos criterios muy titiles en la practica: el
criterio de la raiz y el criterio del cociente. Después veremos versiones mas generales para series de
términos cualesquiera, asi que dejamos la demostracién para entonces.

Proposicion 8.2.5 (criterio de la raiz o de Cauchy). Sea 3, | a, una serie de términos no negativos
tal que existe R = lim /a,,.

n—w

a) Si R <1, laserie Y, _ayes convergente.
b) SiR> 1, entonces a, +> 0y la serie 3, _, a, es divergente.

Proposicién 8.2.6 (criterio del cociente o de D’Alembert). Sea 3, a, una serie de términos no

. . ;. Ontl
negativos tal que existe R = lim .
n—ow an
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a) Si R <1, laserie S, _ay es convergente.
b) SiR> 1, entonces a, +> 0y la serie 3, _, a, es divergente.
Un complemento interesante del criterio del cociente es el criterio de Raabe.
Proposicion 8.2.7 (criterio de Raabe). Sea Y, a, una serie de términos no negativos tal que existe

. On+1
R = lim n(1— =&
n—w an

). Entonces:

a) Si R> 1, laserie 3, a, es convergente.
b) SiR <1, laserie ¥, _ay diverge a +.

Demostracion. Ver [GARAY-CUADRA-ALFARO, teor. 5.28, pags. 101-102]. O

8.2.2. Otros criterios. Convergencia de algunas series de términos no negativos

Proposicién 8.2.8 (criterio de la integral). Sea f: [1,+®) — [0,4+®) no creciente. Entonces:

“+w
a) La integral impropia / [ es convergente si y solo si la serie E f(n) converge.
J1 n=1

b) ExisteC:IirIln (i Flk)— /1"f> € [0, 400).
=1 ‘

n n
¢) Paracadan € N se tiene;f(k):/ f+C+e,con0<g < f(n)— lim f(x).
=] J1

X——+400

Demostracion. Para cada n € N, pongamos

n n

Sp = f(k)7 Iy = y d, = s, — .
=1 J1
Entonces
n n—1 k41 n—1 k41
SR VCEDW NS OEDY (ra= [ re)ax)
n=1 rk+1
=fn+ 3 [ —s]dr =0
=17k
Como

n+1
o= dpst =50 == spt i = [ f@)dx— fn+1)
JR

= [ @ - s )ar 20,

se sigue que (d,) es monétona no creciente y acotada inferiormente por 0, con lo que existe C =
limd, € [0,+®) ¥, en consecuencia, (s,) y (#,) serdn simultdneamente convergentes o divergentes.
n

Puesto que f > 0, la convergencia de (1,) equivale asimismo a la de la integral [ 1+°° f, luego esta
integral converge si y solo si converge la serie ¥, _; f(n). Con esto hemos demostrado a) y b).



