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3. HIDRODINAMICA

3.1. Cinemética

3.1.1. Cinematica del punto

P(®)
Po (posicion en el
(posicion inicial o instante actual “t”)

de referencia)

En la figura se observan dos posiciones ocupadas por una misma particula, en distintos instantes de
tiempo. La linea que conecta ambas posiciones es la trayectoria de la particula, la cual formalmente se
define como 3={P(t) VteR}. Un concepto similar, es el de movimiento de la particula, que es una

ley o funcion que a cada instante t le asocia el vector posicion P(t)= {x(t), y(t), z(t)}.

La velocidad de la particula en el instante t se calcula (en coordenadas cartesianas) como

o(ptpe)= 5[ IO FOL_ ) 520

dt dt ~ dt = dt

Se destaca que el vector velocidad V(P(t),t) es tangente a la trayectoria en el punto P(t). Se puede

escribir V(P(t)t)=v(P(t)t)7, donde 7 es el versor tangente a la trayectoria en el punto P y v es el
modulo del vector velocidad.

Del mismo modo se define el vector aceleracion de la particula como:

a(P(t).1)= dv(P(t)t) d*(P(t)) _ {dzx(t) d?y(t) dzz(t)} _ (), 51(0), 200}

dt dt? dt> ' dt? ' dt?
Se presta atencion a que el versor 7 no es constante, por lo que la derivacion anterior resulta:

a(p(t) )< VPO _dv.  df_ .o

=—71
dt dt dt "

dl: diferencial longitud de arco
Rc: radio de curvatura
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3.1.2. Cinemética de los fluidos

Estudiar la cinematica de una porcion de fluido es equivalente a estudiar la cinematica de las infinitas

Qo

D(t)
particulas qupla integran.
La porcion de fluido que en el instante de referencia ocupa el volumen Do, ocupa en el instante t el
volumen D(t). Las particulas que conforman Do son las mismas que conforman D(t), por lo que la masa
de ambas regiones es idéntica.

V(P(t),t) y a(P(t),t) son el campo de velocidades y el campo de aceleraciones en el instante t, mientras
que V(P,,t)y a‘(PO,t) son la velocidad y aceleracion (en el instante t) de la particula que en el instante
inicial ocupaba la posicion Po.

Derivada total de una magnitud puntual: Si se mide una magnitud con un instrumento que siga a la
particula a lo largo de su movimiento y se calcula (en el entorno de cierto instante) la variacion en el
tiempo de dicha medicion, se obtiene la derivada total en el tiempo.

dol(P(t)t)_dp dP  op
dt  oP dt at

Derivada local (o parcial) de una magnitud puntual: Si se mide una magnitud con un instrumento

fijo en el espacio y se calcula (en el entorno de cierto instante) la variacién en el tiempo de dicha
medicion, se obtiene la derivada local en el tiempo.

20lP(OM1) _ 2o
ot ot

Relacion entre derivada total y derivada local:

dt

UPOL_20oPOL 3 o(pit)1)-(p(0)1)
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El término Ve(P(t),t)-V(P(t),t) expresa la variacion en el tiempo de la magnitud ¢ por el Ginico hecho
de que la particula, en su movimiento, atraviesa zonas con diferentes valores de ¢ . Por lo dicho a este
término se le llama “término de transporte”.

Magnitud global y Teorema de Transporte

Una magnitud global, es una magnitud que toma valores para distintas porciones o volumenes de
control de un fluido, y se calculan integrando cierta magnitud puntual en todo el volumen.

¥(Dht)= [o(P(t)t)v
D(t)
Entonces, las derivadas total y local se expresan asi: %t(t)t) :% I(p(P(t),t)dV
D(t)
OO _ 2 1 p) v
ot ot 5(0)

La relacion entre la derivada total y la derivada local, se llama Teorema de Transporte:

d¥(D(t).t) _

dt % D!t)(”(P(t)'t)dV + aDJ.(t()o(P(t), t)V o AdV

donde el Gltimo término es el término de transporte o flujo de la magnitud ¢ a través de la frontera
del volumen de control.

Movimiento estacionario (6 estable en el tiempo)

Si todas las magnitudes que se pueden medir y atribuir a una porcion de fluido en movimiento, tienen
derivada local nula, entonces se dice que el movimiento es estacionario. En la practica basta con
verificar que la velocidad de las particulas tengan derivada local nula, para afirmar que el movimiento
es estacionario.

Es equivalente a decir que si se mide una magnitud con un sensor fijo en el espacio, todas las particulas
de fluido que pasen por el sensor presentaran el mismo valor de la magnitud (aunque cada particula
pueda presentar valores variables de la magnitud a lo largo de su trayectoria).
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3.1.3. Ecuacién de continuidad o balance de masa

Si el volumen que ocupa una porcion de fluido en un instante inicial Do, es igual al volumen que ocupa
la misma porcion de fluido en un instante t cualquiera D(t), se dice que el flujo es incompresible.

Velocidad de dilatacion: V (D(t)) = %?(t)) = :faDV -fidA

Si V =0, el flujo es incompresible.
Si V >0, el flujo es de expansion.
Si V <0, el flujo es de compresion.

Si la misma integral, se calcula sobre una superficie abierta S, se obtiene el Flujo Volumétrico o
Caudal: Q= LV - dA. Del mismo modo se obtiene el Flujo Masico como m = L pV-ndA.

Teorema de la divergencia: faD X -AdA= IDV X dV

Dado un campo vectorial en coordenadas cartesianas X = (x,, x,, X, ), la divergencia de dicho campo
X, OX, OX,
+—+—

esV-X =—L .
ox oy oz

Aplicando el teorema anterior, la condicién de flujo incompresible se cumple si V-V =0.

Se puede aplicar el teorema de transporte a la masa de un volumen de fluido (

Ip ) )V ):

dm _. . . .
e I dv + J-pV e idV , tiene que ser igual a cero ya que la masa no se crea ni se destruye.
D(t) aD(t)

Selm

O sea, si tenemos una regién de fluido impermeable (que no salgan ni entren particulas a €l) en
movimiento, la masa contenida en dicho volumen no puede variar. Y si estamos analizando una region
de fluido quieta en el espacio pero permeable (pueden ingresar y/o salir particulas), entonces la
variacion de masa dentro de dicha region es igual y opuesta al flujo neto de masa a través de su frontera
(si el movimiento es estacionario, no hay variacion local de la cantidad de masa en la region D, y por
lo tanto la cantidad de masa que ingresa debe ser igual a la que sale de la region D).
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3.2. Ecuacioén de Bernoulli

En el flujo de un fluido, seria interesante poder calcular ciertos parametros, como son la velocidad o
la presion en un punto del fluido. Se introduce la hipétesis de fluido perfecto (un fluido sin viscosidad
e incompresible) para facilitar los calculos. Mas adelante se levantara esta hipétesis al trabajar con
fluidos reales. Con la hipotesis de fluido perfecto, el vector tension en cada punto es puramente normal,
correspondiente a la presion: f =—pn, al igual que sucedia cuando el fluido (real o perfecto) se
encontraba en reposo.

Se transforma la 12 ecuacion de balance mecanico (ecuacion global) en una ecuacion puntual. Para esto
antes se deben escribir todos los miembros de dicha ecuacion en forma de integrales de volumen en el
mismo dominio D. El Unico que hay que transformar es el término de las presiones, el cual (utilizando

el teorema de la divergencia de Gauss) se puede probar que se escribe como: _[— pAdA = j— VpdV .
ob D

Por lo tanto, la 12 ecuacién de balance mecénico queda:
[paav =[pgav+[-Vpav = [(pa- pg+Vp)dv =0
D D D D

Como la dltima integral es igual a cero para cualquier volumen de control D, se deduce que el
integrando debe ser también igual a cero. De aqui se obtiene lo que se llama la ecuacién puntual de

balance mecanico: p.d= p.§ —Vp.

2

Recordando el resultado al que se lleg6 al comienzo de éste capitulo: @ =V7 + R A, se puede sustituir

C

<

en la ecuacién anterior.

v? -
p{\]f +R—ﬁ]= p.G-Vp,

donde se puede aplicar el teorema de transporte al primer término del lado izquierdo:

\'/:ﬂ:@+§Vo\7:@+§Vovf:@+§(V7)of
dt ot at at 2

Por otro lado, el término correspondiente a la fuerza de masa ( p.g ), se puede escribir como el gradiente

de una funcién: p.§ =-p.gk = —?(p.g.z). Donde z es la coordenada vertical y K es el versor que
indica la direccién de z.

Juntando estos altimos resultados, la ecuacion puntual de balance mecanico resulta:

[% +§(v%). r}f +\é—iﬁ = —?(g.z)—%@p = —?(g.z + %j

A partir de esta Ultima ecuacion vectorial, se pueden obtener tres ecuaciones escalares, si se proyecta
sobre las tres direcciones 7, A y b.
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Donde la dltima ecuacion no agrega informacion ya que se habia supuesto un movimiento plano.

De la ecuaciéon del medio, se puede deducir un resultado importante. Si el fluido presenta un

movimiento rectilineo, se tiene que R es infinito, por lo que: —?(z + %g) ¢ i =0. Entonces, en un

flujo rectilineo, se tiene que en una direccion transversal al flujo, el término z + %g =cte.

Este término recibe el nombre de cota piezométrica, y este Ultimo resultado también se puede aplicar
cuando el fluido se encuentra en reposo (v=0), en cuya ocasion se habia llamado “ley hidrostatica de
presiones”.

Por altimo, integrando la primera ecuacion (proyeccion segun 7 ) en una linea de flujo entre dos puntos
1y 2, se obtiene:

2 ov 2 V2 0 R
!%ads+lv(ﬁg+z+ﬂg)ords:0

8(V2 +Z+V )
donde ?(V%g+z+%gj-f: Ag oS 7 , por lo que la ecuacion anterior queda:

j%atdsﬂ. (/g+z+¢g)ds=0:>j}6%ds+@%g+z+%g)12:O

Si se introduce la hipétesis (muchas veces valida) de que el movimiento del fluido es estacionario, el
primer término se hace cero, y se tiene que:

(\%g ”+%9l :(\%g +Z+%9)2

La anterior se llama Ecuacion de Bernoulli, y el término que esta entre paréntesis recibe el nombre
de Carga Hidraulica o energia por unidad de peso. Se puede ver claramente, que el término de la
velocidad es la energia cinética por unidad de peso, y la cota piezométrica es una energia potencial por
unidad de peso.
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Si se incorpora la energia interna por unidad de peso (u/g), el calor intercambiado con el exterior por
unidad de peso (%g), y el trabajo intercambiado con una maquina por unidad de peso (carga

hidraulica intercambiada), la ecuacion anterior se transforma en la Ecuacion de Conservacion de la
Energia:

v p u Q/ _(v? p u
(%@ﬁ”ﬁ\ﬁﬁlm“ " /mg ‘(ﬁ@ﬁ”ﬁfﬁl
Como se vera més adelante, el calor intercambiado y la diferencia en energia interna se deben a la

pérdida de carga por friccidon, por lo que si el fluido es perfecto entonces %_u%+ %g =0.

Y por supuesto, si no hay ninguna maquina que intercambie energia mecanica con el fluido
(bomba/ventilador 6 turbina), entonces Hu = 0. En estos casos la ec. de la energia coincide con la
ecuacion de Bernoulli.

La carga hidraulica se puede clasificar de la siguiente forma:

Carga dindmica: H,, = V%g

Carga estatica: H,, =z + %g

3.2.1. Consideraciones sobre la ecuacién de Bernoulli

e Cuando todas las lineas de corriente se originan en un deposito, los puntos 1 y 2 para la
aplicacion de la ecuacién, se pueden elegir de forma arbitraria, no necesariamente sobre la
misma linea de flujo.

e En el flujo de un gas (como por ejemplo un sistema de ventilacién) donde el cambio en la
presion absoluta es una pequefia fraccion de dicho valor, el gas se puede considerar
incompresible.

e Para flujo en régimen no estacionario con condiciones gradualmente cambiantes, como en el
vaciado de un depdsito, se puede aplicar la ecuacion sin error apreciable.

e Pueden obtenerse resultados tedricos aproximados, utilizando la ecuacion de Bernoulli para
fluidos reales (haciendo inicialmente caso omiso al efecto de corte viscoso). Para la solucion
correcta hay que tener en cuenta el efecto de la viscosidad.

3.3.1. Ejemplo de aplicacién

Desagote cuasi-estacionario de un tanque por un orificio

El tanque de la figura, cuando se quita el tapon del
orificio de area Ao ubicado en la parte inferior del tanque,
comienza a desagotar por el mismo. La superficie libre p—

del tanque se puede considerar que varia muy

lentamente, y el orificio esta a una distancia h de la superficie libre. ; Cudl sera el caudal que desagota?

F.

| |
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Se aplica la ec. de Bernoulli entre el punto A (situado en la superficie libre) y el punto B (situado en
el chorro inmediatamente luego de salir a la atmosfera).
En el punto A se tiene que el fluido esta en reposo (v=0) y la presion manomeétrica es cero, ademas de
tener una cota za = h.
En el punto B el fluido tiene una velocidad vs a hallar, la presibn manométrica es cero, y la cota es zs
=0.

2
La ec. de Bernoulli resulta: h="e 29 = Ve = J2gh=Q=A,./2gh
En la realidad, el area de salida del chorro (Ac) no es identica al area del orificio (Ao) Sino que presenta

una contraccion. La relacion entre las areas se define como coeficiente de contraccion C = % Y

el caudal ahora resulta Q =C.A, .,/2gh.

3.3. Mediciones en Flujos

3.3.1. Tubo piezébmetro

Se utiliza para medir la cota piezométrica en una seccion de una tuberia, y consiste en un tubo cuya
toma presenta una seccion paralela al flujo en la tuberia. En la figura se observan distintos tipos de
piezometros, todos con una parte del tubo abierta a la atmoésfera, donde la altura a la que asciende el
liquido (h) es igual a la cota piezométrica (o carga estatica) del fluido en la seccién de medicion (esto
si el flujo en dicha seccion es rectilineo).

3.3.2. Tubo de Impacto

Se utiliza para medir la carga hidraulica en un punto de una 1
tuberia, y consiste en un tubo inserto en la tuberia cuya toma

presenta una seccion perpendicular al flujo en la tuberia. En

el caso de la figura de abajo, en el que el tubo luego tiene

una parte vertical abierta a la atmosfera, la carga hidraulica

en el punto Q es igual a la altura a la que asciende el liquido Q
por el tubo (h).
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3.3.3. Tubo Pitot

Se utiliza para saber el caudal que circula por una o

tuberia o la velocidad en un punto de un fluido. L
N N N [ Q SO0

Consiste esencialmente en dos tomas: una enfrentada | estétice

al flujo (area perpendicular al flujo) que mide la
carga total de una linea de flujo alineada con dicha

toma (tubo de impacto), y otra formada por varios T | | (A
orificios laterales perpendiculares al flujo (area

. ) L P P2 oy}
paralela al flujo) que miden la carga estatica en la x T o) e
seccion de medida (piezémetro). Mediante un
manometro diferencial, al cual se conectan ambas

tomas, la indicacién que se obtiene es la carga
dindmica (diferencia entre carga total y carga estatica) que es proporcional al cuadrado de la velocidad.
Por lo tanto, la velocidad en una linea de flujo alineada con la toma del Pitot, se calcula como

v(m/s)=./2gH,,(m)

3.3.4. Tubo Venturi

Se utiliza para saber el caudal que circula por una tuberia. Consiste en una contraccion en la tuberia,
lo cual genera una diferencia de presion entre la seccion no contraida (1) y la seccién contraida (2).
Mediante piezometros ubicados en ambas secciones y aplicando la ecuacion de Bernoulli entre el punto
1y el punto 2, puede obtenerse el valor del caudal en funcion de la diferencia de niveles de liquido en
las ramas abiertas o tubos en U (segln corresponda).

A continuacion se desarrollan los céalculos para el caso de los piezémetros de ramas abiertas:

2 2
Ec. de Bernoulli entre punto 1 y punto 2: B+ 7.t Vi &+ Z,+ A3
y 29 vy 29
Ec. de continuidad: Q=y/. A =V,- A,
Juntando ambas ecuaciones y expresando las velocidades en funcion del caudal, queda:
2
Q [ 11 J P, P,

29" E_E =—tt+7 - +7,

1

/4 /4
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Como en las secciones (1) y (2) el flujo es rectilineo, la altura a la que asciende el fluido en cada tubo
piezométrico corresponde con la cota piezométrica de la seccion correspondiente. Por lo tanto la
diferencia de cotas piezométrica equivale a la diferencia de los niveles de las superficies libres en las
ramas abiertas:

P P
7l+Z1_ 72+Zz =h

Con este resultado, el caudal se puede calcular como: Q =

En el caso que la diferencia de piezométricas se mida con un tubo U con fluido manométrico, la
ecuacion para el caudal difiere de la hallada arriba.

Ademas, vale aclarar que este resultado es tedrico y solo puede utilizarse de forma aproximada en
situaciones reales (con pérdida de carga). Para conocer el valor correcto de caudal utilizando un tubo
Venturi, el mismo debe construirse de acuerdo a normas, como por ejemplo la norma ISO 5167
Measurement of fluid flow by means of pressure differential devices — Part 1: Orifice plates, nozzles
and Venturi tubes inserted in circular cross-section conduits running full. Si no cumple con lo
especificado por la norma, el tubo Venturi deberia ser calibrado.

3.3.5. Placa Orificio
Se utiliza para medir el caudal que circula por una tuberia, y utiliza el mismo principio de

funcionamiento que el tubo Venturi, generandose una diferencia de presién a partir de una contraccion
en el flujo.

orificio

tuberia

||
T

)
== —

' J High Pressure Tap
\ orificio /

piezométrico

N o— Low Pressure Tap
2

Difference In Liquid Level

Fig. 1 Medidor de Orificio

Vale lo mismo que se menciond anteriormente para tubos Venturi.
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3.4. Esfuerzos dinAmicos

Se refiere al andlisis de las fuerzas que se generan en el seno de un fluido en movimiento y las fuerzas
que ejerce un fluido en movimiento sobre una superficie sélida. Por ejemplo, se podria calcular la
fuerza sobre un codo, una contraccion, etc. en una tuberia por la que circula un fluido; o la fuerza que
ejerce un chorro sobre una placa.

Estas fuerzas, que son fuerzas de contacto, se podrian calcular directamente si conociéramos la
distribucion de presiones en la superficie analizada: F = j piidA. Generalmente la presion no varia en
S

forma hidrostéatica en el seno de un fluido en movimiento, por lo que la resolucion de la integral se ve
comprometida por el hecho de no conocer la forma en la que varia la presion p.

En forma alternativa, se habia mencionado antes (en hidrostatica, para el calculo de fuerzas sobre
superficies curvas) que dichas fuerzas se pueden hallar indirectamente despejandolas de la primera
ecuacion de balance mecanico.

[padv=[pgdv+[fdA
D D oD

La eleccion del volumen de control, debera cumplir el requisito de que la superficie sobre la cual
interesa calcular la fuerza, pertenezca a la frontera de dicho volumen.

En el curso, nos reduciremos al calculo de fuerzas en flujos estacionarios y asumiendo un fluido
perfecto. Esto es, que las condiciones del flujo no varian localmente y que el fluido en estudio no tiene
viscosidad (y por lo tanto no existen tensiones rasantes).

Recordando que & = 4V f

| et de e d
» e tiene que ip.adV_JD'p. thdv_aip.vdv.

Ahora, aplicando el Teorema de Transporte a magnitudes globales, se puede escribir:

d _ o . A
EJD‘p.v dv ZEJD.p'VdV +a_|[;p.v(v-n)dA
Y si el flujo es estacionario, el primer término del lado derecho se hace cero.

Por otro lado, si no existen tensiones rasantes se tiene que I fdA= j— prAdA.
b oD

Juntando estos resultados, se reescribe la ecuacion de balance mecanico, resultando:

[pv(v-f)dA=[p.gdV +[-pAdA
D oD

oD

Recordando que el objetivo es hallar la fuerza de contacto ejercida entre el fluido en movimiento y una
superficie sélida (que forma parte del segundo término del lado derecho), hay que tener en cuenta (a
la hora de seleccionar el volumen de control) que se deben conocer los demas téerminos de la anterior
ecuacion. En particular, se deberan conocer las velocidades en todas las fronteras del volumen, y las
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fuerzas de contacto en el resto de las superficies que componen la frontera (con excepcion de la propia
superficie en estudio).

Observacién: En la frontera de un fluido con otro fluido distinto o con una superficie sélida, el vector
velocidad en cada punto es perpendicular a dicha frontera, por lo que en estos casos el producto escalar
de V y A resulta cero.

Dependiendo de las dimensiones del volumen de control y de la densidad del fluido en consideracion,
se podran o no, despreciar las fuerzas de masa (peso del volumen de control).

horizontal de 90° y didmetro D, por un caudal de

Ejemplo: Fuerza ejercida sobre un codo
agua Q que circula por la instalacion.

El volumen de control es la porcion de agua | /
dentro del codo delimitada por las superficies 1
(tapa de entrada de flujo), 2 (tapa de salida del
flujo) y 3 (superficie del codo).

La ecuacion de balance mecanico resulta: Dl |

Ip.v(v-n)dA+jp.v(v-n)dA+Ip.v(v-n)dA:jp.gdv +I— pndA+_[— pndA+_[— pndA
2 3 D 1 2 3

1

Donde la velocidad en la superficie 3 (interfaz codo-agua) y el versor normal a la superficie son
perpendiculares en todos los puntos (v-n=0) y la resultante de presiones en la superficie 3 es el
vector opuesto al que se esta buscando, es decir, es la fuerza que ejerce el codo sobre el agua.
Utilizando el teorema del valor medio, la ecuacion resulta:

_leZAir+pV22A2 j:pgv R+ pl'Air_ p2A2 j+ |fcodo—»slgua

Y como solo interesa la componente horizontal de la fuerza se descarta el término del peso (que es en
la direccion vertical). Ademas se expresan los términos de velocidad media en funcion del caudal y el

area de las tapas de entrada y salida (A= 7 D?/4).

2 2
'fagua—modo :[p'ig"' leA r_[piz+ pZ]A j
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