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Resumen - Transformada de Laplace

Definicion

e Dadaunafuncién f: R— G, se define la transformada unilateral de Laplace como:

FiC~ €/ F () = L OI) =

0

+00

f(t)e Stdt

e Condicion de existencia de la transformada de Laplace: re(s)>a (abscisa de convergencia)

D(F(s)) = {s € C/re(s) > a}

e Consideraciones acerca de f(t):
o Sinoseaclaralo contrario f(t)=0 parat<0
o f(t)=£(t).Y(t) donde Y(t) es el escaldon de Heavyside.

Y() = {

0sit<O
1sit>0

(semiplano de convergencia)

A
Y(t)




Resumen - Transformada de Laplace

Algunas propiedades

e Linealidad
Llaf;(t) + Bf2(8)](s) = aF,(s) + BF,(s)

e Traslacion temporal
LIYE —T)f(t—T)](s) = F(s)e™ ™

e Traslacion en frecuencia

LIf(®)e *](s) = F(s + a)



Resumen - Transformada de Laplace

Transformada de algunas funciones

e Pulsorectangular

f(t)

A

1

0 T t

e Funcién peridodica de periodo T (f(t+T)=f(t) Vt)

LFOI®) = —22 (1) =

si no

{f(t) sit€ (0,T)

f@=Y@®)-Y-T)

—ST

LIFO10s) = —

Seno rectificado




Resumen - Transformada de Laplace

Derivada temporal

e Sea f(t)derivabley transformable y sea f(0*) su condicién inicial.

LIf'®)](s) = sF(s) — f(0)

Integracion temporal
t
e Sea f(t) transformable y sea g(t) talque: g(t) = f f(x)dx
0
Derivada en frecuencia

e Sea f(t) transformable y sea F(s) su transformada.

d
—LIFOI) = L[-t.f©)]

t
L U(; f(x)dx] (9] =

F(s)

S




Resumen - Transformada de Laplace

Teorema del valor inicial

e Enunciado: Sea f(t) transformabley £(0") su valor inicial, entonces se cumple que:

lim sF(s) = £(0*)

Teorema del valor final

e Enunciado: Sea f(t) transformabley £(0") su valor inicial, entonces se cumple que:

iy sF(s) = i, /0

e Ademas del caso anterior, se le agrega la restriccion de que la abscisa de convergencia sea menor a
O (existencia de F(s) en s=0).



Resumen - Transformada de Laplace

Transformadas de ecuaciones diferenciales ordinarias
e Sean x(t) n veces diferenciable y u(n), ambas transformables y sea la siguiente ecuacion diferencial:

() L, 1) + = ayxl(t) + agx(t) =uld)

e Considerando condiciones iniciales nulas y aplicando transformada de Laplace en ambos lados se
tiene que:

S"X(8) + ap_1s"1X(S) + -+ a;sX(s) + apgX(s) = (Z: aksk)X(s) = U(s)
=0

e Observacion: Al igual que en el caso de fasores, una ecuacioén diferencial se transforma en una
expresion algebraica en el dominio de Laplace!!! Para hallar x(t) hay que antitransformar..



Resumen - Transformada de Laplace

Metodologia
e Dado un circuito con entrada sinusoidal vi(t):

Dominio temporal

vi(t) = f(vo(t))

1’ - Resolver ec. diferencial ordinaria

1 - Transformar

Circuito en fasores

2 - Resolver expresion algebraica

> vo(t)

A

L[]

- V5(5)

3 - Pasar adominio
temporal



Resumen - Transformada de Laplace

Antitransformada de Laplace

e Estrategia:
o  Aplicar fracciones simples hasta llegar a expresiones conocidas, ej:

1 1— (2w? -
) ; e
s+a s2 4+ 2{wps + w3

o  Luegoiralatablay antitransformar



Resumen - Transformada de Laplace

Pares de tran

sformadas de Laplace

Propiedades de la transformada de Laplace

10} F(s)= / F(t)e™*"dt | Semiplano de convergencia
o
impulso unitario 3(f) 1 VseC
1
escalon unitario ¥ (1) = Re{s} >0
1
t = Re{s} >0
1
et = Re{s} > —a
e Re{s} > —a
sin (wt) Re{s} >0
cos (wt) a Re{s} >0
", (n=1,2,3,...) Re{s} >0
ng—at n! 5 5
tne o) Gra Re{s} > —a
1 1

Re {s} > mix{-a, ~b}

L[Af(®) AF(s)
L[f1(t) + f2(t)] Fi(s) + Fa(s)
£ %[(r)} SF(s) - £(0)
¢ F(s)
c
[A /(!)rll] S
Lle™f() F(s+a)
LY(t-a)f(t—a)] e F(s)
dF(s)
LItf(®) o
t -
L [/ (;)] aF(as)

Teorema del valor inicial:

i 5P

e sin (wn /1 C2t)

b—a® GraGeh)
“1_,‘ [1 + ﬁ(bv'“ - ao"")] m Re{s} > mdx{—a,—b,0}
&% sin (wt) ﬁ Re{s} > —a
e cos (wt) [T fa;alm Re{s} > —a
= at —1+4e™) Re {s} > mix{—a,0}

Re{s} > —Cwn

Teorema del valor final:
f(t = +o0)

Jim sF(s)

Cwnt sin (wny/1

2t +¢)
_1(\/177(1)

= tan

507 + 2Cuwns + @)

Re {5} > méx{~Cuwn, 0}

Transformada de una funcién periédica de periodo T :

Lf®)

siendo fr la restriccion a un perfodo de f(t)

Teorema de convolucién:

LIf1(®) * f2(8)]

Fi(s)Fa(s)




Funciones generalizadas

Impulso de Dirac

Consideremos el siguiente circuito: p = ) +

v;(t) = E.Y(t) C

Su ecuacion diferencial es:

v, (t) + vo ) = UL (t)

dt

El objetivo es encontrar una expresion para la corriente que circula por la malla paratodo ty R.

:Qué ocurre en un entorno de
t=07?




Funciones generalizadas

Impulso de Dirac T || -
C
e Lasenal v.no es derivable en O, por lo tanto p = *+
no es posible obtener una expresion de v (t) vi(t) = E.Y(t) C) R % v, (1)

paratodot con la teoria que conocemos
hasta ahora.

e Analicemos que ocurre cercade t=0

d
dt = 125(E) + vo (t) = vl(t)
e Enelestado previo (t=0):

o  Régimen de continua conv=0

v,(07) =10 Ojo, no confundir con la
o  Sedenominadato previo al valor de cierta senal condicién inicial (ej. VC(O+))

antes de que ocurra un cambio en el circuito.



Funciones generalizadas

Impulso de Dirac T || -
C
e Porlogeneral lacondiciéninicial de un p - +
sistema no se conoce, pero si el dato previo. v (8) = EX10) C) R § v, (t)
e Latransformadade Laplace de lasalida es:
sVi(s) —v;(07) + v, (0"
StRC dt —=Up(t) + vo(t) vl(t)

e Enestecaso,como lacargadel capacitor se conserva:

v:(0%) = v.(07) = 0 - vo(0") = v;(0") = E

e Entonces: Veamos que ocurre en el

capacitor

E
Vo(s) =—— = v,(t) = Y(t)Ee H/R¢
S +m



Funciones generalizadas

Impulso de Dirac T || -
&
e Lasecuaciones en el capacitor son: p = +
v;(t) = E.Y(t) R :
ve() = Y(E(L - ‘t/"c) > o i
4 -
i®)=Cvc@® =Y 2 gmtirc

e Cdmo se ven graficamente estas expresiones en P (t) + vo (t) = vl(t)

funcion de R?



Funciones generalizadas

Impulso de Dirac

corriente (mA)

08

Voltaje (V)
°
b

3
=

02

00

0.0200

0.0175

0.0150

00125

0.0100

0.0075

0.0050

0.0025

0.0000

Voltaje en C, C = 1.0 uf

-1 0 1 2 4 5
Tiempo (s)
Corriente por C, C = 1.0 uf
— 1RC=0.05
1RC=010
— 1/RC = 0.50
\
\
-1 ] 1 2 4 5

Tiempo (s)




Funciones generalizadas

Impulso de Dirac

e Observar que el areabajo lacurvadela p -
v;(t) = E.Y(t) C)

corriente es constante:

+00
f i(t)dt = EC

d
d vO(t) +

e Porlotanto, paraR— 0, el caso limite para el voltaje y
corriente es:

ve(t) = %{ii% Y(t)E(l — e_Rt_C) =Y)E

vo ) = vz (t)

d d
[ =1 — —t/RC _ —_ —
i(t) A%ECth(t)e ECth(t) EC 8(t)

Delta de Dirac




Funciones generalizadas

Impulso de Dirac

e Eldeltade Dirac representa una extension al espacio de funciones (funcién singular)

e Estafunciéondalacompletitud de la derivada del escalén en todo el dominio temporal.

e Elimpulso vale 0 en todo el dominio excepto en t=0 donde su valor “infinito” es tal que:
0+

S(t)dt =1

0-

A partir de esto podemos extender el conjunto de
funciones transformables




Funciones generalizadas

Funciones regulares

e Unafuncion f:[0,0) — © es seccionalmente continua, si existe un conjunto finito K tal que:

o  fescontinuaen[0,0)\K
o Existen los limites laterales para cadaxe K

e fesregularsi:
o fesseccionalmente suave (seccionalmente continuay Ce en [0,0)\K)
o  paracadax€K existen los datos previos para la derivada de todos los 6rdenes (f™(x’))



Funciones generalizadas
Funciones singulares - Ejemplos

e Deltade Dirac 5(t)

e ImpulsoconasientoenT  §(t) =6(t —T)

e Peinede Dirac =
z 5(t — kT)

k=—o0
e Producto del impulso por una funcion:

o  seaf(t) regular, entonces se cumple: f(®)8:,(t) = f(to)d¢, (1)

e Derivada de una funcién singular: (f(t)é‘(t))’ = f(0)5"(t) + f'(0)6(t)



Funciones generalizadas

Funciones singulares

e Unafuncionsingular f_es una combinacion lineal de impulsos y sus derivadas:

+00

5= Guil?@

k=0
e Lost, son lostiempos donde ocurren las singularidades.

e losc , sonlasamplitudes de las discontinuidades de las derivadas n-ésimas (saltos).



Funciones generalizadas
Definicion
e Unafuncién generalizada se compone de una parte regular y una parte singular:
f@)=£@ + @)
e Laparteregulareslaquetiene lainformacién del dato previo

e Laderivadadelaparte regular de f se extiende de la siguiente forma:

FO = (F®), + D &) - FE18 - )

tLEK

e Donde K es el conjunto de discontinuidades (finitas) de fr.



Funciones generalizadas

Transformada de Laplace

e Ladefinicién de transformada de Laplace se puede extender al dato previo O.
+00

LIDIG)=| f)edt

0-

e Enelcasode laparte singular, latransformada de cada término se calcula como:

+00
sML_[8(t — to)](s) = s™ 5(t — to)e Stdt = s™e Sto
-

£_[6®(t - t)](s) “TE

e Notar que ahora se pueden antitransformar funciones reales racionales no estrictamente propias.



Funciones generalizadas
Extension del teorema de la derivacion
e Ladefinicién de derivacion en Laplace se extiende como:
L_[f'®](s) = sF(s) — f(07)

e Notar que ahora depende del valor previo del circuito.



Componentes en Laplace

Impedancia
e Ladefinicién de impedancia en Laplace es similar al caso de Fasores

e Launicadiferenciaes que hay que tener en cuenta las condiciones iniciales (respuesta natural del
sistema)



Componentes en Laplace

Resistencia
e Laleyde Ohm nosdice que:

v(t) = Ri(t)

e Pasando alaplace
V(s) = L_[v(D)](s) = L_[Ri(D)](s) = RI(s)

e Apartir de laidentidad se concluye que:

V(s) = RI(s)

La ley de ohm es invariante en Laplace



Componentes en Laplace

Capacitancia
([}

i(t)=C

e Pasando alaplace:

I(5) =L -lit)](s) =L [C %l (s) =CsV(s) — Cv(07)

La ley de del elemento nos dice que:

dv

dt

A partir de la identidad se concluye que:

I(s) = CsV(s) — Cv(07),

vy = 1O, 7@

Cs S

Esto responde a dos modelos.

@ @
.
4 v(t) -
L
o A7y
N ||
+ V(s) -
) 1
=
|
I(s)
_—*+




Componentes en Laplace

Inductancia
e Laleydedel elemento nos dice que:
di
t)=L—
v(t) =L

e Deformasimétrica al caso anterior:

V(s) =£-[p()](s) =£- [L %l (s) = LsI(s) — Ci(07)

e Apartir de laidentidad se concluye que:

V(s) = LsI(s) — Li(07), I(s) =

%4 (s)

1(0')

S

Esto también responde a dos modelos.




Componentes en Laplace

Ejemplo
e Resolver el siguiente circuito con dato previo:

vi(t) m W\, Ll

vo(t



Componentes en Laplace

Ejemplo

e Elcircuitoequivalente en Laplace queda:

Vifs)m

Vo(s)



Componentes en Laplace

Ejemplo
e Aplicandonudosene™:

— (22 4+ 1,09
i _\s ") o v V)
R = 15 PW=T 5 7 Res

N .
R.propia R.forzada

Vis) ._."N "Ji
R

Vo(s)




Linealidad a tramos

Elementos lineales a tramos

e Llave
iL/’

+ v(t) 532

ON cortocircuito - OFF circuito abierto



Linealidad a tramos

Elementos lineales a tramos

e Diodo

it) D
—" II>| S¢
+ -

v(t)
Estado Suposicién Verificacion
ON vp =0 ip >0
OFF ip=0 vp <0




Linealidad a tramos

Elementos lineales a tramos
e Comparador ideal

Vce

>—v°(t)

-Vcc

e (t) 2

e'(t) —

Suposicién | Verificacién

v, = +Vee et >e”

v, = —Veeo et <e”




Linealidad a tramos

Circuitos lineales a tramos - Estrategia:
1. Definir los tramos donde el estado de los circuitos lineales a tramos se mantiene
2. Paracadatramo:
a. Determinar t=0 como el comienzo del tramo
b Identificar los datos previos
c.  Resolver el circuito
d Identificar el final del tramo (estado previo del siguiente tramo)



Linealidad a tramos

Ejercicio -Respuesta en régimen periddico

e Resolver el siguiente circuito en régimen periédico de periodo T

f(t) 4
E




Teorema de Miller

Hipotesis
e Seaunacajanegra con cuatro terminales (cuadripolo), dos de entrada y dos de salida.
e Dichacajaserealimenta con unaimpedancia Z(s)

+ +
Vy(s) K(s) Vs(s)

e SeaK(s)lafuncién de transferencia de la caja’en lazo abierto (sin Z(s)), K(s) es
independiente de Z(s)



Teorema de Miller

Tesis

Los siguientes circuitos son equivalentes.

l(s)|—> f;&) 4—‘I'(s)
+ + I(s)
Vy(s) K(s) Vy(s) @ VJS, 21(5,% K(s)
e Donde:
Z(s) K.Z(s
Z(s) = 22 Z(s) = =20

I'(s)

+
ZQ(S) Vz(S)




Teorema de Miller

Demostracion

Z(s)

'(s’r’ M <—Il'(s)

+

e

Vy(s) K(s) +

Vals) @ Vils)  Zyls) =

K(s)

VWY -

I'(s)
i

v *

= Zis)  Vy(s)

e Calculando Il:

L(s) = A0 —Val) _ Vals) —KVils) _ Vi)

Z(s) Z(s) Tz

e Entonces:

N, e Vl (-5) Z(s)
Zi(s) = =
1(s) iy Ak




Teorema de Miller

Demostracion

S M e

+

e

I'(s)
1

v
K(S) =

Vy(s) K(s) 53

Vils) @ Vy(s) 21(515

e Calculando I’1=-I1:

+

VWY -

= Z)(s)  Vyls)

I(s) = O Vi) _ Vale) =B (K~ DVas)
e Z(s) B Z(s)  KZ(s)

e Entonces:




Teorema de Miller

Aplicacion

e [Efecto capacitivo en amplificadores operacionales:

x IVV\I +
Vi ‘S’Q Vats) Rin

Z(s)=1/Cs
K(s)=-A

+
Va(s)=-A.V,(s)




1Ml + Z(s) =1/Cs
Teorema de Miller K(s) = —A
Aplicacion =
e Efectocapacitivo en amplificadores operacionales:
1 1

R

1
Zy(s) =R+ Rm“(A+—l

)Cs (A+1)C s+——(A+1;RmC

e Seintroduce un poloen:

1

Wo = @AFDR..C

EFECTO CAPACITIVO
(ojo con el polvillo)




FIN



