El Método Simplex: Adaptacion a Otras Formas del
Modelo

Introduccion y motivacion

Hasta ahora hemos aprendido el método simplex bajo el supuesto de que el problema se encuentra en la forma

estandar:

e Funcion objetivo: maximizar
e Restricciones funcionales: todas de la forma <
e Lados derechos: todos no negativos (b;>0)

En la préactica, los modelos de programacion lineal presentan otras configuraciones legitimas. La seccion 4.6 de
Hillier y Lieberman describe con precision "la adaptacion del método simplex a otras formas de modelos". El inico
problema serio que introducen estas formas alternativas es identificar una solucion basica factible inicial
(SBF inicial).

La herramienta que resuelve este problema de arranque se llama técnica de variables artificiales.

1. Recordatorio: la forma estandar y las variables de holgura

Antes de analizar las otras formas, conviene recordar el punto de partida.
Ejemplo de referencia (Wyndor Glass Co.):
Maximizar Z=3x;+5 x,
sujeto a:x,<4,2x,<12,3x,+2%x,<18,x,,%,>0
Para convertir las restricciones < en ecuaciones se agregan variables de holgura X3,X,, X5>0:
X1+X3=4
2X,+X,=12
3Xx1+2x,+x5=18

Clave conceptual: Las variables de holgura sirven como variables basicas iniciales porque, con
X1=X,=0, sus valores son exactamente los lados derechos: X3=4, — todos no negativos, lo que garantiza

una SBF inicial obvia.
2. Restricciones en forma de igualdad (¢)

¢Qué ocurre?

Cuando una restriccién ya es una igualdad, no existe variable de holgura que pueda hacer el papel de variable

bésica inicial.



Procedimiento: Variable Artificial + Método de la Gran M

Paso 1. Introducir una variable artificial x (se distingue con una barra) en la restriccién de igualdad, como si

fuera una holgura temporal.

Paso 2. Penalizar esa variable artificial en la funcién objetivo con un coeficiente —M (donde M representa un

numero positivo muy grande), para forzarla a ser cero en la solucion 6ptima.
Supongamos que la tercera restriccion del ejemplo Wyndor Glass se convierte en igualdad:
Maximizar Z=3x,+5 x,— Mxs
sujeto a:
X1+x3=4
2X,+X,=12
3x,+2 x,+xs=18« variable artificial

La SBF inicial artificial es: X3=4, (variables basicas), con X1=X»= 0 (no bésicas).

Paso previo importante: Antes de aplicar la prueba de optimalidad, se debe eliminar la variable
artificial de la fila o (ecuacion objetivo) mediante operaciones de eliminacion gaussiana. En este caso, se

resta de la fila 0 la ecuacién 3 multiplicada por M:

Nueva Ec. 0: Z—(3-3M)x,—(5-2M)x,-18M=0

Interpretacion

Si al final del proceso simplex la variable artificial vale cero, la solucion es factible para el problema real.

e Sivale positivo en la solucion 6ptima, el problema no tiene solucion factible (las restricciones son

incompatibles).
3. Restricciones funcionales de la forma 2

¢Qué ocurre?

Una restriccién = indica un limite inferior sobre las actividades. Al convertirla en ecuacion, se resta una variable

de exceso (0 superavit) X2 0.
Qi X+ 0 X+ 40, X, — X, =b;,x,20

Pero esta variable de exceso tiene coeficiente — 1, no +1, por lo que no puede ser variable basica inicial (daria
valor negativo).



Procedimiento: Variable de Exceso + Variable Artificial

Paso 1. Restar la variable de exceso X; para convertir 2 en (..
Paso 2. Agregar adema4s una variable artificial x para obtener la SBF inicial.
Paso 3. Penalizar la variable artificial con —M en la funcién objetivo (si se maximiza) o con +M (si se minimiza).
Ejemplo en pizarréon — Problema de Terapia de Radiacion
Minimizar Z=0.4 x,+0.5 x,
sujeto a:
0.3x;4+0.1x,<2.7-0.3x;+0.1 x,+x3=2.7
0.5x,+0.5x,=6—-0.5x,+0.5x,+x,=6(artificial)

0.6 x,+0.4x,26 0.6 x;+0.4 x,— X5+ X,=6

El problema artificial completo queda:
Minimizar Z=0.4 x,+0.5 x,+M x,+M x,

Nota clave sobre la penalizacion: El signo del coeficiente de la variable artificial en la funcion

objetivo depende del tipo de optimizacion:

SBF inicial: X3=2.7, con X;=X,=x5=0,

Resumen del manejo de la variable de exceso

Tipo de restriccion Conversién a ecuacién Variable basica inicial

< Agregar holgura + X X (directo)

A Ninguna transformacién Variable artificial X

2 Restar exceso — X, luego agregar Variable artificial X
artificial X

4. Lados derechos negativos (b;<0)

¢Qué ocurre?

Si el lado derecho de una restriccion es negativo, la variable de holgura o artificial tomaria un valor negativo en la

SBF inicial, violando las restricciones de no negatividad.



Procedimiento: Multiplicar por —1

La solucion es simple: multiplicar ambos lados de la restricciéon por — 1. Esto invierte el sentido de la

desigualdad.
Regla: Al multiplicar por —1:
Ejemplo en pizarron
Supongamos la restriccion:
—x1—X,<—1(equivalente a x;+x,>1)
Multiplicando por —1:
X1+ X2 1

Ahora el lado derecho es positivo y podemos proceder con el método habitual (variable de exceso + variable
artificial).

Segundo ejemplo:
Si tenemos la ecuacién — 2 X;+X,=—5, multiplicamos por — 1:
2X1—X%X,=5
Ahora el lado derecho es positivo y se agrega una variable artificial X a esta ecuacion.

Resumen: Siempre que haya un lado derecho negativo, multiplicar la restriccién completa por — 1 antes de

agregar variables de holgura, exceso o artificiales.[?!1]

5. Minimizacion en lugar de maximizacion

¢Qué ocurre?

El método simplex estandar fue disefiado para maximizacion. Para minimizar, se deben ajustar las reglas de

decision.
Método 1: Conversion a maximizacion (Hillier)
Minimizar Z equivale a maximizar — Z:
man:Z ¢, x, = max(-Z)=- Z cX,

Se resuelve el problema de maximizacién de — Z y al final el valor 6ptimo de Z es el negativo de la solucién obtenida.

Método 2: Modificar la condicion de optimalidad (Taha)

En lugar de convertir, se mantiene la minimizacién pero se invierten las reglas del simplex:



Regla

Maximizacion

Minimizacién

Variable de entrada

Variable no basica con coeficiente

mas negativo en la fila Z

Variable no béasica con coeficiente

mas positivo en la fila Z

Criterio de optimalidad

Todos los coeficientes de la fila Z

son=>0

Todos los coeficientes de la fila Z

son<0

Variable de salida

Prueba de la razén minima (sin

cambio)

Prueba de la razén minima (sin

cambio)

Intuicién: En maximizacién, queremos aumentar Z, por eso elegimos el coeficiente mas negativo en la

fila z (el que més crece). En minimizacién, queremos disminuir Z, por eso elegimos el coeficiente mas

positivo (el que mas lo reduce).

Ejemplo en pizarréon — Método de la Gran M con minimizacion

Retomando el problema de terapia de radiacion:

Minimizar Z=0.4 x,+0.5x,+M x,+M x,

La tabla simplex inicial (tras eliminar las artificiales de la fila z):

Basica z X4 X, X3 k4 X5 )'(6 Sol

z 1 0.4-1.1 0.5-0.9| o -M 0 -M -9M
X3 0 0.3 0.1 1 0 0 0 27

X4 0 0.5 0.5 0 1 0 0 6

X 0 0.6 0.4 0 0 -1 1 6

Como estamos minimizando, la variable de entrada es la que tiene el coeficiente mas positivo en la fila z. Los
coeficientes de X1y X, son negativos (dominados por — M), asi que la més positiva relativa es la que conviene mas

para reducir el gran costo artificial.[*1]

6. El Método de las Dos Fases (alternativa a la Gran M)

El método de la Gran M puede presentar problemas numéricos por el uso de M como niimero grande. Una

alternativa mas robusta computacionalmente es el método de las dos fases.

Fase I: Encontrar una SBF inicial factible

Se construye una funcién objetivo auxiliar que minimiza la suma de todas las variables artificiales:

Minimizar r=z X;(suma de artificiales)



e Siel minimo de r =0: existe solucién factible para el problema original — continuar con Fase II.

e Siel minimo de r>0: el problema original no tiene solucion factible.

Fase II: Resolver el problema original

Se usa la SBF final de la Fase I como punto de partida para el método simplex aplicado a la funcion objetivo original.

Las columnas de las variables artificiales se eliminan de la tabla.

Ventaja del método de dos fases: No requiere asignar valor numérico a M, evitando errores de

redondeo. Es el método preferido en los coédigos computacionales profesionales.

7. Resumen completo del procedimiento de preparacion

Antes de aplicar el método simplex a cualquier modelo de PL, se deben realizar estos ajustes en orden:[1]

1. Lados derechos negativos: Multiplicar la restriccion por — 1 (invierte el sentido).
2. Restricciones <: Agregar variable de holgura X; — usarla como variable basica inicial.
3. Restricciones (: Agregar variable artificial X — penalizar en funcién objetivo.

4. Restricciones >: Restar variable de exceso Xs, luego agregar variable artificial X — penalizar en funcién

objetivo.

5. Minimizacion: Usar coeficiente +M para las artificiales (en lugar de — M), o invertir la regla de optimalidad,

o convertir a maximizaciéon multiplicando la funcién objetivo por — 1.
8. Otro ejemplo
Enunciado
Minimizar Z=4 x,+Xx,
sujeto a:
3Xx,+x,>3(restriccion >)
4 x,+3x,>6(restriccion >)
X1+2x,<4(restriccion <)

X1, %220



Paso 1: Conversion a forma de ecuacion

Restriccion Transformacion Ecuacion resultante
3X1+%,23 Restar X3, agregar R; 3x,+X,—X3+R,;=3
4x,+3x,26 Restar X4, agregar R 4 x,+3x,—%x,+R,=6
X1+2x,<4 Agregar Xs X1+2 X+ X5=4

Paso 2: Funcion objetivo modificada (Método M, minimizacion)

Minimizar Z=4 x,+x,+MR;+MR,

Paso 3: SBF inicial

Variables basicas: R1=3,R,=6,xs=4

Variables no bésicas: X1=X>=X3=X,=0

Paso 4: Eliminar artificiales de la fila z

Nueva fila z = fila z anterior — M- (fila Ry) =M (fila Ry):

2= (4=7M)x,— (1= 4M) x,+Mx5+Mx,=—9M

Paso 5: Aplicar el método simplex

Como se minimiza, la variable de entrada es la no basica con el coeficiente mas positivo en la fila z. Con M
muy grande, el coeficiente de X1 es —(4—7M)=7M-4>0y el de X;es 4 M—1>0. Elegimos X1 (coeficiente

mayor). Se aplica la prueba de razon minima para determinar la variable saliente, y se contintan las iteraciones

hasta que todos los coeficientes en la fila z sean <0.[>1]

Soluci6én éptima: x,=3/5,x,=9/5,2=21/5=4.2

9. Puntos clave para recordar
e Las variables de holgura se usan en restricciones < y representan la capacidad no utilizada.
¢ Lasvariables de exceso se usan en restricciones 2 y representan el superavit sobre el limite minimo.

e Lasvariables artificiales son herramientas de computo puras; no tienen significado fisico y deben valer

cero en la soluciéon 6ptima del problema real.

e Enel método de la Gran M: si alguna variable artificial es positiva en la solucién final, el problema original

no tiene solucion factible.
e Latécnica dela Gran M y el método de dos fases son equivalentes en exactitud; la diferencia es computacional.

¢ Para minimizar directamente con el simplex: la variable de entrada es la no basica con coeficiente mas

positivo en la fila z, y el criterio de parada es que todos los coeficientes sean <0.



Apéndice: Tabla de Conversion Rapida

Forma del modelo

Transformacién necesaria

Variables a introducir

Zqijxjgbi, Ninguna adicional Holgura X
> Qi X =b,, Ninguna de desigualdad Artificial X
> i X; >b;, Resta de exceso Exceso Xs + Artificial X

Cualquier restriccion con bi<0

Multiplicar por — 1 primero

Luego aplicar regla

correspondiente

Minimizar Z

Cambiar a max(— Z) o invertir

regla simplex




