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Introduccién

» Optimizar: hacer algo lo mejor posible
» Optimizacion: el arte de lograr optimizar

Nuestro objetivo: estudiar modelos matematicos de problemas de
decision.
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Ejemplos y terminologia

Problema: Minimizar el gasto de material para construir un tanque de
agua de forma cilindrica, sujeto a la restriccion de que tenga cierta

capacidad.

A

—
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Ejemplos y terminologia(cont.)

Problema: Minimizar el area de la lata, teniendo en cuenta que el
volumen sera de 1 m3

V = mhr? (volumen)

A = 27r? + 27rh (superficie)
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Ejemplos y terminologia(cont.)

El problema es encontrar valores de h y r que satisfacen 7hr®> =1y
que a la vez dan los valores mas bajos posibles de 27r? + 27rh

]
minimizar A = 27r? + 27rh

sujeto a

V=nmh?=1
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Ejemplos y terminologia(cont.)

La mejor formulacién:

minimizar 27r? + 27rh
sujeto a

whr® =1
r>0h>0

> hy r: variables de decisién
» 27r? 4+ 27rh: funcién objetivo
» mhr> =1, r >0, h > 0: restricciones
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Area del cilindro en funcién del radio de la base

Area Superficial de un Tanque Cilindrico en funcién de r
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Variables de decisién

» Aquellos cantidades para las que se puede determinar su valor,
porque estan bajo el control del que toma las decisiones.

» Son las cantidades que me interesa optimizar cumpliendo ciertas
condiciones, es decir las respuestas que se estan buscando de un
problema.

» Pueden surgir variables en el modelo que no estaban presentes en
el analisis.
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Variables de decision(cont.)

» Cantidad a producir.

» Cantidad a vender.

» Cantidad de horas-hombre.

» Cantidad de materiales.

» Cantidad de inventario.

» Cuando realizar una actividad.

» Donde ubicar una planta, equipo o producto.
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Parametros

» Aquellos valores que surgen del andlisis de la realidad, y que no
estan bajo el control de quien toma las decisiones.

» La determinacién entre variable de decisién y pardametros puede ser
dificil de determinar, por ejemplo el precio de venta de un
producto o la demanda a satisfacer.
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vV vV v v v

v

Costo variable de producir.

Costo fijo de realizar una actividad.
Costo de mantener en inventario.
Precio o ganancia neta de venta.
Demanda a satisfacer de un producto.
Capacidad maxima de produccion.
Capacidad maxima de almacenamiento.

Cantidad minima para una actividad.
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Funcién o

» Expresidén que se quiere optimizar (minimizar o maximizar) y que
vincula las variables de decisiéon con algunos de los pardmetros
(costos o ganancias).

» Para un determinado problema puede haber mas de un objetivo
posible a seleccionar (objetivo tinico o miltiples objetivos).

» Se debe tener presente que los valores que no estan relacionados a
las variables, no son optimizables.

» Puede haber situaciones en donde no haya una funcién a optimizar
que resulte de forma natural.
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Funcién objetivo(cont.)

vV vV v v v

v

Minimizar costos de produccién.
Maximizar la ganancia.

Maximizar la cantidad a producir.
Minimizar los tiempos de produccién.
Minimizar las cantidades de materiales.
Minimizar cambios de produccién.
Maximizar el uso de materiales.

Minimizar(Maximizar) cantidad de empleados.
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Restricciones

» Expresiones que involucran variables y pardmetros que representan
las exigencias que debe cumplir la solucién que buscamos.

» Muchas veces requieren de esfuerzo y habilidad para formular las
restricciones del problema de forma cuantitativa.

> La cantidad y la forma inciden de manera importante en la
dificultad de resolucién.
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Restricciones(cont.)

» Limitaciones en la capacidad de produccién.
» Demanda que se debe satisfacer.
» Relaciones de balance entrada/salida.

» Cantidad de recursos materiales, financieros o humanos
disponibles.

» Consideraciones de calidad o sociales que se deben respetar.

» Conjunto de valores posibles que pueden tomar las variables de
decision.

» No negatividad de las variables.
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Restricciones

» Por distintas circunstancias puede ser necesario “suavizar” una
restricciéon para adecuarla a situaciones en que hay flexibilidad:

> se permite producir “un poco” por arriba de la capacidad;
> se esta dispuesto a “no cumplir exactamente” con la demanda
estipulada.
» Para atender la necesidad de suavizar las restricciones suele ser
necesario agregar variables, nuevas restricciones y modificar la
funcién objetivo.
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Otra formulacién

|
minimizar f(x1,x) = 27x% + 2mx1x0
sujeto a
_ 2 =1
g(x1,x2) = mx{xp =
x1 >0
x> >0
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Definicién mas formal

Sea A un subconjunto no vacio de R y f una funcién real con dominio
en A esdecirr D #ACR A— R.

Llamamos problema de optimizacion matematica a todo problema
que responda a la formulacién siguiente:

[OPT]x f(X)
S.a.
XecB,BCA

El conjunto B se suele denominar conjunto de restricciones del
problema, mientras que el vector X se llama éptimo del problema.
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Definicién mas formal (cont.)

El punto X es un vector:

X1
X =
Xn
Sse busca el vector X que optimiza una funcién de n variables sujeta a

my restricciones de igualdad (=), mp restricciones de desigualdad menor
o igual (<) y mj3 restricciones de desigualdad superior o igual (>).
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Definicién mas formal (cont.)

[OPT](X) [OPT]f (x1, %0, - - -, Xn)
X X1, X2y« + s Xp

s.a S.a

h,‘(X):O Vie{l,...,ml}, h,'(Xl,XQ,...,Xn):O Vie{l,...,
gJ(X)SO ‘v’je{l,...,mg}, g,'(Xl,X2,...,X,,)§O

ks(X) >0 Vse{l,...,ms}, ks (x1,%2,...,%n) >0
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Optimos globales

» Optimos globales: diremos que X* € B es un maximo (minimo)
global del problema de optimizacién si

VX € B, f(X*) = f(X)(f(X*) < f(X))
» Si la desigualdad es estricta hablaremos de éptimo global estricto
(méximo o minimo),

> y, en caso contrario, de éptimo global relativo (méximo o minimo).
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maximo global

Longitud

Figura: La funcién f(x,y) = =+ alcanza un maximo global estricto no
restringido en el punto (0,0)
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Optimos locales

» Optimos locales: diremos que X* € B es un méaximo (minimo)
local del problema de optimizacién si
>0, VXeEB, |X*—X|| <e,X*—X#0,
se tiene que f(X*) > f(X)(f(X*) < f(X))
» Si la desigualdad es estricta hablaremos de éptimo local estricto
(méximo o minimo),

> y, en caso contrario, de éptimo local relativo (maximo o minimo).
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Ejemplo

x(x - 3)2 six <4
f(x) = { sin(x) —sin(4) +4 si4<x<9
sin(9) —sin(4) +4 six>9
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Ejemplo (cont.)

» Minimos globales referentes a a; y a3 (a1 es relativo, ya que hay
otro punto, en este caso asz, para el cual la funcién alcanza el
mismo valor, y viceversa).

» Maximos locales referentes a ap y as (son locales porque la
funcién, en otros puntos del intervalo considerado, alcanza valores
superiores).

» Minimo local estricto en a as.

» Maximo global estricto en ag (dado que es el punto donde, a lo
largo del intervalo considerado, la funcién alcanza un valor mas
alto).

» Minimos locales referentes al intervalo [a7,ag] (también es correcto
afirmar que los puntos del intervalo [a7,as] corresponden a
maximos locales relativos).
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Programacion Matematica

Estructura de un problema general:

|
minimizar f(x1, X2, ..., Xp)

sujeto a: gl(xy,x2,...,xp) =0,i = 1...n

hl(x1,x2,...;xn) = 0,i = 1...m

(x1,x2, ..., xn) en X (region factible)
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Formulacion utilizando sumatorias

]
minimizar (6 maximizar) cix; + cXx2 + ... + CpXp

variables: x1, x2, ..., X,

parametros: ci, C, ..., Cp

Escrito de forma simplificada:

min(max) >4 cix;
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Programacion Matematica

» Clasificacion:
» Programacién Lineal (LP)
» Programacién Entera (IP)
» Programacién Mixta Lineal y Entera (MILP)
» Programacién No Lineal (NLP)
» Programacién Mixta No Lineal y Entera (MNLP)

» La clasificacién es importante para la resolucion.

» Debido al tamaio y la dificultad suelen emplearse las
computadoras para plantearlos y resolverlos.
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Programacion Matematica

Programacion Lineal (PL)

» Las funciones f, g, h son lineales xy, xo, ..., X, estan en el
“cuadrante” positivo

» Uso tipico: planificacién a mediano plazo

» Método mas comin para resolverlo: Método Simplex
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Programacion Matematica

Programaciéon NO Lineal (PNL)
» Las funciones f, g, h no lineales
» Uso tipico: optimizacién estructural
» Mas complejo de resolver

» En general se pueden resolver problemas de cientos de variables
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Programacion Matematica

Programacién Entera (PE)
» Las funciones f, g, h son lineales x3, x2, ..., X, enteras
» Uso tipico:

» planificacién a corto plazo
» planificacién de inversiones

» Mas dificiles de resolver que los de PL
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Programacion Lineal

» Expresion lineal (funcién objetivo) a ser minimizada o maximizada

» Restricciones en forma de funciones lineales que no puede exceder
algin valor especifico

» Expresiones no lineales pueden convertirse a un forma lineal
adecuada

» PL mas facil de resolver que PNL
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Ejemplo

\{

Se producen 2 articulos: uno “standard” y otro “deluxe”
Unidad “standard”: ganancia de $10
Unidad “deluxe”: ganancia de $15

v

v

v

Proceso de ensamblamiento: capacidad 80 hs semanales

v

Proceso de pulido: capacidad 60 hs semanales
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Ejemplo

» Los tiempos en horas de ensamblamiento y pulido de cada tipo de
producto es

standard | deluxe

ensamble 4 2
pulido 2 5

» Cada unidad usa 4 kg. de materia prima. Se cuenta con 75 kg. de
materia prima disponible
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Ejemplo

» ;Como podemos maximizar las ganancias de la compania?

» Modelo: variables de decisién x1 y x2 (cantidad de productos
“standard” y “deluxe”)

» Restricciones:

> 4x1 + 4xy < 75 (disponibilidad de materia prima)
> 4x; +2x; < 80 (ensamble)
» 2x1 4 5x2 < 60 (pulido)
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Ejemplo

» Funcién objetivo: maximizar 10x; + 15x

» En resumen:
maximizar 10x; + 15x
sujeto a 4x; +4xp < 75
4x1 + 2x, < 80
2x1 4+ 5x2 < 60
x1,x2 =0
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Representacion grafica - Funcién objetivo

Funcion objetivo representada en 3D
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Representacion grafica - Restricciones

Restricciones y Regién Factible
20.0 T T
— ax1+4x2=75
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