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Hodgkin-Huxley model solved by Runge-Kutta method

Resumo

Em 1952, Alan Hodgkin e Andrew Huxley propuseram em um
artigo como o potencial de agcdo € propagado ao longo do axonio
de lula gigante. O modelo de Hodgkin-Huxley descreve matema-
ticamente, a partir de conceitos fisicos cldssicos do Eletromag-
netismo, como a membrana € os canais i0nicos podem ser vistos
como elementos de um circuito elétrico. Como os modelos pro-
postos sdo equagdes diferenciais ordindrias, as solucdes dessas
equagdes podem ser complicadas de se resolver. Existem ferra-
mentas matemaéticas que ajudam a resolver essas equacdes. Nesse
trabalho proponho resolver o modelo de Hodgkin-Huxley através
do método de Runge-Kutta. Esse método tem a vantagem de pos-
suir erro menor que o método de Euler. Com a implementagdo do
modelo por esse método, foi obtido valores préximos da solugao
exata, porém o custo computacional torna cada vez mais dificil de
chegar a essa solucao.

Palavras-chave: Neurofisica. Modelagem matematica. Equa-
coes Diferenciais Ordindrias.

Abstract

In 1952 Alan Hodgkin and Andrew Huxley proposed in an article
how the action potential is propagated along the giant squid axon.
The Hodgkin-Huxley model describes mathematically, from clas-
sical physical concepts of electromagnetism, how the membrane
and ion channels can be seen as elements of an electric circuit.
Since the proposed models are ordinary differential equations, the
solutions of these equations can be complicated to solve. There
are mathematical tools that help solve these equations. In this
work I propose to solve the Hodgkin-Huxley model through the
Runge-Kutta method. This method has the advantage of having
less error than the Euler method. With the implementation of the
model by this method, values close to the exact solution were ob-
tained, but the computational cost makes it increasingly difficult
to reach this solution.

Keywords: Neurophysics. Mathematical Modeling. Ordinary
Differential Equations.



1 Introducao

As células nervosas possuem a capacidade de gerar impulsos nervosos que sdo transmiti-
dos em saltos ao longo de suas membranas e depois transmitir esses impulsos as outras células.
Essa capacidade € possibilitada pelas diferencas de concentragdes de fons e moléculas organicas,
que por difusdo ou através da bomba de Na™/K™ sdo trocadas entre o meio intra e extracelular.
Existe maior concentragdo de Na™ fora da célula, e as concentragdes de K+ e CI~ sdo maio-
res no meio intracelular. A membrana plasmatica, formada por uma bicamada lipidica, possui
resisténcia a conducdo elétrica. No entanto, a resisténcia (ou a sua inversa, condutancia) ¢ afe-
tada pela presenca de canais i0nicos. A capacidade desses canais de permitir a passagem de
fons através da membrana pode ser modificada por fatores como o potencial da membrana (ca-
nais voltagem-dependentes), a concentracao de varios mensageiros intracelulares (como canais
Ca’"-dependentes), a concentracio extracelular de neurotransmissores (canais sindpticos), e al-
guns canais (ou bombas) sdo dependentes de energia para manter as concentracdes de fons dentro
e fora da célula.
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Figura 1: Circuito proposto por Hodgkin e Huxley que representa a membrana celular. Ry, =
1/gNnas Rk = 1/gk, RL = 1/g1. Rng € Rg variam com o tempo e com o potencial da membrana.
Outros componentes sdo constantes de Hodgkin e Huxley (1952).

Em 1938, Kenneth Cole e Howard Curtis registraram a atividade no axdnio gigante da lula
verificando que a condutancia da membrana aos fons aumenta de forma muito acentuada durante
o potencial de acdo (PA). Isso significa que o PA resultaria do movimento dos fons através dos
canais. Uma década depois, Alan Hodgkin e Bernard Katz verificaram que a amplitude do PA
era reduzida quando a concentragiio de externa Na™' era diminuida. Hodgkin e Katz propuseram
que a despolarizag¢do que dé inicio a um potencial de agdo faria com que a membrana aumentasse
a permeabilidade ao sédio (Py,+) por tempo muito curto. Esse influxo sobrepujaria a permeabili-
dade primdria ao K+ da célula em repouso. Seus dados também sugeriam que a fase descendente
do potencial fosse causada por aumento tardio da permeabilidade ao potéssio (Px).

Para testar essa hipdtese, era necessdrio que o potencial da membrana variasse, de forma
sistemdtica, medindo-se, entdo, as alteragcdes resultantes da condutincia da membrana aos ions
sodio e potdssio, resultantes da abertura e do fechamento dos canais voltagem-dependentes. Ex-
perimentalmente, isso € dificil de ser realizado, devido a forte interdependéncia do potencial de
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membrana e os canais de Na™ e K. Por exemplo, se a membrana for despolarizada o suficiente
para abrir alguns dos canais voltagem-dependentes de Na™, ocorre corrente de influxo de fons
sodio por esses canais, produzindo mais despolarizagao.

Essa despolarizacdo adicional faz com que mais canais de Na™ se abram, provocando mais
corrente de influxo de s6dio. Como resultado, € desencadeado um ciclo regenerativo que torna
impossivel a obtencdo de um potencial de membrana estavel. Esse ciclo de feedback positivo
provoca, eventualmente, o potencial de membrana até o valor do pico do PA. Dificuldade técnica
semelhante impede o estudo dos canais ativos de K™, responsdveis pela fase decrescente do PA.
Em 1949, Cole projetou um aparelho, conhecido como fixador de voltagem (voltage clamp), para
resolver esse problema. Pelo uso da técnica de fixa¢do de voltagem no axdnio gigante de lula,
Hodgkin e Huxley obtiveram no inicio dos anos 1950 a primeira descricdo completa dos meca-
nismos 106nicos responsavel pelo PA.

Por convencdo, o potencial do meio extracelular é definido como zero. Quando um neur6nio
estd inativo, o excesso de cargas negativas faz com que o potencial dentro da célula seja negativo.
Porém, o potencial muda quando o balanco de concentracdes € alterado com a abertura e o fe-
chamento dos canais. Em condi¢es normais, o potencial da membrana varia entre -90 mV e +50
mV . Porém, os potenciais medidos dentro do neurdnio podem ter valores diferentes, isso porque
existem diferentes concentragdes i0nicas em diferentes partes da célula.

Por causa do excesso de cargas negativas no lado interno e de cargas positivas no lado ex-
terno do neurdnio, a membrana cria uma capacitancia C,,, a voltagem V através da membrana e
um excesso de carga Q, que sao relacionados a equacao do capacitor Q = C,,V. A capacitancia
especifica da membrana € a capacitancia por unidade de drea da membrana e € aproximadamente
a mesma para todos os neurdnios (c,, =~ 10 nF /mm?). Logo existe a relaciio entre a capacitincia
total e a capacitancia especifica, C,, = ¢,,A), onde A € a drea da superficie da membrana, que pode
variar de 0,01 mm? a 0,1 mm?, entdo a capacitincia para todo o neurdnio é tipicamente 0,1 nF a
1 nF. Como dQ/dt é a corrente que entra na célula, entdo é possivel determinar quanta corrente
elétrica € necessdria para mudar o potencial da membrana. A relagdo entre a taxa de variacao do
potencial e a corrente € dada por

=22 1)

dt dt
A corrente também € determinada pela resisténcia da membrana. Se aplicarmos a célula uma
corrente /,, o potencial ird mudar do seu valor de repouso para uma quantidade AV, que pela Lei
de Ohm obedece a equagdo AV = I.R,,, onde R,, é a resisténcia da membrana e ela pode variar
em fun¢do da voltagem, entdo esse modelo € aceito para correntes e AV pequenas. A condutancia
da membrana € a inversa da resisténcia da membrana, mas a condutancia pode ser escrita como
1/rm, sendo que ry, é a resisténcia especifica da membrana e que r,, = R,,A, onde A é a drea da
superficie da membrana. O valor da resisténcia pode variar de célula para célula, seja por causa
da variacdo da voltagem ou presenca de canais 10nicos.

Os ions estdo sob acdo de duas forgcas que os guiam através do canal i6nico: difusdo, que
depende do gradiente de concentracdo, e da forca elétrica, que depende da diferenca de potencial
AV . Depois de certa quantidade de fons K tenha difundido para fora da célula, forma-se um
potencial através da membrana em que a forca elétrica se iguala a forca quimica, ou seja, 0 movi-
mento de saida (for¢a quimica de K*) do fon é igual ao movimento de entrada (for¢a eletromotriz
de K*) (KANDEL; SCHWARTZ; JESSEL, 2000). E o chamado potencial de equilibrio Ex. O
potencial de equilibrio para qualquer ions i pode ser calculado pela equacao de Nernst:
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onde R € a constante dos gases, T temperatura em Kelvin, z a valéncia do fon, F a constante de
Faraday, e [i]ex € [i]ins 80 as concentragdes do fon fora e dentro da célula, respectivamente. Essa
equagdo so se aplica quando somente um tipo de ion passa pelo canal. Mas como alguns canais
ndo sdo totalmente seletivos, a equagdo de Goldman, que € somente uma adaptacdo da equagdo
de Nernst, pode ser utilizada para calcular E:

E = Eln P [K ™ ext + Pva[Na™ Jext + Pei[CL Jim
F PK[K+]im +PNa[Na+]int +PCI[C17]€XI

sendo que Pg, Py, € Pc; sdo as permeabilidades relativas da membrana a cada espécie idnica. Em
1949, Alan Hodgkin e Bernard Katz foram os primeiros a aplicar sistematicamente a equagdo
de Goldman na anélise das variacdes do potencial de membrana, produzidas pela alteracdo das
concentracdes iOnicas externas no axonio gigante da lula. Quando V > E, uma corrente positiva
ird fluir para fora da célula, enquanto que se V < E uma corrente positiva flui para dentro. Como
as condutincias de Nat e Ca®* tém potencial de equilibrio positivo, elas tendem a depolarizar
um neurdnio (o potencial é menos negativo); no caso de K, como o seu potencial de equilibrio
€ negativo, entdo normalmente hiperpolariza a célula (o potencial € mais negativo).

A corrente total da membrana é determinada pela soma das correntes devidas aos diferentes
tipos de canais presentes na membrana. Por convencdo, € utilizada a corrente por unidade de
area do neurdnio, i,,. A corrente total é obtida multiplicando i,, pela superficie celular A. Uma
corrente, produzida por canais de algum fon 7, deixard de existir quando V = E;. Para muitos
tipos de canais, a corrente aumenta ou diminui linearmente quando V # E. A diferenga V — E; é
chamada de forca motriz e a corrente da membrana por unidade de area, para um tipo i de canal é
escrito como g;(V — E;). g; é a condutincia por unidade de drea. Se somarmos todas as correntes
temos

In =) &(V —E) (3)

J

Algumas caracteristicas de uma célula nervosa dao complexidade a modelagem, como a pre-
senca de bombas de sédio-potdssio, que afeta a condutancia da membrana. No entanto, alguns
desses fatores podem ser tratadas relativamente como constantes. Todas as contribuicdes, se fo-
rem independentes do tempo, podem ser agrupadas no termo gz(V — Er). Ep é um pardmetro
livre e pode ser ajustado para que o potencial de repouso do neurdnio modelo coincida com a cé-
lula modelada. A condutancia g7 € uma constante e também € ajustada conforme a condutancia
da membrana em repouso.

2 Modelo matematico

O artigo de Hodgkin e Huxley (1952) sintetiza e simplifica quase meio século de trabalhos
com Eletrofisiologia (DAYAN; ABBOTT, 2001; KANDEL; SCHWARTZ; JESSEL, 2000). O
que eles fizeram foi descrever o comportamento elétrico da membrana em termos de um circuito
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elétrico equivalente (Figura 1). A corrente i0nica € divida em corrente produzida pelo fluxo de
fons sodio e potassio (Iy, € Ik, respectivamente), € uma pequena corrente /7, produzida por Cl~
e outros fons. As condutincias gy, € gx sdo em funcdo do tempo e do potencial de membrana.
Eng, Ex, Er, C,, € g1 sdo tomadas como constantes. Pela Equacao 1:

dv
I'=cm—-+In 4)
onde / € a densidade da corrente (influxo de corrente positiva), /,, € a densidade de corrente iOnica
(influxo positivo de corrente), V € a variacao do potencial de membrana a partir do potencial de
repouso (despolarizagdo negativa), ¢, € a capacitincia especifica (ou a capacitancia da membrana
por unidade de area).
As correntes i0nicas individuais sdo obtidas pelas relacoes

Ing = 8Na (E - ENa) = gNa(V - VNa)7
Ix = gk(E—Eg)=gk(V—Vg),
IL= gL(E—EL)=8L(V-VL)

onde

V= E—E,
VNa = Enga _Er>
Vg = Egx—E,
Vi= EL—E,

sendo que E, € o potencial de repouso e V, V,, Vk € V; podem ser medidos como variagdo do
potencial de membrana em relagio ao potencial de membrana.
Estudando conduténcia do potdssio:

gk = gxn’, (5)

dn
— =01 —n)—pyn 6
= (1)~ un, ©)
onde gx é uma constante com dimensdes de condutancia/cm?, o, e B, sio constantes que depen-
dem da voltagem, mas ndo do tempo, e tém dimensao de [tempo] ~1 n representa a probabilidade
de que algum fon K esteja dentro do canal. «, é a taxa de transferéncia de fons potdssio de
fora para dentro da célula, ja 3, é a taxa de transferéncia de fora para dentro. Para o caso da

condutincia do sédio:
gNa = M’ hgna, (7)

dm

o= O (1 —m) — Bm, (8)
SEPULVEDA, A. F. Modelo de Hodgkin-Huxley resolvido pelo método de Runge-Kutta. C.Q.D.— Revista Eletronica Paulista de Matematica, Bauru, v. 11, p.
107-122, dez. 2017. Edicéo Iniciacdo Cientifica.
DOI: 10.21167/cqdvol11ic201723169664afs107122 Disponivel em: http://www.fc.unesp.br/#!/departamentos/matematica/revista-cqd/

111



dh
E:O‘h(l_h)_ﬁhha )

sendo gy, uma constante e @ e 3 sdo fungdes de V e ndo de r. Como Hodgkin e Huxley propdem,
a condutancia do sédio é proporcional ao nimero de sitios que sdo ocupados por trés moléculas
ativadoras e ndo s@o bloqueadas por alguma molécula inativadora. m é a probabilidade de que
alguma molécula ativadora esteja dentro do canal, enquanto que 1 —m mostra a propor¢do das
moléculas que estdo fora. i € a propor¢do de moléculas inativadoras no lado de forae 1 —h a
propor¢ao das que estdo fora do canal.

A corrente total / por unidade de area pode ser descrita pela soma das correntes iOnicas:

In= Ix+In.+1L
Ln= ggn*(V —Eg)+gnam’h(V — Eng) +g1(V — Er)

dv
I = CmE + 1y
O primeiro termo do lado direito pode ser resolvido como um modelo com uma tnica varidvel
V:
dv )
Cm% = _lm‘f‘Ze (10)

onde /, € a corrente injetada por um eletrodo. Lembrando a Equacdo 3:

v 2r(V —EL) + Le
Cm—— = — — —
m dt 8L L A
Se multiplicarmos ambos os lados da equagdo acima pela resisténcia especifica r,,, que nesse
caso é dado por r,,, = 1/g, € como T = ry, ¢y, temos:
Ta’V =E,—V+R,l
dt — LL mle
Se integrarmos ambos os lados dessa equacdo obtemos:

V(t) =EL+Rul. + (Vo — EL — Rul) exp(—1/7)

onde Vj € o potencial quando ¢ = #y. Os pardmetros o ¢ B dependem somente dos valores ins-
tantaneos dos potenciais de membrana. Hodgkin e Huxley verificaram experimentalmente o
comportamento da condutancia do respectivo ion quando o axdnio é submetido a diferentes vol-
tagens. As curvas obtidas, quando modeladas conforme os dados experimentais, respeitando as
Equagdes 7, 9 e 10, devem ter como parametros

0 = 0,01(V +55)/(1 —exp[—(V +10)/10]), (11)

Bn = 0,125exp[—(V +65)/80], (12)
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O = 0, 1(V +25) /(1 — exp[—(V +40)/10]), (13)

B = 4exp[—(V +65)/18], (14)
oy, = 0,07 exp[—(V +35)/20] (15)
Br=1/(1+exp[(—V +35)/10]) (16)

3 Métodos numéricos

A Equagao 10 € resolvida a partir da solucdo das equacdes diferenciais ordindrias 6, 8 € 9.
Uma forma de resolver essas equacdes € pelo método de Runge-Kutta de Ordem Quatro. Ge-
neralizando, para uma equagdo diferencial ordindria (EDO) y' = f(z,y), definido no intervalo
a <t < b, com valor inicial y(a) = yp, o passo de integra¢do serd At = (b —a)/N, o método terd
a forma

1
Vj+l Zy/'-i-g(/q + 2ky + 2ks + kq) (17

paracada j=0,1,2,....N; e que

kl = Atf(tjayj)u

1 1
ky= Atf(tj+=,y;+5ki),

2 2
1 1
k3 = Alf(fj+§,yj+§kz),

ks = Atf(tjz1,yj+k3)

Um ponto a favor na utilizacdo do método de Runge-Kutta € o erro local do truncamento de
alta ordem (0(At4)), ou seja, quanto menor o valor de Af, menor serd o valor do erro em cada
passo. A solu¢do da equacgdo da corrente exige a discretizagdo das EDO’s.

3.1 Discretizacao

Seja definido o intervalo de tempo 7y < 1 < fy € Ar, 0 passo de integragdo, Vj o potencial
de membrana no instante ¢ = ty, a probabilidade de abertura de canal de potdssio tem a forma
f(t,n) = n’ (Equagdo 6), com o valor inicial n(0) no instante # = 0. Respeitando os pardmetros
oy, e B, temos para j =0,1,2,...N:

kl,n,j = At[Oij(l - nj) - ﬁn,jnj]

konj= At[0 j(1=nj+0.5k1 ;) = Bnj(nj+0.5k1p,)]
k3 pj= At[OCn,j(l —n;j +0.5k2,n7j) — ﬁnyj(l’lj +O.5k27n7j)]
kapj= At[04 (1 —nj++ksn ;) — Bojnj+ksnl
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onde

o, j= 0,01(V;+55)/(1—exp(—(V;+10)/10)) e
B.j= 0,125exp(—(V;+65)/80)

se resulta em

njr1= nj+ kln,]+2k2n1+2k3n1+k4n])

6(
tiv1= tji+A

No caso da probabilidade de m temos f(1,m) = m’ e g(t,h) = I’, onde existem os valores
iniciais mgq € hg e, com parametros 13-16, temos:

kl,mj = At[am,J(l _mj) _ﬁmej]
k27m’] = At[ocmd(l —m; +0-5k1,m,j> — ,Bm,j(mj +0-5k1,m,j)]
k3m,j = At[Q,j(1—mj+0.5kym, ;) = Bm,j(m;—+ 0.5k m,;)]
k47myj At[ocmd(l —m; —I—k37m7j) — ﬁm,j(mj —|—k3’m’j)]
e para h
kinj= Atloy j(1—h;)— B jhj
kop = At[oy h,j (1 —hj+0.5k md) ﬁhJ(/’lj—l—O.SkLm’j)]
kS,h,j: Al[ h, j (l—h +0. Skzmj) ﬁhJ(hj—FO.Skz’m’j)]
kapj= Atlay j(1—hj+ksm;)— Bnj(hj+k3m;)]
sendo
Opj= 0,1(V;+40)/(1 —exp(—(V;+25)/10)),
Bm,j= 4exp(—(V;+65)/18),
op ;= 0,07exp(—(V;+65)/20) e
Brj= 1/(1+exp(—(V;+35)/10))
Logo,

1
mjr1 = mj+ e (k1 m,j + 2kam,j + 2k3 m,j +kam,j) €

1
+ (k1 j+2kanj+2ks pj+kan,j)

hj+1 = hj 6(

Cada V; € resolvido pela Equag@o 10, também por Runge-Kutta:
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kij= At[(1/C)(—im + e /A)]

kyj= At[(1/Cp)(—im+1./A+0.5ky ;)]
kyj= At[(1/Cp)(—im+1./A+0.5ks ;)]
kaj= At[(1/Cn)(=im+1c/A+k3 )]

Lembrando que:

im= Ix+Ing+1L

Ig = gKné}(Vj — Eg)

Ing = gNan;h i(Vi—Ena)
IL= gL(V—EL)

onde Ey, e Ex sdo obtidos pela Equacgdo 2. Temos entio

1
Viei=V;+ 6(1(171' +2k27j +2k3,j+k47j)

3.2 Analise do erro e convergéncia numérica

A aplica¢do de um método numérico na solu¢do de uma EDO pode provocar alguma variacao
em torno do valor verdadeiro, ou seja, existe um erro no valor resultante O(Ar*). Como o erro €
¢ tal que

e =|f—y|=C(t)Ar?
onde f € o valor verdadeiro de uma equacao e y € o valor obtido pelo método numérico. u € um
nimero inteiro tal que o passo de integracao seja

b—a
41
dentro de um intervalo a <t < b. Devemos avaliar o erro nos calculos de m, n e h. Para isso,
verifica-se para que valores de u as solugdes numéricas se tornam cada vez mais proximas, logo
jé& eliminam-se os casos em que essas solugdes estdo mais distantes do valor verdadeiro.
Para um instante ¢ qualquer:

g(thtM> = |f([7AtN) —y(t)|

E usando Ar/4:

e an)| _ |f(tA) —y(@)] o Coart
e(,Ar/4)] [ f(t,Ac/4) =y(0)| — C(r)(At/4)H

Se calcularmos a razdo r = €(t,At)/€(t,Aty11), para todos os [, todos r devem ser aproxi-
madamente iguais, se o algoritmo for corretamente implementado. Se tomarmos

p =logyr, (18)
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os valores de p irdo convergir.

4 Resultados

Existem muitos exemplos de implementacdo do modelo de Hodgkin-Huxley amplamente dis-
poniveis, geralmente em Matlab e resolvidos pelo método de Euler. A vantagem de ser imple-
mentado por esse método € o relativo menor custo de tempo para implementar no computador,
porém € menos exato que o método de Runge-Kutta. O modelo foi implementado através da
linguagem Python (a rotina estd implementado em https://github.com/And-Sepulveda/). Para de-
terminar para que valores de u a solu¢do numérica se aproxima da solu¢@o verdadeira, o método
foi implementado para cada .

Conforme o valor de 4 aumenta, a solugdo numérica mais se aproxima do valor verdadeiro,
porém quanto maior for esse valor, mais memoria do computador serd utilizada, entdo mais
tempo necessdrio para resolver o problema. A Figura 2 mostra o comportamento do potencial da

membrana depois do disparo do potencial de agdo, quando o potencial de repouso € Vi, = —65
mV.
valores de potencial ao longo do tempo
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Figura 2: Potencial de membrana varia com o tempo logo depois do disparo do potencial de a¢ao.
O potencial maximo, quando a membrana € despolarizada, ocorre quando o potencial € igual ao
potencial de equilibrio de Na™ (En, =~ 54 mV). Expandindo o gréfico (a direita), observa-se a
tendéncia de aproximagdo da solu¢do numérica com a solugdo exata.

O potencial da membrana depende da abertura e fechamento dos canais. Quando o potencial
da membrana alcanga o valor aproximado de -50 mV, os canais de sddio sdo abertos, ou seja, o
valor de m, que era quase zero passa a tender a 1, isto €, quase todos os canais estdo abertos para

passagem de ions sddio (Figura 3).
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https://github.com/And-Sepulveda/
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Figura 3: A probabilidade m de abertura de canais de Na™, onde o valor inicial mg =~ 0,05

quando a membrana estd com potencial de repouso. Quando o grafico é expandido, observa-se
que a solucao numérica tende a solucdo exata quanto maior for (.

O valor de h expressa a inativa¢do da condutincia do canais de Na*. Conforme a membrana

despolariza, o valor de 2 diminui, os canais de sédio sdo abertos e entdo hd influxo de Na™, o que
aumenta o valor de V (Figura 4).
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Figura 4: A probabilidade & de inativa¢do de canais de Na™, com valor inicial hg =~ 0,06 quando
o potencial de repouso V., = —65 mV.

O aumento do potencial faz com que a condutancia ao sédio seja inativado (4 tende a zero),

diminuindo o influxo de Na™. A despolarizacio da membrana ativa também a condutancia ao
K™, aumentando o valor de n (Figura 5).
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Figura 5: Probabilidade n de ativacdo de canais de K+ ao longo do tempo. No potencial de
repouso, no instante inicial, ng =~ 0.35. Novamente, a solu¢ao numérica se aproxima do valor real

quanto maior for o valor de u.

O grande influxo de s6dio produz um forte e rdpido influxo de corrente (Figura 6), o que
causa o rdpido aumento do potencial até o valor do potencial de equilibrio de Na™.

Corrente

i G Afmmt

Figura 6: Densidade de corrente (em tA/mm?) ao longo do intervalo de tempo

4 & ] 10

Tempo (ms)

Para facilitar a visualizacdo da dindmica do modelo de Hodgkin-Huxley, a Figura 7 resume o
papel dos canais para a propaga¢ao do potencial de acdo ao longo do axdnio.
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Figura 7: Quando uma célula sofre um estimulo, hd despolarizagdo da membrana, provocando a
abertura dos canais de sédio. Essa abertura aumenta o influxo de Na* (e consequentemente da
corrente), o que despolariza ainda mais a membrana. Esse incremento de despolarizacdo diminui
a probabilidade &, ou seja, a condutincia ao sédio diminui (os canais de Na™ inativam-se), que
em consequéncia o influxo de sddio € inibido. A despolarizagdo também aumenta a abertura de
canais de K™, que hiperpolariza a membrana, voltando ao valor de potencial de repouso.

Para descobrir os valores exatos, e comparar com as solu¢des numéricas obtidas pelo método
de Runge-Kutta, devemos integrar as equacdes 6, 8 e 9. Primeiro integrando a Equagdo 7 temos

1= New — (oo — 110) €Xp(—1 /T, (19)
onde
o o (V)
"7 (V) +BuV)
T (V) iﬁm
Resolvendo a Equagio 9:
M = s = (e — 1) €XD(—1/ ) (20)
onde
L a(v)
" (V) + Bu(V)
T (V) —l%ﬁm(V)
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E a Equacao 10:

h = he — (heo —np) exp(—t /1) (21)

onde

b (V)

= an(V)+ Br(V)
1

B (V) + Bu(V)

sendo que ng, mg € ho sao as probabilidades de n, m e h, respectivamente, quando a membrana
estd em potencial de repouso. ne, M € he descrevem a estabilidade dos canais. T,, T, € Tj sao
constantes de tempo em ms. Em todos os casos, eles dependem do valor do potencial. Como
existem varios exemplos de EDO’s de dificil solu¢do, foram optados os valores de potencial que
sdo mais proximos da solucd@o exata, que nesse caso € quando 1 = 11. As solugdes das equagdes
acima para o intervalo de tempo 0 <t < 10 ms e u = 11 foram obtidas por implementacao em
Python.

Como h., corresponde a uma varidvel de inativagdo, ele tem um comportamento oposto de
Ne € Ms. Quando o potencial assumes valores mais negativos (isto €, a membrana estd hiper-
polarizada), h. tende a 1, e quando a membrana estd despolarizada, /. se torna nula (Figura
8).
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Figura 8: O grafico a esquerda mostra os valores de 7., M. € he, que sao os niveis de estabilidade
de ativacdio e inativacio de condutincia de Na* e ativa¢do de condutancia de K*. O grifico a
direita mostra as constantes de tempo 7,, T, € T;, que controlam as taxas em que os niveis de
estabilidade sdo aproximadas.

Para anélise da convergéncia da solu¢ao numérica a solucao exata, foi implementada a Equa-
¢do 18 para os valores de 6 < u < 11. Com o resultado obtido, foram montadas tabelas de
convergéncia. Na comparacdo dos valores de n da solugdo numérica com a solugdo exata pela
Equacaol9:
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Tabela 1: Analise de convergéncia de n

w | e(t,A,) | r= eg%iiﬁ) logor
6 | 1,68 E-05 15,8 1,99
7 | 1,06 E-06 16,0 2,00
8 | 6,65 E-08 16,1 2,00
9 | 413 E-09 17,8 2,08
10 | 2,31 E-10 19,0 2,12

Confirmando o que foi observado graficamente, para valores mais altos de ( a solu¢do numé-
rica se aproxima de solucio exata e existe convergéncia p =~ 2,00.  No caso de m:

Tabela 2: Andlise de convergéncia de m

w | e(t,Aty) | r= —eftﬁziiﬂ) logor
6 | 1,53 E-05 0,45 -0,57
7 | 3,38 E-05 3,28 0,86
8 | 1,03 E-05 3,98 1,00
9 | 2,59 E-06 4,78 1,13
10 | 5,41 E-07 24.8 2,32

E no caso de A:

Tabela 3: Andlise de convergéncia de &

u | e(t,Ay,) | r= e(i&i?ﬂ) logor
6 | 2,46 E-05 15,8 1,99
7 | 1,55 E-06 16,0 2,00
8 | 9,72 E-08 16,1 2,00
9 | 6,04 E-09 17,8 2,08
10 | 3,39 E-10 19,0 2,12

Se comparados todos os pontos entre as duas solugcdes, serdo obtidos erros pequenos, cada
vez menores com valores maiores de . Obviamente, pretende-se obter valores exatos, mas se
nao for possivel resolver uma EDO, o método de Runge-Kutta pode ser suficiente para termos
solu¢des mais proximas possivel.

5 Conclusao

Escolhendo implementar o modelo pelo método de Runge-Kutta, as solu¢cdes numéricas sao
mais proximas da solucio exata, em comparagcdo com outros métodos, como o método de Euler.
A desvantagem de trabalhar por esse método € o custo computacional da implementacao.

O modelo de Hodgkin-Huxley ¢ um dos modelos biologicos mais poderosos. A partir de
conceitos fisicos cldssicos do Eletromagnetismo e experimentos relativamente simples, iniciaram
uma era de trabalhos envolvendo Neurociéncia Computacional.
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