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Sistemas en tiempo discreto

Ejemplo 1: Sistema de Retardo

» El sistema de retardo se define por la ecuacién
y[n] = x[n — ngl, —00 < n < 00,

donde n4 es un entero fijo que se llama retardo del sistema.
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Ejemplo 1: Sistema de Retardo

» El sistema de retardo se define por la ecuacién
y[n] = x[n — ngl, —00 < n < 00,

donde n4 es un entero fijo que se llama retardo del sistema.

> El sistema forma la salida desplazando a la secuencia de entrada
hacia la derecha una cantidad de nq muestras (nq4 positivo).

> Si ng es negativo, el sistema desplaza la secuencia de entrada a la
izquierda correspondiendo a un adelanto temporal.
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Ejemplo 1: Sistema de Retardo

» El sistema de retardo se define por la ecuacién
y[n] = x[n — ngl, —00 < n < 00,

donde n4 es un entero fijo que se llama retardo del sistema.
> El sistema forma la salida desplazando a la secuencia de entrada
hacia la derecha una cantidad de nq muestras (nq4 positivo).
> Si ng es negativo, el sistema desplaza la secuencia de entrada a la
izquierda correspondiendo a un adelanto temporal.
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Sistemas en tiempo discreto

Ejemplo 1: Sistema de Retardo

» Observaciones:

» Solo una muestra de la secuencia de entrada es usada para calcular
una muestra de la secuencia de salida. Por ejemplo, si ng = 4:

y[80] = 2[76], y[81] = [77], y[82] = 2[78],
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Ejemplo 1: Sistema de Retardo

» Observaciones:

» Solo una muestra de la secuencia de entrada es usada para calcular
una muestra de la secuencia de salida. Por ejemplo, si ng = 4:

y[80] = 2[76], y[81] = [77], y[82] = 2[78],

> El sistema necesita almacenar nq muestras de la entrada. Si ng =4,
en n = 80 se necesita tener almacenado z[76], z[77], z[78], z[79],
para dar la salida en n = 80, 81, 82, 83:
n =80

2[80] ——» —> y[80] = z[76]
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Ejemplo 1: Sistema de Retardo

» Observaciones:

» Solo una muestra de la secuencia de entrada es usada para calcular
una muestra de la secuencia de salida. Por ejemplo, si ng = 4:

y[80] = 2[76], y[81] = [77], y[82] = 2[78],

> El sistema necesita almacenar nq muestras de la entrada. Si ng =4,
en n = 80 se necesita tener almacenado z[76], z[77], z[78], z[79],
para dar la salida en n = 80, 81, 82, 83:
n =80

2[80] ——» —> y[80] = z[76]

] 2[79] | 2[78] | 2[77] | 2[76] ‘

ng=4

» Sing <0, para calcular la salida se necesitan muestras futuras de la
entrada. Para eso, el sistema deberia poder predecir el futuro.



Sistemas en tiempo discreto
Ejemplo 2: Sistema de Media Mdvil

» El sistema de Media Mévil Causal se define por la ecuacién

= {z[n]+2n—-1]+2zn—-2]+ - +zn— M|}
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Ejemplo 2: Sistema de Media Mdvil

» El sistema de Media Mévil Causal se define por la ecuacién
M

o) = gy el =
1

=0

= {z[n]+2n—-1]+2zn—-2]+ - +zn— M|}

» ; Qué hace el sistema? Considérese la salida en n =80 si M = 4:

[80] + z[79] + x[78] + =[77] + z[76]
)

> El sistema calcula la salida como el promedio de la dltimas M + 1
muestras de la entrada.

y[80] = =
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Ejemplo 2: Sistema de Media Mdvil

» El sistema de Media Mévil Causal se define por la ecuacién
M

o) = gy el =
1

=0

= {z[n]+2n—-1]+2zn—-2]+ - +zn— M|}

» ; Qué hace el sistema? Considérese la salida en n =80 si M = 4:

x[80] + z[79] + z[78] + z[77] + x[76]
)

> El sistema calcula la salida como el promedio de la dltimas M + 1
muestras de la entrada.

y[80] =

» Observacién:
> La muestra actual de la salida es funcién de la muestra actual y M
muestras previas de la entrada.
» El sistema tiene que poder almacenar las M muestras previas de la
entrada.



Sistemas en tiempo discreto
Ejemplo 2: Sistema de Media Mdvil

» El nombre del filtro proviene de que la salida es la media de la senal
en una ventana deslizante.
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Ejemplo 2: Sistema de Media Mdvil

» El nombre del filtro proviene de que la salida es la media de la senal
en una ventana deslizante.
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» Implementaciéon como sistema recursivo
Es posible calcular la salida y[n] realizando menos operaciones si se
usa el valor anterior de la salida en el tiempo n — 1:

x[80] + z[79] + x[78] + z[77] + x[76]
5

y[80] =
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» El nombre del filtro proviene de que la salida es la media de la senal
en una ventana deslizante.

n=-1 n=0
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» Implementaciéon como sistema recursivo

Es posible calcular la salida y[n] realizando menos operaciones si se
usa el valor anterior de la salida en el tiempo n — 1:

x[80] + z[79] + x[78] + z[77] + x[76]
5

x[81] 4+ x[80] + =[79] + =[78] + x[77]
5

y[80] =

y[81] =
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Ejemplo 2: Sistema de Media Mdvil

» El nombre del filtro proviene de que la salida es la media de la senal
en una ventana deslizante.

n=-1 n=0

< A N

» Implementaciéon como sistema recursivo
Es posible calcular la salida y[n] realizando menos operaciones si se
usa el valor anterior de la salida en el tiempo n — 1:

y[80] _ z[80] + [79] + 93[28] + 2[77] + z[76] - . ; .
y[81] _ x[81] + x[80] + =[79] + x([78] + 2([77]
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Sistemas en tiempo discreto
Ejemplo 2: Sistema de Media Mdvil
» Implementacién como sistema recursivo: La ecuacién genérica del
sistema de media mévil causal es

P Se necesitan solo tres operaciones

z[n] — z[n — (M +1)] para calcular la salida.
M+1 » Se necesita almacenar solo dos
valores, y[n — 1] y z[n — (M + 1)]

y[n] = y[n—1]+
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» Implementacién como sistema recursivo: La ecuacién genérica del
sistema de media mévil causal es

P Se necesitan solo tres operaciones

z[n] — z[n — (M +1)] para calcular la salida.
M+1 P Se necesita almacenar solo dos
valores, y[n — 1] y z[n — (M + 1)]

y[n] = y[n—1]+

y[n]

dn —1)

d[n— (M +1)]

» La forma general del filtro de media mévil es
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Ejemplo 2: Sistema de Media Mdvil
» Implementacién como sistema recursivo: La ecuacién genérica del
sistema de media mévil causal es

P Se necesitan solo tres operaciones

z[n] — z[n — (M +1)] para calcular la salida.
M+1 P Se necesita almacenar solo dos
valores, y[n — 1] y z[n — (M + 1)]

y[n] = y[n—1]+

y[n]

dn— (M +1)] d[n—1]

» La forma general del filtro de media mévil es

Mo
1
- - —k
y[n] My T M, + 1 k_ZM z[n — k]
= 1
1
- - R DT
M1+M2+1{x[n+M1] +z[n+ M ]+ -+ z[n]

+zn—1]+ -+ z[n — M|}



Sistemas en tiempo discreto
Ejemplo 2: Sistema de Media Mévil
» Considérese la salidaenn=80si My =2y My =2
2[82] + x[81] + z[80] + 2[79] + [78]

y[80] = =



Sistemas en tiempo discreto
Ejemplo 2: Sistema de Media Mévil
» Considérese la salidaenn=80si My =2y My =2

y[80] = x[82] + z[81] + x[80] + z[79] + x[78]
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Sistemas en tiempo discreto
Ejemplo 2: Sistema de Media Mévil
» Considérese la salidaenn=80si My =2y My =2

y[80] = x[82] + x([81] + «[80] + 2[79] + (78]
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» Observaciones:

> En el filtro de media mévil general, la salida depende de muestras
futuras de la entrada.
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Ejemplo 2: Sistema de Media Mévil
» Considérese la salidaenn=80si My =2y My =2

y[80] = x[82] + z[81] + x[80] + z[79] + x[78]

x[n]
o

yln]
o

» Observaciones:
> En el filtro de media mévil general, la salida depende de muestras
futuras de la entrada.

» Para que la salida no dependa de muestras futuras de la entrada se
tiene que cumplir que —M; >0y Mz > 0.




Sistemas en tiempo discreto

Ejemplo 2: Sistema de Media Mdvil

Aplicacién: el sistema de media mévil tiene desempefio éptimo en
reduccién de ruido blanco.
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Ejemplo 2: Sistema de Media Mdvil

Aplicacién: el sistema de media mévil tiene desempefio éptimo en
reduccién de ruido blanco.
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Sistemas en tiempo discreto

1. Sistemas sin memoria

» Un sistema se dice sin memoria si la salida y[n] en cada valor de n
solo depende de la entrada x[n] en el mismo valor de n.
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solo depende de la entrada x[n] en el mismo valor de n.

Ejemplo 3. Sistema “Cuadrado de la Entrada”

» El sistema en el cual la entrada z[n] y la salida y[n] se relacionan
como
y[n] = 2*[n], Vn

es un sistema sin memoria.
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» Un sistema se dice sin memoria si la salida y[n] en cada valor de n
solo depende de la entrada x[n] en el mismo valor de n.

Ejemplo 3. Sistema “Cuadrado de la Entrada”
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como
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» Otros sistemas sin memoria son por ejemplo
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> Sistema retardo ideal: no es un sistema sin memoria a menos que
nq = 0. Como se vid, es necesario almacenar ng muestras para
calcular la salida.
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1. Sistemas sin memoria

» Un sistema se dice sin memoria si la salida y[n] en cada valor de n
solo depende de la entrada x[n] en el mismo valor de n.

Ejemplo 3. Sistema “Cuadrado de la Entrada”

» El sistema en el cual la entrada z[n] y la salida y[n] se relacionan
como
y[n] = 2*[n], Vn

es un sistema sin memoria.
» Otros sistemas sin memoria son por ejemplo

yln] = Az[n],  y[n] = log,o(x[n])

» ;Los sistemas retardo ideal y media mévil son sin memoria?
» Sistema retardo ideal: no es un sistema sin memoria a menos que
nq = 0. Como se vid, es necesario almacenar ng muestras para
calcular la salida.

» Sistema de media mévil: no es un sistema sin memoria a menos que
My =M, =0.



Sistemas en tiempo discreto
Ejemplo 4. Sistema acumulador

» La salida del sistema acumulador en el n
instante n es la suma de todas las yln] = Z x[k]
muestras de la entrada hasta el instante n. k=—o00
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Ejemplo 4. Sistema acumulador

» La salida del sistema acumulador en el n
instante n es la suma de todas las yln] = E x[k]
muestras de la entrada hasta el instante n. k=—o00
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Ejemplo 4. Sistema acumulador

>

La salida del sistema acumulador en el n

instante n es la suma de todas las
muestras de la entrada hasta el instante n.
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k=—o0
» Implementaciéon como sistema recursivo

80

y[80] = > alk] = 2[80] + 2[79] + - - + z[0] + ...
k=—oc

y[81] = > alk] = =[81] + 2[80] + - + z[0] + ...

k=—o0
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Sistemas en tiempo discreto
Ejemplo 4. Sistema acumulador

» ,El sistema acumulador es lineal?

» Para comprobarlo, se definen dos entradas arbitrarias y las salidas
correspondientes,

n n

nll= 3 @k, whl= > ek,

k=—oc0 k=—o00

y el principio de superposicién requiere que si la entrada es
z3[n] = ax1[n] 4+ bxz[n], la salida es y3[n] = ay1[n] + byz2[n].
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» Para comprobarlo, se definen dos entradas arbitrarias y las salidas
correspondientes,

n n

nll= 3 @k, whl= > ek,

k=—oc0 k=—o00
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Ejemplo 4. Sistema acumulador

» ,El sistema acumulador es lineal?
» Para comprobarlo, se definen dos entradas arbitrarias y las salidas
correspondientes,

n n

nll= 3 @k, whl= > ek,

k=—oc0 k=—o00

y el principio de superposicién requiere que si la entrada es

z3[n] = ax1[n] 4+ bxz[n], la salida es y3[n] = ay1[n] + byz2[n].
» La salida del acumulador cuando la entrada es z3[n] es

n
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» ,El sistema acumulador es lineal?

» Para comprobarlo, se definen dos entradas arbitrarias y las salidas
correspondientes,

n n

nll= 3 @k, whl= > ek,

k=—oc0 k=—o00

y el principio de superposicién requiere que si la entrada es
z3[n] = ax1[n] 4+ bxz[n], la salida es y3[n] = ay1[n] + byz2[n].
» La salida del acumulador cuando la entrada es z3[n] es
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Ejemplo 4. Sistema acumulador

» ,El sistema acumulador es lineal?
» Para comprobarlo, se definen dos entradas arbitrarias y las salidas
correspondientes,

n n

nll= 3 @k, whl= > ek,

k=—oc0 k=—o00

y el principio de superposicién requiere que si la entrada es
z3[n] = ax1[n] 4+ bxz[n], la salida es y3[n] = ay1[n] + byz2[n].
» La salida del acumulador cuando la entrada es z3[n] es

n

ys[n] = Z x3[k]
k=—o00
n Como ys[n] = ys[n], el sistema
= Z (az1[k] + bx2[k]) acumulador satisface el principio de
k=—oco superposicién para todas las

entradas y por lo tanto, es lineal.

=a » wfk]+b Y wafk]

k=—o00 k=—o0

= ayi[n] + byz2[n]
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Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Definicion
» Previamente se vio que los sistemas pueden clasificarse como:
> Lineal » Invariante en el tiempo
» No lineal » Variante en el tiempo
» La clase de sistemas que son simultidneamente lineales e invariantes
en el tiempo se denominan
Sistemas lineales invariantes en el tiempo (SLIT)

» Los sistemas SLIT son muy importantes porque tienen gran cantidad
de aplicaciones en el procesamiento de sefales.

» Su utilidad practica proviene del hecho de que conociendo la
respuesta al impulso h[n], es posible calcular la respuesta a cualquier
entrada z([n].
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Fundamento
» Cualquier secuencia arbitraria puede o0
representarse como suma de impulsos x[n] = Z x[k])d[n — k.

escalados y retardados: k=—o00



Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Fundamento
» Cualquier secuencia arbitraria puede o0
representarse como suma de impulsos x[n] = Z x[k])d[n — k.
escalados y retardados: k=—o00
» Si z[n] es la entrada a un sistema que y[n] = T {z[n]}

realiza la transformacién T'{-}, la salida
es:
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Fundamento

» Si la respuesta al impulso del sistema es

h[n] = T{d[n]} la salida del sistema se puede expresar como:
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yln] = Z x[k]h[n — k]

k=—0o0
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Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Fundamento

» Si la respuesta al impulso del sistema es
h[n] = T{d[n]} la salida del sistema se puede expresar como:

oo

ylnl = > z[k]h[n — k] (1)

k=—0o0
» Esta ecuacién indica que un sistema lineal invariante en el tiempo
estd completamente caracterizado por la respuesta al impulso h[n].
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Fundamento

» Si la respuesta al impulso del sistema es
h[n] = T{d[n]} la salida del sistema se puede expresar como:

oo

ylnl = > z[k]h[n — k] (1)

k=—0o0

» Esta ecuacién indica que un sistema lineal invariante en el tiempo
estd completamente caracterizado por la respuesta al impulso h[n].

» Conociendo la respuesta al impulso h[n] de un SLIT, es posible usar
la ecuacién 1 para calcular la salida ante cualquier entrada x[n].

» La ecuacién 1 se llama convolucién, y se dice que y[n] es la
convolucién entre x[n] y h[n]. Se representa con la siguiente

notacién: y[n] = z[n] * hin].
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P y se suman sus muestras en —oo < k < co. El resultado es el valor
de la muestra n-ésima de la salida.

» Finalmente, se repite el proceso para —oo < n < co obteniendo asf
la secuencia de salida completa.



Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Célculo de la convolucién
» Se quiere calcular el valor de la muestra n-ésima de la salida,

oo

y[n] = Z x[k]h[n — k].

k=—oc0

> Para eso, se consideran las secuencias z[k] y h[n — k] como funcién
de k, para n fijoy —oo < k < 00.

> Estas secuencias se multiplican formando la secuencia z[k]h[n — k]
con variable independiente & (n es fijo),

P y se suman sus muestras en —oo < k < co. El resultado es el valor
de la muestra n-ésima de la salida.

» Finalmente, se repite el proceso para —oo < n < co obteniendo asf
la secuencia de salida completa.

» La dnica dificultad en el proceso es darse cuenta de como es la
secuencia h[n — k] considerada como funcién de k con n fijo,
conociendo hlk].
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Calculo de la convolucién

> Para ver como es la secuencia h[n — k| es (til notar que
hin — k] = h[—(k — n)].

hik]

> Dado hlk [
ado Al SulNIAsEY
-3 0
> se define hq[k] como
h,[K] = h[-k]
hi[k] = h[—k].
] = - NERRRNRE
-6 0 3
> Luego, se define hy[k] como
una versién retardada n
muestras de hq [k] [kl = fk=n] = hin-k] I X {
halk] = ha[k — n]. nst I, T ; Ly
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Cdlculo de la convolucién

» Luego de realizar las transformaciones indicadas, ho[k| es la
secuencia buscada, ya que

hg[k] = h1 []4} — TL]
h[=(k —n)]
= h[n — k]

» En resumen, para construir h[n — k] con —oo < k < o0:
» Se refleja h[k] respecto al origen para obtener h[—k] (operacién de
inversién temporal).
» Se desplaza la secuencia reflejada n muestras para obtener h[n — k]

» Receta para el cdlculo de la convolucién: se quiere calcular la
convolucién entre z[n] y h[n].
1. Se consideran las secuencias como funcién de k.
2. Para cada n:

a. Se considera n fijo y se construye la secuencia h[n — kJ.
b. Se multiplican las secuencias z[k] y h[n — k]
c. y se suman las muestras para todo k obteniendo la muestra y[n].
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Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Ejemplo
> Se consideran las secuencias z[n] y h[n], con
z[n] = hin] = u[n] — uln — N]|

1, 0<n<N-1
“ 1 0, en otro caso.

> Se quiere encontrar y[n] = x[n] * hln].

» En el ejemplo se usa el caso N = 6.

11

]
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Ejemplo

il

X[K]

il

hin—k]
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Ejemplo
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Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Ejemplo
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Ejemplo

x[K]

|

hin—k]

yln]

111

X[K]

il
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Ejemplo

x[K] [ n=6 x[K] [ [ [ [ [ n=10
0 5 k 0 5 k

h[n-k] [ W [ [ h[n—k]
k n-5 n k
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Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Ejemplo
x[K] [ n=6 x[K] [ N [ [ [ n=10
0 5 k 0 5 k
hin—k] [ W [ [ hin—k]
"5 n k ns  n k
yn] : yin]
111 n ;ﬂ{mi n
- NH . n=1f » Observacion: si las

secuencias que se

hin-k] HHH convolucionan tienen
soportes de largo N1 y No,

el resultado tiene soporte

" Mmm, : R,
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Sistemas lineales invariantes en el tiempo y convolucién

» El comportamiento de los sistemas lineales invariantes en el tiempo
estd descripto por la operacién de convolucién,
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propiedades de la convolucién en tiempo discreto.



Propiedades de los SLIT

Sistemas lineales invariantes en el tiempo y convolucién

» El comportamiento de los sistemas lineales invariantes en el tiempo

estd descripto por la operacién de convolucién,
o0

zln]—  hln] | y[n] yln] = zn] xhin] = > x[klhln — k]

k=—o00

> Esto implica que las propiedades de los SLIT estan definidas por las
propiedades de la convolucién en tiempo discreto.

» En primer lugar, la ecuacién de la convolucién indica que un sistema
lineal invariante en el tiempo estd completamente caracterizado por
su respuesta al impulso h[n].



Propiedades de los SLIT

Secuencia identidad de la convolucién: §[n]

> La convolucién de cualquier secuencia con d[n] resulta en la misma
secuencia:
x[n] * §[n] = x[n]
Propiedad conmutativa de la convoluciéon

> La convolucién es conmutativa: z[n] x h[n] = hin] * z[n]
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Propiedades de los SLIT

Propiedad distributiva de la convolucién

» La convolucidn es distributiva:

a[n] * (haln] + ho[n]) = xln] « hiln] + x[n] * hs(n]
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Propiedades de los SLIT

Consecuencia de la propiedad conmutativa

> Sistemas en cascada: i
En sistemas conectados en cascada,

la salida del primero es la entrada
xm% nfn] haln] P’ yln] del segundo y la salida del segundo

es la salida global.

» Respuesta al impulso de sistemas en cascada:

ha[n]
d[n]—>f hi[n] ha[n] > hy[n] x ha[n] h[n] =h [n] * ho [n]

» Como consecuencia de la propiedad conmutativa, la respuesta al
impulso del sistema global es independiente del orden de los SLIT en

la cascada.
—> hi[n] haln] —»
in] N o
_ hg[n] h1[n] —> T [77] ,7,/[77}
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Consecuencia de la propiedad distributiva
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hi[n]
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% y[n]

En sistemas conectados en paralelo,
los sistemas tienen la misma entrada
y sus salidas se suman para producir
la salida global.
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hi[n . . .
1) los sistemas tienen la misma entrada
[n) » yln] y sus salidas se suman para producir
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la salida global.

» Respuesta al impulso de sistemas en paralelo:
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Propiedades de los SLIT

Consecuencia de la propiedad distributiva

> Sistemas en paralelo:

En sistemas conectados en paralelo,

hi[n . K i
o los sistemas tienen la misma entrada
z[n] . yln] y sus salidas se suman para producir
hQ n

la salida global.

» Respuesta al impulso de sistemas en paralelo:
hl[n]

e hln] = haln] + haln]
o[n) holr] hi[n] + ha[n]

ha[n]

» Por lo tanto, el sistema equivalente a dos SLIT en paralelo es

—>» hy[n] + heln] ——
R I




Propiedades de los SLIT

» Dos propiedades de los sistemas adicionales a la linealidad y la
invarianza temporal son la estabilidad y la causalidad.
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Propiedades de los SLIT

» Dos propiedades de los sistemas adicionales a la linealidad y la
invarianza temporal son la estabilidad y la causalidad.

» Es importante saber cuando un SLIT es estable y cuando es causal.

Estabilidad de los SLIT

» Como se vio previamente, un sistema es estable si para toda entrada
acotada, la salida también es acotada.

» Condicién necesaria y suficiente de estabilidad: un sistema lineal
invariante en el tiempo es estable si y solo si la respuesta al impulso
es absolutamente sumable.

» Formalmente: sea z[n| la entrada a un SLIT con respuesta al
impulso h[n] y y[n] la salida correspondiente. Si |z[n]| < B, < o
para todo n, se cumple que,

ylnl]| < B, Vn <<= S= > [k <oo

k=—oc0
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Causalidad de los SLIT

» La clase de los sistemas causales consiste en los sistemas para los
cuales la salida y[ng] depende solo de las muestras de la entrada
x[n] para n < ng.



Propiedades de los SLIT

Causalidad de los SLIT

» La clase de los sistemas causales consiste en los sistemas para los
cuales la salida y[ng] depende solo de las muestras de la entrada
x[n] para n < ng.

» Condicién necesaria y suficiente de causalidad: un sistema lineal
invariante en el tiempo es causal si y solo si la respuesta al impulso

cumple que
hin] =0, n < 0. (2)



Propiedades de los SLIT

Resumen

>

>

Las propiedades de los sistemas lineales invariantes en el tiempo estan
determinadas por las propiedades de la operacién convolucién.

Como consecuencia, quedan completamente caracterizados por su
respuesta al impulso.

Sistemas en serie: La respuesta al impulso total de sistemas conectados en
serie es la convolucidén de las respuestas al impulso de cada filtro de la
serie.

Sistemas en cascada: la respuesta al impulso total de sistemas en cascada
es la suma de las respuestas al impulso de cada sistema en la cascada.

Estabilidad: Un SLIT es estable si su respuesta al impulso es
absolutamente sumable,

[e’s}

S= > |hlHl < oo

Causalidad: Un SLIT es causal si su respuesta al impulso cumple que

hin] =0, n < 0.
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Ejemplos
» Previamente se estudiaron los siguientes sistemas:

1. Retardo ideal 3. Cuadrado de la entrada
2. Media mévil 4. Acumulador
» Los sistemas de retardo, media mévil y acumulador son lineales e

invariantes en el tiempo, y por lo tanto quedan caracterizados por su
respuesta al impulso.

» La respuesta al impulso puede ser encontrada a partir de la
definicién de transformacién de cada sistema.

» Para eso, basta con observar la respuesta del sistema cuando la
entrada es z[n] = d[n].

» Retardo ideal

Ecuacién de transformacion Respuesta al impulso

y[n] = z[n — ny h[n] = 0[n — ng)
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1
yln] = m k;ﬁ x[n — k]
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Ejemplos

» Media movil
Ecuacidon de transformacién

1 o
y[n] - M; + Ms +1 kg;wlx[n B k]

Respuesta la impulso

1
R T T ZMf"*]

1

T My + My +1

+6n—1]+---+d[n — M|}
1

= M, + My +1’
0, en otro caso.

—M; <n < M,

{0ln+ M)+ 8[n+ My — 1] +--- +d[n]
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» Acumulador
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Ejemplos
» Acumulador

Ecuacién de transformacién Respuesta al impulso

., hin] = > 6[k]

k=—o00

y[n] = x|k

[n] k:z_:oo[] (1 om0
10, n<o0

= uln]



Sistemas lineales invariantes en el tiempo
Ejemplos
» Acumulador

Ecuacién de transformacién Respuesta al impulso

hn) = 3 olK]
ylnl = > wlk] P

k——o0 _ 1, n>0
0, n<0
= u[n]
Retardo ideal Media movil Acumulador
1 1
1
(M + My + 1)

T

0 ng n —M, 0 M, n 0 n
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Analisis de la estabilidad
» La respuesta al impulso de los sistemas retardo ideal y media mévil
tiene un ntmero finito de muestras no nulas.

» El hecho de que la respuesta al impulso sea de duracién finita hace
que la condicién de estabilidad siempre se cumpla, ya que la
sumatoria de la ecuacién 3 tiene un ndmero finito de sumandos.

» Por otro lado, el sistema acumulador tiene respuesta al impulso de
duracién infinita y es un sistema inestable.

Clasificacion segtin la duraciéon de la respuesta al impulso

Respuesta al impulso finita Respuesta al impulso infinita
(FIR, Finite impulse response) (IR, Infinite impulse response)
» Siempre son estables. » Pueden ser inestables.

» Se implementan mediante la » Se implementan mediante una
convolucién con la respuesta ecuacidén en recurrencia.

al impulso.
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Ejemplo: sistema IIR de primer orden

» Se considera el siguiente sistema IIR de primer orden:

Ecuacidén en recurrencia Diagrama de bloques

yln] = ay[n — 1] + z[n]

» Para calcular la respuesta al impulso, se establece la entrada en
z[n] = d[n).

> Ademds, se impone la condicién inicial y[—1] = 0. Con condiciones
iniciales nulas, se dice que el sistema estd inicialmente en reposo.

» Resolviendo el sistema recursivamente en n > 0 se tiene que,
y[0] = ay[—1] +4[0] = 1 y[3] = ay[2] + 6[3] = o
y[1] = ay[0] +0[1] = a
y[2] = ay[1] + 5[2] = a®
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Ejemplo: sistema IIR de primer orden

» Se considera el siguiente sistema IIR de primer orden:

Ecuacidén en recurrencia Diagrama de bloques

yln] = ay[n — 1] + z[n]

» Para calcular la respuesta al impulso, se establece la entrada en
z[n] = d[n).

> Ademds, se impone la condicién inicial y[—1] = 0. Con condiciones
iniciales nulas, se dice que el sistema estd inicialmente en reposo.

» Resolviendo el sistema recursivamente en n > 0 se tiene que,

y[0] = ay[~1] + 6[0] = 1 y[3] = ay[2] + 6[3) = a®
y[1] = ay[o] + 6[1] = a

y[2] = ay[1] +0[2] = a® y[n] = a” sin>0
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» Para determinar la salida para n < 0, se despeja y[n — 1] para
expresar la ecuacién en recurrencia como,

yln — 1] =a™" (y[n] — z[n])
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Ejemplo: sistema IIR de primer orden

» Para determinar la salida para n < 0, se despeja y[n — 1] para
expresar la ecuacién en recurrencia como,

yln — 1] =a™" (y[n] — z[n])

y la salida es y[n] = 0, sin <0
» Combinando los resultados para n > 0y n < 0, se obtiene que la
respuesta al impulso del sistema es

1

hin] = u[n]a s
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» Observacién: el sistema tiene respuesta al impulso de duracién
infinita. Esto se debe a la realimentaciéon de la salida a la entrada.
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Ejemplo: sistema IIR de primer orden

» Observacion: el sistema tiene respuesta al impulso de duracién
infinita. Esto se debe a la realimentaciéon de la salida a la entrada.

> ,El sistema es lineal e invariante en el tiempo? Si el sistema se
encuentra inicialmente en reposo, es lineal e invariante en el tiempo.

» Anélisis de la estabilidad: hay que ver si la respuesta al impulso es
absolutamente sumable,
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Ejemplo: sistema IIR de primer orden
» Observacion: el sistema tiene respuesta al impulso de duracién
infinita. Esto se debe a la realimentaciéon de la salida a la entrada.

> ,El sistema es lineal e invariante en el tiempo? Si el sistema se
encuentra inicialmente en reposo, es lineal e invariante en el tiempo.

» Anélisis de la estabilidad: hay que ver si la respuesta al impulso es
absolutamente sumable,
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Sistemas IR y FIR

Ejemplo: sistema IIR de primer orden

> Andlisis de la estabilidad: Si |a| < 1, la respuesta al impulso es
absolutamente sumable y el sistema es estable.
» Observacién:

> Este es un ejemplo de un sistema con respuesta al impulso de
duracion infinita que es estable.
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Ejemplo: sistema IIR de primer orden

> Andlisis de la estabilidad: Si |a| < 1, la respuesta al impulso es
absolutamente sumable y el sistema es estable.
» Observacion:
> Este es un ejemplo de un sistema con respuesta al impulso de
duracién infinita que es estable.
» Andlisis de la causalidad: como se cumple que h[n] =0en n <0, el
sistema es causal.
» Observacion:
> En realidad, el sistema es causal gracias a la condicién de reposo
inicial.
> Se puede ver que si y[—1] # 0, no se cumple que hln] =0enn <0
(ejercicio).
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» El ejemplo anterior es una caso particular de una clase de sistemas
definido a partir de la ecuacién en diferencias.
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Sistemas definidos mediante una ecuacién en diferencias

» El ejemplo anterior es una caso particular de una clase de sistemas
definido a partir de la ecuacién en diferencias.

» La relacidn entre la entrada y la salida satisface una ecuacién en
diferencias de orden N de la forma

Zaky[n — k)= Z bmxln —m).
k=0 m=0

> Asumiendo que ag = 1 (no se pierde generalidad) se tiene que
yln] = bozn] + biz[n — 1] + box[n — 2] + - - - + bpyrx[n — M|
—a1y[n — 1] —agy[n — 2] — - - —any[n — NJ.

» La muestra actual de la salida se calcula como una combinacién
lineal de la muestra actual y M muestras previas de la entrada y IV
muestras previas de la salida.
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Sistemas definidos mediante una ecuacién en diferencias

yln] = bozx[n] + biz[n — 1] + bex[n — 2] + -+ - + by [n — M|
—a1y[n — 1] —agy[n — 2] — - -+ —anyy[n — NJ.

» Las constantes b;, i =1,...,M ya;, j=1,...,N son los
coeficientes del sistema. El filtro queda completamente especificado
con los valores de todos los coeficientes.
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yln] = bozx[n] + biz[n — 1] + bex[n — 2] + -+ - + by [n — M|
—a1y[n — 1] —agy[n — 2] — - -+ —anyy[n — NJ.

» Las constantes b;, i =1,...,M ya;, j=1,...,N son los
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realimentacién (backward).

» El filtro es recursivo si tiene algiin coeficiente de realimentacién no
nulo. En ese caso, es un filtro IIR.
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Sistemas definidos mediante una ecuacién en diferencias

yln] = bozx[n] + biz[n — 1] + bex[n — 2] + -+ - + by [n — M|
—a1y[n — 1] —agy[n — 2] — - -+ —anyy[n — NJ.

» Las constantes b;, i =1,...,M ya;, j=1,...,N son los
coeficientes del sistema. El filtro queda completamente especificado
con los valores de todos los coeficientes.

» Los valores b; se llaman coeficientes de prealimentacién
(feedforward) y los valores a; se llaman coeficientes de
realimentacién (backward).

» El filtro es recursivo si tiene algiin coeficiente de realimentacién no
nulo. En ese caso, es un filtro IIR.

> Si todos los coeficientes de realimentacién son nulos, no hay
realimentacion y el filtro es FIR..



Sistemas IR y FIR

Sistemas definidos mediante una ecuacién en diferencias

» Observaciones:
» En general, un sistema definido mediante una ecuacién en diferencias
tiene respuesta al impulso infinita.
> La respuesta al impulso puede calcularse imponiendo que la entrada
es z[n] = d[n] y resolviendo la ecuacién recursivamente.
» Es posible calcular la salida analiticamente mediante la convolucién
con la respuesta al impulso,

y[n] = x[n] = h[n] = _ hlnz[n — k).
k=0

» En la practica, por tratarse de sistemas |IR, no es posible calcular la
salida mediante la convolucién porque se necesita una cantidad
infinita de cuentas para calcular cada muestra de la salida.

» Para calcular la salida en la practica hay que usar la ecuacién en
diferencias.



Sistemas IR y FIR

Sistemas definidos mediante una ecuacién en diferencias

» Observaciones:
» Los sistemas FIR siempre pueden representarse mediante una
ecuacién en diferencias.
> Los coeficientes de prealimentacién coinciden con la respuesta al

impulso del sistema,
by = hlk].

» Los coeficientes de realimentacién son nulos.
y[n] = z[n] * hn]

= Z hlk]z[n — k]

= h[0]z[n] + h[l]z[n — 1] + h[2]z[n — 2] + - - - + h[M]z[n — M]
= boz[n] + biz[n — 1] + bez[n — 2] + - - - + byz[n — M]



Sistemas IR y FIR
Ejemplos
» Se considera el sistema con la siguiente ecuacién en diferencias,
y[n] = z[n] + 0.7z[n — 1] — 0.4z[n — 2]

> Los coeficientes de realimentacién son nulos, y por lo tanto, el
sistema es FIR (no hay realimentacién de la salida en la entrada).
> Los coeficientes de prealimentacion son,

bo = 1, b1 =0.7 Yy b2 = —0.4.
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Ejemplos
» Se considera el sistema con la siguiente ecuacién en diferencias,
y[n] = z[n] + 0.7z[n — 1] — 0.4z[n — 2]

> Los coeficientes de realimentacién son nulos, y por lo tanto, el
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Sistemas IR y FIR
Ejemplos
» Se considera el sistema con la siguiente ecuacién en diferencias,
y[n] = z[n] + 0.7z[n — 1] — 0.4z[n — 2]

> Los coeficientes de realimentacién son nulos, y por lo tanto, el
sistema es FIR (no hay realimentacién de la salida en la entrada).
> Los coeficientes de prealimentacion son,

bo = 1, b1 =0.7 Yy b2 = —0.4.
» Como la respuesta al impulso coincide con los coeficientes, esta es

hin] = é[n] 4+ 0.70[n — 1] — 0.4d[n — 2]
1 z[n]

0.7 h(n]

-0.4



Sistemas IR y FIR

Ejemplos

» Sistema acumulador

Ecuacién de Ecuacién en Diagrama de bloques
transformacion diferencias
z[n] —@ y[n]
: il
ylnl = alk] yln] = yln — 1]+ zn]



Sistemas IR y FIR

Ejemplos

» Sistema acumulador

Ecuacién de Ecuacién en
transformacidn diferencias
n
ynl = > x[k] yln] = y[n — 1] + z[n]
k=—o0

Diagrama de bloques

z[n] —=® y[n]
o)

» Los coeficientes de la ecuacién en diferencias son bp =1y a1 = —1.



Sistemas IR y FIR

Ejemplos

» Sistema acumulador

Ecuacién de Ecuacién en Diagrama de bloques
transformacion diferencias
zn] —® yln]
: Tl
ylnl = alk] yln] = yln — 1] +z[n]
k=—o0
» Los coeficientes de la ecuacién en diferencias son bp =1y a1 = —1.

» Como tiene un coeficiente de realimentacién no nulo, la respuesta al

impulso es infinita.



Sistemas IR y FIR

Ejemplos

» Sistema acumulador

Ecuacién de Ecuacién en Diagrama de bloques
transformacion diferencias
zn] —® yln]
: Tl
ylnl = alk] yln] = yln — 1] +z[n]
k=—o0
» Los coeficientes de la ecuacién en diferencias son bp =1y a1 = —1.

» Como tiene un coeficiente de realimentacién no nulo, la respuesta al
impulso es infinita.

» Es un sistema IIR de primer orden con |a| = 1, y por lo tanto, es
inestable.



Sistemas IR y FIR

Ejemplos

» Sistema de media movil

Ecuacidn no recursiva Ecuacién en recurrencia
1 U z[n] — z[n — (M + 1)]
R e I I R 5

z[n]

d y[n]

o[n —1]




Sistemas IR y FIR

Ejemplos

» Sistema de media movil

Ecuacidn no recursiva Ecuacién en recurrencia
1 U zn] — zfn — (M +1)]
ol = S otk b =al e SR
z[n] S y[n]
o[n —1]

> El sistema de media mévil admite mas de una representacién en
ecuaciones en diferencias, una de forma recursiva y otra de forma no
recursiva.



Sistemas IR y FIR

Ejemplos

» Sistema de media movil

Ecuacidn no recursiva Ecuacién en recurrencia
1 U z[n] — z[n — (M + 1)]
ol = S otk b =al e SR

yln]

o

z[n]
o[n —1]

> El sistema de media mévil admite mas de una representacién en
ecuaciones en diferencias, una de forma recursiva y otra de forma no

recursiva.
> Atencién: es un ejemplo muy particular de un sistema realimentado

que tiene respuesta al impulso finita.



Transformada de Fourier de Tiempo Discreto (DTFT)

Esquema
» Representacién de Sefales Aperiddicas: Transformada Discreta de
Fourier
Ejemplos
Convergencia

>
>
» La transformada de Fourier para sefales periddicas
» Propiedades

>

Aplicaciones: Descripcidn de sistemas LTI, Filtrado, modulacién



Transformada de Fourier de Tiempo Discreto

Definicién
» Ecuacién de anilisis:
o0
X(") = Zz[n]eﬂw”
— 00
» Ecuacion de sintesis:
1 jw jwn
z[n] = — X(e)e! " dw
21 J<on>

Notacidon



Transformada de Fourier de Tiempo Discreto

Convergencia

» Condicidn:

S fefll < oc

n=—oo



Transformada de Fourier de Tiempo Discreto

Reconstruccion parcial

Reconstruccién parcial

w
Z[n] = %[W X (e?)ed ¥ duw (7)
G 2] = z{n] (8)

Obs: no existe fenémeno de Gibss



Transformada de Fourier de Tiempo Discreto

Estudio de un sistema

Media movil
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