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Curso 2018



Resumen

Implementación de Sistemas en Tiempo Discreto

Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Propiedades de los sistemas lineales invariantes en el tiempo

Sistemas IIR y FIR

Transformada de Fourier en Tiempo Discreto (DTFT)



Sistemas en tiempo discreto

Ejemplo 1: Sistema de Retardo

I El sistema de retardo se define por la ecuación

y[n] = x[n− nd], −∞ < n <∞,

donde nd es un entero fijo que se llama retardo del sistema.

I El sistema forma la salida desplazando a la secuencia de entrada
hacia la derecha una cantidad de nd muestras (nd positivo).

I Si nd es negativo, el sistema desplaza la secuencia de entrada a la
izquierda correspondiendo a un adelanto temporal.
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Sistemas en tiempo discreto

Ejemplo 1: Sistema de Retardo

I Observaciones:
I Solo una muestra de la secuencia de entrada es usada para calcular

una muestra de la secuencia de salida. Por ejemplo, si nd = 4:

y[80] = x[76], y[81] = x[77], y[82] = x[78], . . .

I El sistema necesita almacenar nd muestras de la entrada. Si nd = 4,
en n = 80 se necesita tener almacenado x[76], x[77], x[78], x[79],
para dar la salida en n = 80, 81, 82, 83:

I Si nd < 0, para calcular la salida se necesitan muestras futuras de la
entrada. Para eso, el sistema debeŕıa poder predecir el futuro.
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Sistemas en tiempo discreto

Ejemplo 2: Sistema de Media Móvil

I El sistema de Media Móvil Causal se define por la ecuación

y[n] =
1

M + 1

M∑
k=0

x[n− k]

=
1

M + 1
{x[n] + x[n− 1] + x[n− 2] + · · ·+ x[n−M ]}

I ¿Qué hace el sistema? Considérese la salida en n = 80 si M = 4:

y[80] =
x[80] + x[79] + x[78] + x[77] + x[76]

5

I El sistema calcula la salida como el promedio de la últimas M + 1
muestras de la entrada.

I Observación:
I La muestra actual de la salida es función de la muestra actual y M

muestras previas de la entrada.
I El sistema tiene que poder almacenar las M muestras previas de la

entrada.
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Sistemas en tiempo discreto

Ejemplo 2: Sistema de Media Móvil

I El nombre del filtro proviene de que la salida es la media de la señal
en una ventana deslizante.
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I Implementación como sistema recursivo
Es posible calcular la salida y[n] realizando menos operaciones si se
usa el valor anterior de la salida en el tiempo n− 1:

y[80] =
x[80] + x[79] + x[78] + x[77] + x[76]

5

y[81] =
x[81] + x[80] + x[79] + x[78] + x[77]

5

y[81] = y[80] +
x[81]− x[76]

5
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Sistemas en tiempo discreto
Ejemplo 2: Sistema de Media Móvil

I Implementación como sistema recursivo: La ecuación genérica del
sistema de media móvil causal es

y[n] = y[n−1]+x[n]− x[n− (M + 1)]

M + 1

I Se necesitan solo tres operaciones
para calcular la salida.

I Se necesita almacenar solo dos
valores, y[n− 1] y x[n− (M + 1)]

+
-

+

I La forma general del filtro de media móvil es

y[n] =
1

M1 +M2 + 1

M2∑
k=−M1

x[n− k]

=
1

M1 +M2 + 1
{x[n+M1] + x[n+M1 − 1] + · · ·+ x[n]

+ x[n− 1] + · · ·+ x[n−M2]}
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Sistemas en tiempo discreto

Ejemplo 2: Sistema de Media Móvil

I Considérese la salida en n = 80 si M1 = 2 y M2 = 2

y[80] =
x[82] + x[81] + x[80] + x[79] + x[78]
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I Observaciones:
I En el filtro de media móvil general, la salida depende de muestras

futuras de la entrada.

I Para que la salida no dependa de muestras futuras de la entrada se
tiene que cumplir que −M1 ≥ 0 y M2 ≥ 0.
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I En el filtro de media móvil general, la salida depende de muestras

futuras de la entrada.

I Para que la salida no dependa de muestras futuras de la entrada se
tiene que cumplir que −M1 ≥ 0 y M2 ≥ 0.



Sistemas en tiempo discreto

Ejemplo 2: Sistema de Media Móvil
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Sistemas en tiempo discreto

Ejemplo 2: Sistema de Media Móvil
Aplicación: el sistema de media móvil tiene desempeño óptimo en
reducción de ruido blanco.
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Aplicación: el sistema de media móvil tiene desempeño óptimo en
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Sistemas en tiempo discreto

1. Sistemas sin memoria

I Un sistema se dice sin memoria si la salida y[n] en cada valor de n
solo depende de la entrada x[n] en el mismo valor de n.

Ejemplo 3. Sistema “Cuadrado de la Entrada”

I El sistema en el cual la entrada x[n] y la salida y[n] se relacionan
como

y[n] = x2[n], ∀n

es un sistema sin memoria.

I Otros sistemas sin memoria son por ejemplo

y[n] = Ax[n], y[n] = log10(x[n])

I ¿Los sistemas retardo ideal y media móvil son sin memoria?

I Sistema retardo ideal: no es un sistema sin memoria a menos que
nd = 0. Como se vió, es necesario almacenar nd muestras para
calcular la salida.

I Sistema de media móvil: no es un sistema sin memoria a menos que
M1 =M2 = 0.
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Sistemas en tiempo discreto

Ejemplo 4. Sistema acumulador

I La salida del sistema acumulador en el
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Sistemas en tiempo discreto
Ejemplo 4. Sistema acumulador

I ¿El sistema acumulador es lineal?
I Para comprobarlo, se definen dos entradas arbitrarias y las salidas

correspondientes,

y1[n] =

n∑
k=−∞

x1[k], y2[n] =

n∑
k=−∞

x2[k],

y el principio de superposición requiere que si la entrada es
x3[n] = ax1[n] + bx2[n], la salida es y3[n] = ay1[n] + by2[n].

I La salida del acumulador cuando la entrada es x3[n] es

y′3[n] =

n∑
k=−∞

x3[k]

=

n∑
k=−∞

(ax1[k] + bx2[k])

= a

n∑
k=−∞

x1[k] + b

n∑
k=−∞

x2[k]

= ay1[n] + by2[n]

Como y′3[n] = y3[n], el sistema
acumulador satisface el principio de
superposición para todas las
entradas y por lo tanto, es lineal.
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Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Definición

I Previamente se vio que los sistemas pueden clasificarse como:

I Lineal

I No lineal

I Invariante en el tiempo

I Variante en el tiempo

I La clase de sistemas que son simultáneamente lineales e invariantes
en el tiempo se denominan

Sistemas lineales invariantes en el tiempo (SLIT)

I Los sistemas SLIT son muy importantes porque tienen gran cantidad
de aplicaciones en el procesamiento de señales.

I Su utilidad práctica proviene del hecho de que conociendo la
respuesta al impulso h[n], es posible calcular la respuesta a cualquier
entrada x[n].



Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Definición

I Previamente se vio que los sistemas pueden clasificarse como:

I Lineal

I No lineal

I Invariante en el tiempo

I Variante en el tiempo

I La clase de sistemas que son simultáneamente lineales e invariantes
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Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Fundamento

I Cualquier secuencia arbitraria puede
representarse como suma de impulsos
escalados y retardados:

x[n] =

∞∑
k=−∞

x[k]δ[n− k].

I Si x[n] es la entrada a un sistema que
realiza la transformación T{·}, la salida
es:

y[n] = T {x[n]}
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Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Fundamento

I Si la respuesta al impulso del sistema es
h[n] = T{δ[n]} la salida del sistema se puede expresar como:

y[n] =

∞∑
k=−∞

x[k]h[n− k] (1)

I Esta ecuación indica que un sistema lineal invariante en el tiempo
está completamente caracterizado por la respuesta al impulso h[n].

I Conociendo la respuesta al impulso h[n] de un SLIT, es posible usar
la ecuación 1 para calcular la salida ante cualquier entrada x[n].

I La ecuación 1 se llama convolución, y se dice que y[n] es la
convolución entre x[n] y h[n]. Se representa con la siguiente
notación:

y[n] = x[n] ∗ h[n].



Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Fundamento

I Si la respuesta al impulso del sistema es
h[n] = T{δ[n]} la salida del sistema se puede expresar como:

y[n] =

∞∑
k=−∞

x[k]h[n− k] (1)

I Esta ecuación indica que un sistema lineal invariante en el tiempo
está completamente caracterizado por la respuesta al impulso h[n].

I Conociendo la respuesta al impulso h[n] de un SLIT, es posible usar
la ecuación 1 para calcular la salida ante cualquier entrada x[n].

I La ecuación 1 se llama convolución, y se dice que y[n] es la
convolución entre x[n] y h[n]. Se representa con la siguiente
notación:

y[n] = x[n] ∗ h[n].



Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Fundamento

I Si la respuesta al impulso del sistema es
h[n] = T{δ[n]} la salida del sistema se puede expresar como:

y[n] =

∞∑
k=−∞

x[k]h[n− k] (1)

I Esta ecuación indica que un sistema lineal invariante en el tiempo
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Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Cálculo de la convolución

I Se quiere calcular el valor de la muestra n-ésima de la salida,

y[n] =

∞∑
k=−∞

x[k]h[n− k].

I Para eso, se consideran las secuencias x[k] y h[n− k] como función
de k, para n fijo y −∞ < k <∞.

I Estas secuencias se multiplican formando la secuencia x[k]h[n− k]
con variable independiente k (n es fijo),

I y se suman sus muestras en −∞ < k <∞. El resultado es el valor
de la muestra n-ésima de la salida.

I Finalmente, se repite el proceso para −∞ < n <∞ obteniendo aśı
la secuencia de salida completa.

I La única dificultad en el proceso es darse cuenta de como es la
secuencia h[n− k] considerada como función de k con n fijo,
conociendo h[k].
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con variable independiente k (n es fijo),

I y se suman sus muestras en −∞ < k <∞. El resultado es el valor
de la muestra n-ésima de la salida.

I Finalmente, se repite el proceso para −∞ < n <∞ obteniendo aśı
la secuencia de salida completa.

I La única dificultad en el proceso es darse cuenta de como es la
secuencia h[n− k] considerada como función de k con n fijo,
conociendo h[k].
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Cálculo de la convolución

I Para ver como es la secuencia h[n− k] es útil notar que

h[n− k] = h[−(k − n)].

I Dado h[k]

0−3 6 k

h[k]

I se define h1[k] como

h1[k] = h[−k].
0−6 3 k

h
1
[k] = h[−k]

I Luego, se define h2[k] como
una versión retardada n
muestras de h1[k]

h2[k] = h1[k − n]. 0n−6 n+3n k
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Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Cálculo de la convolución

I Luego de realizar las transformaciones indicadas, h2[k] es la
secuencia buscada, ya que

h2[k] = h1[k − n]

= h[−(k − n)]
= h[n− k]

I En resumen, para construir h[n− k] con −∞ < k <∞:
I Se refleja h[k] respecto al origen para obtener h[−k] (operación de

inversión temporal).
I Se desplaza la secuencia reflejada n muestras para obtener h[n− k]

I Receta para el cálculo de la convolución: se quiere calcular la
convolución entre x[n] y h[n].

1. Se consideran las secuencias como función de k.
2. Para cada n:

a. Se considera n fijo y se construye la secuencia h[n− k].
b. Se multiplican las secuencias x[k] y h[n− k]
c. y se suman las muestras para todo k obteniendo la muestra y[n].
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Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Ejemplo

I Se consideran las secuencias x[n] y h[n], con

x[n] = h[n] = u[n]− u[n−N ]

=

{
1, 0 ≤ n ≤ N − 1
0, en otro caso.

I Se quiere encontrar y[n] = x[n] ∗ h[n].
I En el ejemplo se usa el caso N = 6.
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convolucionan tienen
soportes de largo N1 y N2,
el resultado tiene soporte
N1 +N2 − 1.
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Propiedades de los SLIT

Sistemas lineales invariantes en el tiempo y convolución

I El comportamiento de los sistemas lineales invariantes en el tiempo
está descripto por la operación de convolución,

y[n] = x[n] ∗ h[n] =
∞∑

k=−∞

x[k]h[n− k]

I Esto implica que las propiedades de los SLIT están definidas por las
propiedades de la convolución en tiempo discreto.

I En primer lugar, la ecuación de la convolución indica que un sistema
lineal invariante en el tiempo está completamente caracterizado por
su respuesta al impulso h[n].
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Propiedades de los SLIT

Secuencia identidad de la convolución: δ[n]

I La convolución de cualquier secuencia con δ[n] resulta en la misma
secuencia:

x[n] ∗ δ[n] = x[n]

Propiedad conmutativa de la convolución

I La convolución es conmutativa: x[n] ∗ h[n] = h[n] ∗ x[n]
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Propiedades de los SLIT
Consecuencia de la propiedad conmutativa

I Sistemas en cascada:
En sistemas conectados en cascada,
la salida del primero es la entrada
del segundo y la salida del segundo
es la salida global.

I Respuesta al impulso de sistemas en cascada:

h[n] = h1[n] ∗ h2[n]

I Como consecuencia de la propiedad conmutativa, la respuesta al
impulso del sistema global es independiente del orden de los SLIT en
la cascada.
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Consecuencia de la propiedad distributiva

I Sistemas en paralelo:

+

En sistemas conectados en paralelo,
los sistemas tienen la misma entrada
y sus salidas se suman para producir
la salida global.

I Respuesta al impulso de sistemas en paralelo:

+

h[n] = h1[n] + h2[n]

I Por lo tanto, el sistema equivalente a dos SLIT en paralelo es



Propiedades de los SLIT

Consecuencia de la propiedad distributiva

I Sistemas en paralelo:

+

En sistemas conectados en paralelo,
los sistemas tienen la misma entrada
y sus salidas se suman para producir
la salida global.

I Respuesta al impulso de sistemas en paralelo:

+

h[n] = h1[n] + h2[n]

I Por lo tanto, el sistema equivalente a dos SLIT en paralelo es



Propiedades de los SLIT

Consecuencia de la propiedad distributiva

I Sistemas en paralelo:

+

En sistemas conectados en paralelo,
los sistemas tienen la misma entrada
y sus salidas se suman para producir
la salida global.

I Respuesta al impulso de sistemas en paralelo:

+

h[n] = h1[n] + h2[n]

I Por lo tanto, el sistema equivalente a dos SLIT en paralelo es



Propiedades de los SLIT

Consecuencia de la propiedad distributiva

I Sistemas en paralelo:

+

En sistemas conectados en paralelo,
los sistemas tienen la misma entrada
y sus salidas se suman para producir
la salida global.

I Respuesta al impulso de sistemas en paralelo:

+

h[n] = h1[n] + h2[n]

I Por lo tanto, el sistema equivalente a dos SLIT en paralelo es



Propiedades de los SLIT

I Dos propiedades de los sistemas adicionales a la linealidad y la
invarianza temporal son la estabilidad y la causalidad.

I Es importante saber cuando un SLIT es estable y cuando es causal.

Estabilidad de los SLIT

I Como se vio previamente, un sistema es estable si para toda entrada
acotada, la salida también es acotada.

I Condición necesaria y suficiente de estabilidad: un sistema lineal
invariante en el tiempo es estable si y solo si la respuesta al impulso
es absolutamente sumable.

I Formalmente: sea x[n] la entrada a un SLIT con respuesta al
impulso h[n] y y[n] la salida correspondiente. Si |x[n]| ≤ Bx <∞
para todo n, se cumple que,

|y[n]| ≤ By ∀n ⇐⇒ S =
∞∑

k=−∞

|h[k]| ≤ ∞
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I Condición necesaria y suficiente de estabilidad: un sistema lineal
invariante en el tiempo es estable si y solo si la respuesta al impulso
es absolutamente sumable.

I Formalmente: sea x[n] la entrada a un SLIT con respuesta al
impulso h[n] y y[n] la salida correspondiente. Si |x[n]| ≤ Bx <∞
para todo n, se cumple que,

|y[n]| ≤ By ∀n ⇐⇒ S =

∞∑
k=−∞

|h[k]| ≤ ∞
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Causalidad de los SLIT

I La clase de los sistemas causales consiste en los sistemas para los
cuales la salida y[n0] depende solo de las muestras de la entrada
x[n] para n ≤ n0.

I Condición necesaria y suficiente de causalidad: un sistema lineal
invariante en el tiempo es causal si y solo si la respuesta al impulso
cumple que

h[n] = 0, n < 0. (2)
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Propiedades de los SLIT
Resumen

I Las propiedades de los sistemas lineales invariantes en el tiempo están
determinadas por las propiedades de la operación convolución.

I Como consecuencia, quedan completamente caracterizados por su
respuesta al impulso.

I Sistemas en serie: La respuesta al impulso total de sistemas conectados en
serie es la convolución de las respuestas al impulso de cada filtro de la
serie.

I Sistemas en cascada: la respuesta al impulso total de sistemas en cascada
es la suma de las respuestas al impulso de cada sistema en la cascada.

I Estabilidad: Un SLIT es estable si su respuesta al impulso es
absolutamente sumable,

S =
∞∑

k=−∞

|h[k]| ≤ ∞.

I Causalidad: Un SLIT es causal si su respuesta al impulso cumple que

h[n] = 0, n < 0.



Sistemas lineales invariantes en el tiempo
Ejemplos

I Previamente se estudiaron los siguientes sistemas:

1. Retardo ideal

2. Media móvil

3. Cuadrado de la entrada

4. Acumulador

I Los sistemas de retardo, media móvil y acumulador son lineales e
invariantes en el tiempo, y por lo tanto quedan caracterizados por su
respuesta al impulso.

I La respuesta al impulso puede ser encontrada a partir de la
definición de transformación de cada sistema.

I Para eso, basta con observar la respuesta del sistema cuando la
entrada es x[n] = δ[n].

I Retardo ideal

Ecuación de transformación

Respuesta al impulso

y[n] = x[n− nd]

h[n] = δ[n− nd]
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invariantes en el tiempo, y por lo tanto quedan caracterizados por su
respuesta al impulso.

I La respuesta al impulso puede ser encontrada a partir de la
definición de transformación de cada sistema.

I Para eso, basta con observar la respuesta del sistema cuando la
entrada es x[n] = δ[n].

I Retardo ideal

Ecuación de transformación Respuesta al impulso

y[n] = x[n− nd] h[n] = δ[n− nd]



Sistemas lineales invariantes en el tiempo
Ejemplos

I Media móvil
Ecuación de transformación

y[n] =
1

M1 +M2 + 1

M2∑
k=−M1

x[n− k]

Respuesta la impulso

h[n] =
1

M1 +M2 + 1

M2∑
k=−M1

δ[n− k]

=
1

M1 +M2 + 1
{δ[n+M1] + δ[n+M1 − 1] + · · ·+ δ[n]

+ δ[n− 1] + · · ·+ δ[n−M2]}

=


1

M1 +M2 + 1
, −M1 ≤ n ≤M2

0, en otro caso.
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Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Ejemplos

I Acumulador

Ecuación de transformación

Respuesta al impulso

y[n] =

n∑
k=−∞

x[k]

h[n] =

n∑
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δ[k]

=

{
1, n ≥ 0
0, n < 0

= u[n]

Retardo ideal

0 nd n

1

Media móvil

0−M1 M2 n

1

(M1 +M2 + 1)

Acumulador

0 n

1
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Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Análisis de la causalidad

I A partir de la respuesta al impulso, es fácil averiguar si los sistemas
son causales.

I Para eso, hay que ver si la respuesta al impulso es nula en muestras
negativas,

h[n] = 0, n < 0.

Retardo ideal Media móvil Acumulador

Causal si

nd ≥ 0

Causal si

−M1 ≥ 0

M2 ≥ 0
Causal
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Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Análisis de la estabilidad

I También es posible averiguar si los sistemas son estables a partir de
la respuesta al impulso.

I Para eso, hay que ver si la respuesta al impulso es absolutamente
sumable,

S =

∞∑
k=−∞

|h[k]| <∞ (3)

Retardo ideal Media móvil Acumulador

S =

∞∑
k=−∞

|δ[k − nd]|

= 1

S =

M2∑
k=−M1

1

M1 +M2 + 1

= 1

S =

∞∑
k=−∞

u[n]

=

∞∑
k=0

1

=∞

Estable Estable Inestable
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Media móvil Acumulador

S =

∞∑
k=−∞

|δ[k − nd]|

= 1

S =

M2∑
k=−M1

1

M1 +M2 + 1

= 1

S =

∞∑
k=−∞

u[n]

=

∞∑
k=0

1

=∞

Estable Estable Inestable



Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Análisis de la estabilidad

I También es posible averiguar si los sistemas son estables a partir de
la respuesta al impulso.

I Para eso, hay que ver si la respuesta al impulso es absolutamente
sumable,

S =

∞∑
k=−∞

|h[k]| <∞ (3)

Retardo ideal
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Sistemas IIR y FIR

Análisis de la estabilidad

I La respuesta al impulso de los sistemas retardo ideal y media móvil
tiene un número finito de muestras no nulas.

I El hecho de que la respuesta al impulso sea de duración finita hace
que la condición de estabilidad siempre se cumpla, ya que la
sumatoria de la ecuación 3 tiene un número finito de sumandos.

I Por otro lado, el sistema acumulador tiene respuesta al impulso de
duración infinita y es un sistema inestable.

Clasificación según la duración de la respuesta al impulso

Respuesta al impulso finita
(FIR, Finite impulse response)

Respuesta al impulso infinita
(IIR, Infinite impulse response)

I Siempre son estables.

I Se implementan mediante la
convolución con la respuesta
al impulso.

I Pueden ser inestables.

I Se implementan mediante una
ecuación en recurrencia.
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I Por otro lado, el sistema acumulador tiene respuesta al impulso de
duración infinita y es un sistema inestable.

Clasificación según la duración de la respuesta al impulso

Respuesta al impulso finita
(FIR, Finite impulse response)

Respuesta al impulso infinita
(IIR, Infinite impulse response)

I Siempre son estables.

I Se implementan mediante la
convolución con la respuesta
al impulso.

I Pueden ser inestables.

I Se implementan mediante una
ecuación en recurrencia.
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Sistemas IIR y FIR
Ejemplo: sistema IIR de primer orden

I Se considera el siguiente sistema IIR de primer orden:

Ecuación en recurrencia

Diagrama de bloques

y[n] = ay[n− 1] + x[n]

+

I Para calcular la respuesta al impulso, se establece la entrada en
x[n] = δ[n].

I Además, se impone la condición inicial y[−1] = 0. Con condiciones
iniciales nulas, se dice que el sistema está inicialmente en reposo.

I Resolviendo el sistema recursivamente en n ≥ 0 se tiene que,

y[0] = ay[−1] + δ[0] = 1

y[1] = ay[0] + δ[1] = a

y[2] = ay[1] + δ[2] = a2

y[3] = ay[2] + δ[3] = a3

...

y[n] = an, si n ≥ 0
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Sistemas IIR y FIR

Ejemplo: sistema IIR de primer orden

I Para determinar la salida para n < 0, se despeja y[n− 1] para
expresar la ecuación en recurrencia como,

y[n− 1] = a−1 (y[n]− x[n])

y la salida es y[n] = 0, si n < 0

I Combinando los resultados para n ≥ 0 y n < 0, se obtiene que la
respuesta al impulso del sistema es

h[n] = u[n]an
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a = 0.7
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Sistemas IIR y FIR
Ejemplo: sistema IIR de primer orden

I Observación: el sistema tiene respuesta al impulso de duración
infinita. Esto se debe a la realimentación de la salida a la entrada.

I ¿El sistema es lineal e invariante en el tiempo? Si el sistema se
encuentra inicialmente en reposo, es lineal e invariante en el tiempo.

I Análisis de la estabilidad: hay que ver si la respuesta al impulso es
absolutamente sumable,

S =

∞∑
k=−∞

h[k]

=

∞∑
k=−∞

u[k]ak

=

∞∑
k=0

ak

(1)
=


1

1− |a| , |a| < 1

∞, |a| ≥ 1

(1) Serie geométrica

n−1∑
k=0

rk =
1− rn

1− r , r 6= 1

∞∑
k=0

rk = lim
n→∞

1− rn

1− r

=

{ 1

1− r , r < 1

∞, r ≥ 1
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Sistemas IIR y FIR

Ejemplo: sistema IIR de primer orden

I Análisis de la estabilidad: Si |a| < 1, la respuesta al impulso es
absolutamente sumable y el sistema es estable.

I Observación:
I Este es un ejemplo de un sistema con respuesta al impulso de

duración infinita que es estable.

I Análisis de la causalidad: como se cumple que h[n] = 0 en n < 0, el
sistema es causal.

I Observación:
I En realidad, el sistema es causal gracias a la condición de reposo

inicial.
I Se puede ver que si y[−1] 6= 0, no se cumple que h[n] = 0 en n < 0

(ejercicio).
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Sistemas IIR y FIR

Sistemas definidos mediante una ecuación en diferencias

I El ejemplo anterior es una caso particular de una clase de sistemas
definido a partir de la ecuación en diferencias.

I La relación entre la entrada y la salida satisface una ecuación en
diferencias de orden N de la forma

N∑
k=0

aky[n− k] =
M∑
m=0

bmx[n−m].

I Asumiendo que a0 = 1 (no se pierde generalidad) se tiene que

y[n] = b0x[n] + b1x[n− 1] + b2x[n− 2] + · · ·+ bMx[n−M ]

− a1y[n− 1]− a2y[n− 2]− · · · − aNy[n−N ].

I La muestra actual de la salida se calcula como una combinación
lineal de la muestra actual y M muestras previas de la entrada y N
muestras previas de la salida.
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Sistemas IIR y FIR

Sistemas definidos mediante una ecuación en diferencias

y[n] = b0x[n] + b1x[n− 1] + b2x[n− 2] + · · ·+ bMx[n−M ]

− a1y[n− 1]− a2y[n− 2]− · · · − aNy[n−N ].

I Las constantes bi, i = 1, . . . ,M y aj , j = 1, . . . , N son los
coeficientes del sistema. El filtro queda completamente especificado
con los valores de todos los coeficientes.

I Los valores bi se llaman coeficientes de prealimentación
(feedforward) y los valores aj se llaman coeficientes de
realimentación (backward).

I El filtro es recursivo si tiene algún coeficiente de realimentación no
nulo. En ese caso, es un filtro IIR.

I Si todos los coeficientes de realimentación son nulos, no hay
realimentación y el filtro es FIR..
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Sistemas IIR y FIR

Sistemas definidos mediante una ecuación en diferencias
I Observaciones:

I En general, un sistema definido mediante una ecuación en diferencias
tiene respuesta al impulso infinita.

I La respuesta al impulso puede calcularse imponiendo que la entrada
es x[n] = δ[n] y resolviendo la ecuación recursivamente.

I Es posible calcular la salida anaĺıticamente mediante la convolución
con la respuesta al impulso,

y[n] = x[n] ∗ h[n] =
∞∑

k=0

h[n]x[n− k].

I En la práctica, por tratarse de sistemas IIR, no es posible calcular la
salida mediante la convolución porque se necesita una cantidad
infinita de cuentas para calcular cada muestra de la salida.

I Para calcular la salida en la práctica hay que usar la ecuación en
diferencias.



Sistemas IIR y FIR

Sistemas definidos mediante una ecuación en diferencias
I Observaciones:

I Los sistemas FIR siempre pueden representarse mediante una
ecuación en diferencias.

I Los coeficientes de prealimentación coinciden con la respuesta al
impulso del sistema,

bk = h[k].

I Los coeficientes de realimentación son nulos.

y[n] = x[n] ∗ h[n]

=

M∑
i=0

h[k]x[n− k]

= h[0]x[n] + h[1]x[n− 1] + h[2]x[n− 2] + · · ·+ h[M ]x[n−M ]

= b0x[n] + b1x[n− 1] + b2x[n− 2] + · · ·+ bMx[n−M ]



Sistemas IIR y FIR

Ejemplos

I Se considera el sistema con la siguiente ecuación en diferencias,

y[n] = x[n] + 0.7x[n− 1]− 0.4x[n− 2]

I Los coeficientes de realimentación son nulos, y por lo tanto, el
sistema es FIR (no hay realimentación de la salida en la entrada).

I Los coeficientes de prealimentación son,

b0 = 1, b1 = 0.7 y b2 = −0.4.

I Como la respuesta al impulso coincide con los coeficientes, esta es

h[n] = δ[n] + 0.7δ[n− 1]− 0.4δ[n− 2]

0 n

1

0.7

−0.4

h[n]

+

+

+
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Sistemas IIR y FIR

Ejemplos

I Sistema acumulador

Ecuación de
transformación

Ecuación en
diferencias

Diagrama de bloques

y[n] =

n∑
k=−∞

x[k] y[n] = y[n− 1] + x[n]

+

I Los coeficientes de la ecuación en diferencias son b0 = 1 y a1 = −1.
I Como tiene un coeficiente de realimentación no nulo, la respuesta al

impulso es infinita.
I Es un sistema IIR de primer orden con |a| = 1, y por lo tanto, es

inestable.
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Sistemas IIR y FIR

Ejemplos

I Sistema de media móvil

Ecuación no recursiva Ecuación en recurrencia

y[n] =
1

M + 1

M∑
k=0

x[n− k] y[n] = y[n−1]+x[n]− x[n− (M + 1)]

M + 1

+
-

+

I El sistema de media móvil admite mas de una representación en
ecuaciones en diferencias, una de forma recursiva y otra de forma no
recursiva.

I Atención: es un ejemplo muy particular de un sistema realimentado
que tiene respuesta al impulso finita.
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Transformada de Fourier de Tiempo Discreto (DTFT)

Esquema

I Representación de Señales Aperiódicas: Transformada Discreta de
Fourier

I Ejemplos

I Convergencia

I La transformada de Fourier para señales periódicas

I Propiedades

I Aplicaciones: Descripción de sistemas LTI, Filtrado, modulación



Transformada de Fourier de Tiempo Discreto
Definición

I Ecuación de análisis:

X(ejw) =

∞∑
−∞

x[n]e−jwn (4)

I Ecuacion de śıntesis:

x[n] =
1

2π

∫
<2π>

X(ejw)ejwndw (5)

Notación

X(ejw) = F {x[n]}

x[n]
F−→ X(ejw)



Transformada de Fourier de Tiempo Discreto
Convergencia

I Condición:
∞∑

n=−∞
|x[n]| <∞ (6)



Transformada de Fourier de Tiempo Discreto
Reconstruccion parcial

Reconstrucción parcial

x̃[n] =
1

2π

∫ W

−W
X(ejw)ejwndw (7)

lim
W→2π

x̃[n] = x[n] (8)

Obs: no existe fenómeno de Gibss



Transformada de Fourier de Tiempo Discreto
Estudio de un sistema

Media móvil
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