Modulacion y Procesamiento de Senales

Practico 2
Sistemas en Tiempo Discreto

Cada ejercicio comienza con un simbolo el cual indica su dificultad de acuerdo a la siguiente escala: 4 bésico, %
medio, % avanzado, y % dificil. Ademds puede tener un nimero, como (3.14) que indica el nimero de ejercicio del
libro Discrete-time signal processing, Oppenheim/Schafer, 2nd edition, o (2.2, Proakis) que indica el nimero de

ejercicio del libro Digital Signal Processing, Proakis/Manolakis, 3rd edition.

+ Ejercicio 1

Considere un sistema lineal e invariante en el tiempo cuya respuesta al impulso se muestra
en la figura siguiente:

h [n] 3/2

(a) Escribir la expresién de la respuesta al impulso del sistema.

(b) Escribir la ecuacién de transformacién y[n] = T{x[n]} del sistema.

+Ejercicio 2 (2.21)
Considere un sistema lineal arbitrario con entrada z[n] y salida y[n]. Muestre que si z[n] =
0 ¥n, entonces y[n] debe ser cero también para todo n.
+ Ejercicio 3 (2.1)

Para cada uno de los siguientes sistemas, determine si el sistema es: estable, causal, lineal,
invariante en el tiempo, y sin memoria.

(a) THzm}tmez)|ln = g|n] - z[n], con g[n] dada.
T({zm}mez)ln = ZZ:nO z[k]
{xm}mEZ |n = ZZIZU_TLO ﬂi[k‘}
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+ Ejercicio 4 (2.35)

Se sabe que el sistema T de la figura es invariante en el tiempo. Cuando las entradas al
sistema son x1[n], xa[n] y x3[n] las respuestas del mismo son y;[n], y2[n] y ys[n] respectivamente,
como muestra la figura.
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(a) Determinar si el sistema T podria ser lineal.
(b) Sila entrada al sistema T es z[n] = d[n], jcudl es la respuesta del sistema y[n|?

(c) Determine todas las posibles entradas x[n] para las cuales la respuesta y[n] del sistema T
puede ser determinada solamente con la informacién dada.

* Ejercicio 5 (2.62)

A partir de la definicién de causalidad demuestre que para un sistema lineal e invariante en
el tiempo la causalidad implica que la respuesta al impulso h[n| es cero para n < 0. Un camino
posible consiste en probar que si h[n] no es cero para n < 0, entonces el sistema no puede ser
causal. Muestre también que si la respuesta al impulso h[n] es cero para n < 0, entonces el
sistema necesariamente sera causal.

+ Ejercicio 6 (2.22)

Para cada uno de los pares de secuencias (x[n], h[n]) de la figura encuentre la respuesta y[n]
(del sistema lineal e invariante en el tiempo con respuesta al impulso h[n]) a la entrada z[n].
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*x Ejercicio 7 (2.2)

Se sabe que la respuesta al impulso de un sistema lineal e invariante en el tiempo es cero
excepto en el intervalo Ny < n < N; . Se sabe ademéds que la entrada x[n] vale cero excepto en
el intervalo Ny < n < Nj. Como resultado, la salida y[n] estd destinada a ser cero excepto en
algin intervalo Ny < n < N5.

(a) Determine Ny y N5 en funcién de Ny, N1, No y Ns.

(b) Si hin] es cero excepto en M puntos consecutivos y z[n] es cero excepto en N puntos
consecutivos, jcudl es el méximo niimero de puntos consecutivos en los cuales y[n] puede
tomar valores distintos de cero?

+Ejercicio 8 (2.19)

Para cada una de las respuestas impulsivas de sistemas LTI, indicar cuéles de ellos son estables:

(a) h[n] =4™u[n]

(b) h[n] = u[n] —u[n — 10]

(¢) hln] =3"ul-n —1]

(@) hln] = sin(rn/3)uln]

(e) hln] = (3/4)I" cos(nn/4+ m/4)



x Ejercicio 9 (2.32, Proakis)

Considere la interconexién de sistemas lineales invariantes en el tiempo de la siguiente figura:

ha[n]

— h1 [Tl}

h3 [Tl} h4 [Tl}

(a) Expresar la respuesta al impulso h[n] del sistema global equivalente en funcién de hq[n],
ha[n], hs[n] y haln].

(b) Determinar h[n] cuando

ha[n] = %(w + ia[n 1+ %5[71 9
ha[n] = hsn] = (n + 1)uln]
hg[n] = d[n — 2].

*x Ejercicio 10

Se considera el sistema lineal e invariante en el tiempo con entrada x[n] y salida y[n] dado
por la siguiente ecuacién en recurrencia,

yln] = ayln — 1] + z[n], con |a| < 1.

(a) Determine la respuesta al impulso h[n] del sistema (sugerencia: calcular la salida cuando
la entrada es xz[n] = d[n]). Asuma que el sistema se encuentra inicialmente en reposo, es
decir, y[n] =0 en n < 0.

(b) Evaluando directamente la convolucién discreta, determine la respuesta al escalén u[n] del
sistema.

(c) Determinar la respuesta al escalén de siguiente sistema:

hin]

d[n — 2]

hln]

(d) Determinar la salida del sistema de la parte anterior si la entrada es

z[n] = u[n + 5] — u[n — 10].

x Ejercicio 11

Sea un sistema lineal e invariante en el tiempo con el par entrada-salida que se muestra en la
siguiente figura:

-7 6 -5-4-3-2-101 2 3 45 6 7 -7 6 -5-4-3-2-101 2 3 45 6 7

(a) Calcular y dibujar la respuesta al impulso. Justificar.

(b) Escribir la ecuacién de transformacién del sistema y[n] = T{x[n]}. Escribir la ecuacién de
la salida y[n] como ecuacién en recurrencia con realimentacion.

LEl filtro es estable? Justificar.
(d) (El filtro es causal? Justificar.
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Sistemas recursivos
* Ejercicio 12 (2.4)
Se considera el sistema determinado por la ecuacién en recurrencia
y[n] = ay[n — 1] + z[n],
con |a| < 1.
(a) Calcule la salida del sistema cuando la entrada es x[n] = Kd[n] y la condicién inicial es
yl-1] = ¢

(b) Determinar si el sistema es lineal, causal e invariante en el tiempo.

+ Ejercicio 13 (2.20)

Considere la siguiente ecuacién en diferencias que representa a un sistema lineal, invariante
en el tiempo y causal
y[n] + (1/a)yln — 1] = z[n — 1].

(a) Calcule la respuesta al impulso h[n] del sistema

(b) Indicar los valores de a para los cuales el sistema es estable.

* Ejercicio 14
Considere el sistema dado por la siguiente ecuacién en recurrencia:

y[n] = boz[n] + byz[n — 1] + ary[n — 1].

(a) Encontrar la respuesta al impulso del sistema resolviendo la ecuacién en recurrencia. Asumir
que la condicién inicial es y[—1] = 0. (El filtro es FIR o IIR? Justificar la respuesta.

(b) Indicar las condiciones que deben cumplir los coeficientes para que el filtro sea estable.
(c) Dibujar el diagrama de bloque del sistema.

(d) Descomponer el filtro en dos filtros en serie y dar las ecuaciones en recurrencia de los dos
filtros de la serie e indicar si son FIR o IIR.

(e) Dibujar nuevamente el diagrama de bloques usando la menor cantidad posible de retardos.

+ Ejercicio 15 (2.31)

Considere un sistema lineal, invariante con el tiempo y causal en el que la entrada y la salida
estan relacionadas por la siguiente ecuacién en diferencias

y[n] = ay[n — 1] + z[n] — a™¥z[n — N],
siendo IV un entero positivo.
(a) Determine y dibuje la respuesta al impulso de este sistema
(b) (El sistema es FIR o IIR? Explique su respuesta.

(c) ¢Para qué valores de a el sistema es estable? Explique su respuesta.

+Ejercicio 16 (2.12)
Considere un sistema cuya entrada z[n] y salida y[n] satisfacen la ecuacién en diferencias
y[n] = nyln — 1] + z[n].

El sistema es causal y satisface las condiciones de reposo inicial, es decir, si 2[n] = 0 para n < n0,
entonces y[n] = 0 para n < n0.
(a) Determinar la respuesta al impulso del sistema.

(b) ;Es invariante con el tiempo el sistema? Justifique su respuesta.



L
Solucion
Ejercicio 1
(a) De la figura, se deduce inmediatamente que la respuesta al impulso es

hn] = %m] Foln—1]4 gé[n _q

(b)  Como se trata de un SLIT, la salida en funcién de la entrada es
yln] = hin] x z[n]
1 3

= (2(5[71] +dn—1]+ ié[n - 2]) * x[n),
resultando en ) 5

yln] = 5:0[71] +zn—-1]+ §x[n — 2]
Ejercicio 2

Sea z[n] = T'{w[n]}. Como el sistema es lineal, entonces « z[n] = T {a w[n]}.

Tomando o =0, y[n] = T{z[n]} = T{aw[n]} = azln] =0, vn.
QED

Ejercicio 3

estable causal lineal it sin memoria
(a) no si si sii g[n] = cte si
(b) no no si no no
(c) s no si si sii ng =0
(d) s no si st siing =0
(e) si si siib=0 st si
(f) si no si si no

Ejercicio 4
(a) Observando que x1[n] = xa[n]+x3[n+4], si el sistema fuese lineal entonces deberfa ocurrir
que T{x1} = T{x2} + T{R_4{z3}}.

Dado que T es invariante en el tiempo, entonces T{R_s{z3}} = R_4{T{x3}}, y en conse-
cuencia, y1[n] = ya[n] + y3[n + 4.

Pero y1[1] = 2, y2[1] = 0y y3[5] = 0; luego, y1[1] # y2[1] + y3[1l + 4], y concluimos que el
sistema T no es lineal.

(b) 8[n] = ws[n + 4] = T{0} = T{R_a{x3}} = R_a{T {x3}} = yln] = ys[n + 4].

(¢) Las entradas x[n] para las que podemos determinar la respuesta sélo con la informacién
dada son todas aquellas que resulten de retardar x1, x2 o0 x3



Ejercicio 5
Como se sugiere, supongamos que existe m < 0 tal que la respuesta al impulso del sistema
es distinta de cero:
T{6}[m] #0
Como sabemos que T es lineal, entonces la salida a la entrada nula es la secuencia nula. Entonces

encontramos dos entradas que son idénticas d[n] = 0 Vn < m pero sin embargo la salida en el
instante m es distinta, por lo tanto el sistema no es causal.

Ejercicio 6

1.
“+o0
yinl= Y [k hln—k= 1] hin 1]
k=—oc0 ~
=0 Vk#£1 =1
La forma de y[n] puede verse en la siguiente figura.
y[n] 2

2.

+oo

ylnl = )

k=—o0

La forma de y[n] puede verse en la siguiente figura.

Ejercicio 7

(a) Sea h[n] la respuesta al impulso del sistema. La salida la podemos plantear entonces como
y[n] = Y7 z[n — m]h[m]. Para que la salida y[n] pueda ser distinta de cero debe cumplirse que
Ny <n—m< N3y Ny <m < N para algin m. Es decir que debemos poder encontrar m tal
que n — N3 <m <n— Nyy Ny <m < N;. Para que esto ocurra los intervalos [n — N3, n — No]
y [No, N1] no deben ser disjuntos. Esto nos da las condiciones para n:

n — Ny > Ny

N1 >n— N3

De donde:
No+ Ny <n< N+ Ns

Asi obtenemos Ny = Ny + Ny y N5 = Nj + Nj.



(b) Podemos aplicar la parte anterior sabiendo que Ny — Ng = M —1y N3 — Ny = N — 1.
Sumando ambas ecuaciones tenemos que:

(Ni+N3) —(Ng+Na) =N+ M -2

Es decir:
N5—N4:N+M—2

Por lo que la cantidad méaxima de puntos consecitvos distintos de cero es N + M — 1.

Ejercicio 8

(a) Planteando la condicién de estabilidad para SLIT’s tenemos que:

Z [4"u[n]| = 24” =00

Entonces el sistema no es estable.

(b)  En este caso:

Entonces el sistema es estable.

(c) En este caso:

&) —1 ooln Ooln 1 3 1
§|3n“[_”_1“:§|3n|221:§ Zzojg —122—1:5—1:§<oo

Entonces el sistema es estable.

(d) En este caso:
o0

Z | sin(mn/3)uln]| = cte

Entonces el sistema es estable.

(e) En este caso:

i |(3/4)" cos(mn/4 +7/4)| < i |(3/4)M] = —1+2x i |(3/4)" =
= “0 0

1
-1+2 T=-1+8=7<oc0
-7y

Entonces el sistema es estable.

Ejercicio 9

(a) La respuesta al impulso de sistemas en serie es la convolucién de la respuesta al impulso
de los sistemas que integran la serie y la respuesta al impulso de sistemas en paralelo es la suma
de las respuestas al impulso de los sistemas que integran el paralelo. Por lo tanto, la respuesta
del sistema es

hln] = ha[n] * (hafn] — hafn] = ha[n]) (1)



(b)  Calculando los términos de la ecuacién 1, se tiene que

hs[n] * ha[n] = (n + Du[n] * 6[n — 2]
= (n—1)u[n —2].

Luego,

ha[n] — hz[n] * han] = (n + Duln] — (n — )u[n — 2]
= d[n] + 2uln — 1],

como se muestra en la siguiente figura,

11
han] = (n + 1)u[n]
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Finalmente, calculando la convolucién con hq[n] de forma directa, se puede ver que

0, n<0
1/2, n=0
hin]=1< 5/4, n=1 |
2, n=2
5/2, n>2

o equivalentemente,
1

) )
hin] = §§[n] + Zé[n —1]+26[n—2] + gu[n -3
Ejercicio 10

(a) Resolviendo el sistema recursivamente para n > 0 se tiene que,

y[n] = a”, sin > 0.
Se concluye que la respuesta al impulso es

h[n] = a"u[n], con |a| < 1.



(b) La respuesta al escalén s[n] del sistema es la convolucién entre la respuesta al impulso
h[n] del sistema y el escalén u[n]. Aplicando la definicién de la convolucién se tiene que

s[n] = u[n] x h[n|

= > ulklhln — k]

k=—o0
oo

= Z ulklu[n — kla"*

k=—o0
n

(@) Zan—k
k=0
N
k=0
(b) . 1— (a,_l)n+1
I

a™tt —1

=71 sin >0,
a—

donde en (a) se tuvo en cuenta que ulk] =0 en k < 0y u[n —k] =0 en k > n para establecer
los limites de la sumatoria y en (b) se usé el resultado de la suma de los primeros n + 1 términos
de una serie geométrica. Se concluye que la respuesta al escalén es

s[n] =

(c¢) El sistema equivalente tiene respuesta al impulso
he[n] = h[n] — hln — 2].

La respuesta al escalén s.[n] del sistema equivalente es

en donde en (a) se empled la propiedad distributiva de la convolucién, en (b) que

hin — 2] x u[n] = (§[n — 2] * h[n]) * u[n]
= h[n] * (8[n — 2] * u[n])
[

h
h[n] x u[n — 2]

y en (¢) la propiedad de invarianza temporal. Se concluye que la respuesta al escalén es

an+1 -1 anfl -1

a—1

u[n — 2.

(d) Usando argumentos similares a los de la parte anterior, se puede ver que la salida es

y[n] = se[n + 5] — se[n — 10]

anto_ | a1
— a1 w45 a1 uln + 3]
n—9_1 n—ll_l
- [n—10]+a7u[n—12].
a—1 a—1



Ejercicio 11

(a)  Se quiere calcular la respuesta al impulso h[n| conociendo la respuesta al escalén. Obser-
vando que
d[n] = uln] —uln — 1.

Como se trata de un SLIT, la respuesta al impulso es
h[n] = s[n] — sln — 1],
donde s[n] es la salida cuando la entrada es u[n]. La expresién de la respuesta al impulso es
1
hin] = 5 (0[n+ 2]+ 0[n+ 1] + d[n] + d[n — 1] + é[n — 2]),
tratandose del sistema de media mévil.
(b) La ecuacién de transformacién del sistema es
1
y[n] = 5 * (z[n+2)+zn+ 1]+ z[n] + zn — 1] + z[n — 2])
y la ecuacién en recurrencia es
1
yln] = yln =1 + £ (a[n + 2] — z[n - 3)).
(¢) Como el sistema es FIR, es estable.

(d) El sistema no es causal debido a que existe n < 0 tal que h[n] # 0.
Ejercicio 12
(a) Calculando la salida recursivamente en n > 0, se ve que

y[0] = ay[-1] + Ké[0] = ac+ K
y[1] = ay[0] = a*c + Ka
y[2] = ay[l] = a*c + Ka?

y[n] = a" e+ Ka", sin>0.
Para calcular la salida en n < 0, se despeja y[n — 1] de la ecuacién en recurrencia,
yln —1] = a”(y[n] — z[n]),

y se calcula recursivamente la salida,

y[n] = a" e, sin <O0.
Combinando los resultados para n > 0 y n < 0 se obtiene que

y[n] = a" e+ Ka™uln).

10



(b) El sistema no es lineal, ya que si la entrada es nula, la salida no es nula. Para ver esto, se
considera el caso en que K = 0, caso en que la entrada es nula. La salida es

y[n] = a" e
y por lo tanto el sistema no es lineal.

El sistema no es causal ya que con entrada z[n] = 0 en n < 0, y[n] # 0 para todo n.

Para que el sistema sea invariante en el tiempo, se deberia cumplir que si la entrada es
z[n — npl, la salida es y[n — ng|. Pero si la entrada es x1[n] = x[n — ng] = Kdé[n — ng|, se puede
ver que la salida es

y1[n] = a" e+ Ka" ™uln — ng).

Como y1[n] # y[n — nol, el sistema no es invariante en el tiempo.
Se puede ver que si y[—1] = ¢ = 0, es decir, el sistema se encuentra inicialmente en reposo, el
sistema es lineal, causal e invariante en el tiempo.

Ejercicio 13

(a) Como es un SLIT, el sistema se encuentra inicialmente en reposo. Calculando la salida
recursivamente en n > 0, se ve que

yl0] = -~ tyl-1] + 1] =0
yl1] = -a~'y[0] + 6l0] = 1

yl2] = -yl + 8[1] =~
ol8] = - 1yl2] + 62 = a2

yln] = (1pra =, sin >0,
La respuesta al impulso es por lo tanto

h[n] = (-1)™a~ " un — 1].

(b)  La respuesta al impulso es absolutamente sumable si [a~!| < 1. Por lo tanto, el sistema
es estable si |a| > 1.

Ejercicio 14

(a) Calculando la salida recursivamente en n > 0, se ve que

y[0] = bo

y[l = bl + a1b0

y[2] = a1by + afby
[

]
]
]
y[3] = aiby + afbo

y[n] = ay by + alby, sin > 0.
La respuesta al impulso es por lo tanto

h[n] = a7 bru[n — 1] + afbouln).

Se trata de un sistema IIR, ya que h[n| # 0 para todo n > 0.

(b) Para que el sistema sea estable la respuesta debe ser absolutamente sumable. Es facil ver
que eso se cumple si |a;| < 1

11



(c) El diagrama de bloques del sistema es el siguiente:

Sistema 1 Sistema 2
z[n] —l—b‘—ﬂ @ -—)—-—b(j P l > y[n]
{6 — 1] 5fn —1]|:
o Lar

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

(d) El sistema se puede descomponer en los dos sistemas en serie que se muestran en la figura.
Las ecuaciones de los sistemas son:

» Sistema 1: y[n] = boz[n] + biz[n — 1]
» Sistema 2: y[n] = a1y[n — 1] + z[n]
(e) Elsistema equivalente a la serie de dos sistemas es la convolucién de la respuesta al impulso

de cada sistema. Por la propiedad conmutativa de la convolucién, se puede cambiar el orden de
los sistemas que integran la serie sin cambiar el sistema equivalente:

z[n] yln]
()™

o[n —1]| |d[n—1]

Ademds, la senal que pasa por ambas lineas de retardo es igual, y por lo tanto, se puede emplear
solo una linea de retardo de la siguiente forma:

[n]

N y[n]
% I @_’O_’

o[n — 1]

(a) Calculando la salida recursivamente en n > 0 para z[n| = d[n], se ve que

Ejercicio 15

y[0] =1
y[l]=a
y2] = a®

La respuesta al impulso es por lo tanto

N-1
hln] = a*d[n — k.
k=0

12



(b)  El sistema es FIR porque h[n] # 0 solo en n € [0, N —1].

(c) El sistema es estable para todo a < oo ya que la respuesta al impulso de de largo finito y
por lo tanto es absolutamente sumable.

Ejercicio 16

(a) Calculando la salida recursivamente en n > 0 para z[n] = d[n], se ve que

yl0] =1

y[1] =1

y[2] =2

y3] =3 x2
yld] =4 x3x2
y[n] =n!

La respuesta al impulso es por lo tanto

hln] = nluln]

(b)  Se considera el caso en que la entrada es xi[n] = z[n — 1] = d[n — 1]. Si el sistema es
invariante en el tiempo, la salida deberia ser y;[n] = h[n — 1] = (n — 1)lu[n — 1]. Calculando la
salida recursivamente en n > 0 para x1[n] = d[n — 1], se tiene que

y por lo tanto, la salida es
y1[n] = nlufn — 1].

Se ve que
y1[n] = nlufn — 1] # (n — Dlu[n — 1] = hln — 1]

y por lo tanto, el sistema no es invariante en el tiempo.
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