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Modelos Matematicos

o Representacion simplificada de la realidad utilizando el lenguaje
matematico (expresiones con simbolos y nimeros).

e Simplificacién: proceso de abstraccidn para identificar lo esencial de lo
que se quiere estudiar.

@ Poder predecir el comportamiento, encontrar una solucién valida
(factibilidad), o la mejor solucién vélida (optimizar).

@ En general no es posible o es muy costoso experimentar con el problema
real.

@ Apoyo para la toma de decisiones en sistemas complejos.

@ La experimentacién con el modelo se realiza con el apoyo de
computadoras, a través de software de optimizacién (solvers) y/o de
simulacidn.
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Modelos Matematicos (cont.)

Puede existir m4s de un modelo “correcto” para un mismo problema.
Suposiciones sobre la realidad (simplificacion).

Recoleccién y andlisis de datos (errores e incertidumbre).

El modelado es un proceso creativo e iterativo, que en general se
realiza en equipo. Requiere practica.

Validacién para encontrar errores o posibles mejoras.

@ Implementacion de la o las soluciones obtenidas (en general, la parte
mas dificil).

@ Para los problemas de gestion, suelen utilizarse modelos de

Programacion Matematica, Teoria de Grafos y Simulacién, entre otros.
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Programacion Matematica

@ Modelo matematico de optimizacién que consta de:
» Conjuntos (agrupacién logica de entidades)
Pardmetros (valores predeterminados que se asumen conocidos)
Variables de decision (valores que se quieren determinar)
Funcién objetivo (max, min)
Restricciones (inecuaciones o ecuaciones y dominio de las variables)

v

v vy

@ Se aplica en general a problemas bien definidos.

@ Determinar la mejor solucidn dentro de un conjunto de alternativas
posibles (soluciones factibles), ya sea este conjunto infinito o finito pero
muy grande (optimizacién combinatoria).

o Clasificacion: segin la forma de la funcion objetivo, de las restricciones
y el dominio de las variables (continuas o enteras).
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Algunos ejemplos de aplicacién

@ Asignacion justa de recursos/agentes a actividades:

» Ejemplo: Asignar equipos de cosecha a diferentes dreas, teniendo en
cuenta la capacidad mdxima de cada 4rea (por ejemplo, el nimero de
arboles que se pueden cosechar por dia, o el volumen de madera a extraer),
las superposiciones de disponibilidad de maquinaria o personal
especializado entre las equipos, para maximizar la eficiencia de la
produccién y minimizar los tiempos de inactividad.

» Ejemplo: Determinar la agenda de mantenimiento preventivo para la
magquinaria forestal, teniendo en cuenta los aspectos técnicos y operativos
de cada maquina (horas de uso, tipo de mantenimiento requerido,
disponibilidad de repuestos), para ajustarse lo mas posible a las
preferencias de programacion de las operaciones de cosecha
(minimizando el impacto en la produccién) y la disponibilidad del
personal de mantenimiento especializado.
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Algunos ejemplos de aplicacién (cont.)

o Logistica forestal.

» Ejemplo: Determinar la configuracion de los tratamientos, dentro de un
conjunto predefinido de alternativas (2 filas, 4 filas, etc), para la aplicacién
de un sistema de silvopastoreo, teniendo en cuenta caracteristicas del
terreno, de los animales, las especies de drbol y de la interaccion entre los
mismos, para maximizar las ganancias del sistema respecto a la
produccion de madera y de carne.
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Optimizacion

@ Encontrar la mejor solucién posible, de acuerdo a uno o varios criterios
(objetivos de min y/o max) y a un conjunto de restricciones (ecuaciones,
inecuaciones, dominio).

@ M¢étodos de resolucidn exactos, aproximados o heuristicos.

o Existen programas informdticos que permiten escribir el modelo en un
cierto lenguaje, ingresar los datos necesarios y resolverlos (solver de
optimizacién).

@ El procedimiento de resolucidn a utilizar depende de las caracteristicas
del modelo (clasificacion).
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Optimizacion y Programacion Matematica

@ Programacion Lineal: Simplex, Simplex Dual, Interior Point Method, ...

o Programacion Entera y Entera-Mixta: Branch-and-Bound, Cutting
Plane Method, Branch-and-Cut, Cut-and-Branch, ..., MIP-Heuristics, ...

@ Solvers: CPLEX, Gurobi, GLPK, SCIP, Excel, ...
o Lenguajes de modelado: AMPL, GAMS, OPL, ...
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Optimizacion: Observaciones

@ La calidad de una solucién 6ptima depende en gran medida de la calidad
de los datos (valores de los pardmetros del modelo).

@ Andlisis de sensibilidad (cambios en los valores de los pardmetros) y de
post-optimalidad (what-if).

o La solucion 6ptima es del modelo, no de la realidad (apoyo para la
toma de decisiones).

@ Solucién 6ptima vs solucién subdptima (tiempos de resolucion).
@ Mas de una solucién éptima.

o En algunas ocasiones optimizar puede no ser lo mas importante (ej.:
datos, factibilidad).
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Programacion Lineal (LP)

@ Uno de los problemas de Programacién Matematica mds estudiados y
extendidos (LP por su nombre en inglés).

o La funcion objetivo y las restricciones tienen que ser expresiones
lineales.

e Las variables de decision pueden tomar valores continuos
(decimales).

@ El uso del término “Programacién” en LP proviene de planificar
actividades para optimizar el uso de los recursos.

@ LP es un caso particular de optimizacion convexa y existen métodos
de resolucion efectivos como el Método Simplex (ver mds informacién).
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https://www.cs.cmu.edu/~15451-f17/lectures/lec18-lp2.pdf

LP: Caracteristicas

@ Problema: asignacion de recursos limitados a actividades.

@ Proporcionalidad: 1a contribucién a la funcién objetivo y al uso de los
recursos, es directamente proporcional al nivel de cada actividad.

o ez

@ Adicion (additivity): la contribucién a la funcién objetivo y al uso de los
recursos es la suma de los niveles de cada actividad considerada
independientemente (no depende de la presencia o ausencia de las
demas).

o Divisibilidad: los niveles de las actividades son valores continuos.

@ Determinismo: todos los datos se asumen conocidos y precisos (existen
extensiones para considerar la incertidumbre en los datos).

@ Resolucion: El tamaifio del modelo (cantidad de variables y
restricciones) incide en los tiempos de resolucién.
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LP: Formulacion expandida

Minimize ¢
Subject to  aj1x
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LP: Formulacion algebraica

. . . T
Minimize . cjz; = 2
. n
Subject to > . ajz; <
T = B =10
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LP: Formulacion compacta

Minimize ctx 2

Subject to Ax

IV A
o

X 0

@ La funcidn objetivo puede ser de Min o Max, con Min f = — Max —f.

@ La restricciones pueden ser de =, < 6 >. Se puede ir de una a otra
formulacién, sumando o restando variables de holgura.

e La formulacién con Min, “=", lado derecho b > 0, y dominio de las
variables no negativo, se conoce como Formulacion Estandar de LP.
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Ejemplo de LP: Planteo

Un aserradero que produce dos tipos de productos de madera aserrada de alto
valor: Tablones de Cedro (Producto X) y Vigas de Pino Elliotis (Producto Y).
Para la produccién de estos, el aserradero cuenta con dos mdquinas
principales: la Sierra Cinta Principal (Maquina A) y la Cepilladora y
Canteadora (Méquina B).

@ Produccién de Tablones de Cedro (Producto X):

» Se requieren 2 horas de tiempo de la Sierra Cinta Principal (Médquina A)
para procesar la madera y obtener las dimensiones iniciales.

» Se requieren 3 horas de tiempo de la Cepilladora y Canteadora (Maquina
B) para el acabado final, el cepillado y el canteado de los tablones.

@ Produccion de Vigas de Pino Elliotis (Producto Y):

» Se requieren 3 horas de tiempo de la Sierra Cinta Principal (Maquina A)
debido a la mayor complejidad y volumen de la madera para las vigas.

» Se requieren 2 horas de tiempo de la Cepilladora y Canteadora (Mdquina
B) para el acabado de las vigas.
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Ejemplo de LP: Planteo (cont.)

@ Disponibilidad de Maquinas por Semana:
» La Sierra Cinta Principal (Maquina A) tiene una disponibilidad méxima de
50 horas a la semana para la produccién.
» La Cepilladora y Canteadora (Médquina B) tiene una disponibilidad
maxima de 38 horas a la semana.
@ Precios de Venta:
» El precio de venta de cada unidad de Tablones de Cedro (Producto X) es
de $65.
» El precio de venta de cada unidad de Vigas de Pino Elliotis (Producto Y)
es de $70.
@ Objetivo:
» El objetivo del aserradero es maximizar las ganancias totales por semana
al determinar cudntas unidades de Tablones de Cedro y Vigas de Pino
Elliotis producir, sin exceder la disponibilidad de horas de sus maquinas.

(CENUR Noreste/FING-UdelaR) MOAF 2025 18/30



Ejemplo de LP: Formulacién

Max 65x + 70y

sujeto a:

2x + 3y <50 (cap. maq. A)
3x + 2y < 38 (cap. maq. B)
X, y=0
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Ejemplo de LP: Resolucion Método Grafico

\]

(0,16.667)

3x+2y=38

(2.8,14.8)

2x +3p=50

(0,0) (12.667,0)

5 0 5 10 '\ 15 20 23\
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Ejemplo de LP: Resolucion Método Grafico (cont.)

\ La region factible de un LP
Ix+2p=38 forma un Politopo Convexo

(espacio convexo con un

numero finito de vértices).

(0,16.667) (2.8,14.8)

2x+3y=50

(0,0) (12.667,0)
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Ejemplo de LP: Resolucion Método Grafico (cont.)

N

(0,16.667)

(0,0)

Teorema Fundamental de LP:
Una solucion 6ptima se
encuentra en un vértice o punto
(2.8,14.8) extremos de la region factible

3x+2y=38

(CENUR Noreste/FING-UdelaR)

MOAF 2025

22/30



Ejemplo LP: Método Simplex

@ Es el método cldsico, y uno de los mds utilizados en la prictica, para la
resolucion de problemas LP.

@ Requiere que el problema de LP esté formulado en la forma estandar
(objetivo de minimizacion, restricciones de igualdad y variables no
negativas).

@ Parte de un vértice de la regién factible (solucion basica) y se va
moviendo a vértices adyacentes, de a uno a la vez, y no empeorando el
valor objetivo.

@ Termina cuando se cumpla la condicién de optimalidad (la solucién
actual es la 6ptima) o no exista solucién 6ptima (problema no acotado).
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Ejemplo LP: Resolucion Método Simplex

Min — 65x — 70y
sujeto a:
2x+3y+s;, =150
3x+2y  +5s,=38
X, Y, S1, S, =0
Figura: LP equivalente al anteior con varisbles de holgura sy 52
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Ejemplo LP: Resolucion Método Simplex (cont.)

N

(0,16.667)

3x+2y=238

(2.8,14.8)

(0,0) (12.667,0)

-é é 1‘0 15 2‘0 2
Iteracién I’r \ N
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Ejemplo LP: Resolucion Método Simplex (cont.)

\ Iteracion 2

3x+2y=38

(0,16.667) (2.8,14.8)

2x+ 3y =50

(0,0) (12.667,0)

-5 5 10 15 20 2
Iteracion I,f \ N
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Ejemplo LP: Resolucion Método Simplex (cont.)

(0,0)

Iteracion 2
3x+2y=38

(2.8,14.8)
Iteracion 3: Fin

(12.667,0)

5
Iteracion I’f
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Ejemplo LP: Resolucion Método Simplex (cont.)

\ Iteracion 2

3x+2y=38

(2.8,14.8) me—) So|ucion
Iteracion 3: Fin optima con
valor dptimo
1218 enla
formulacion
original

(0,0) (12.667,0)

-5 5 10 15 20 2
Iteracion I’f \ "N

(CENUR Noreste/FING-UdelaR) MOAF 2025 28/30



LP: Analisis de Sensibilidad y Dualidad

@ Analizar el impacto de cambios (pequeos) en los valores de los
pardmetros sobre la solucion 6ptima del modelo.

@ Al problema LP original (P) se le denomina Primal. El problema Dual
(D) de un Primal también es un LP. El dual de (D) es (P).

@ Propiedad de Dualidad Fuerte: El valor 6ptimo del Primal y del Dual
son iguales.

o La Teoria de Dualidad en LP permite analizar el impacto en la funcién
objetivo de cambios marginales en los valores del lado derecho de las
restricciones (RHS).

@ La magnitud de los cambios marginales en los RHS sobre la funcién
objetivo se conocen como precios sombra o duales de la restricciones.
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El problema del ‘“poeta-silvicultor”

Un poeta adquirié 90 ha de bosques para aumentar sus ingresos econdmicos. Para ello ha
decidido destinar a lo sumo 40 ha para el pino rojo y 50 ha para diferentes drboles de madera
dura. En base a su conocimiento, sabe que tiene que dedicar 2 d/ha al mantenimiento del pino
rojo y 3 d/ha para el de madura dura. Para poder dedicarse a la escritura de sus poesias, no
quiere destinar mds de 180 dias al afio al cuidado de sus bosques. Las ganancias anuales por la
venta de una ha de pino rojo son de U$S 90, y por una ha de madera dura de U$S 120. Ayudar
al poeta a determinar que cantidad del terreno (ha) debe destinar a cada uno de los dos tipos de
bosque, para maximizar sus ingresos.

Extraido de: J. Buongiorno, J. Keith Gilless, “Decision Methods for Forest
Resource Management”, Academic Press, 2003, Chapter 2.
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Extension al problema del “poeta-silvicultor”

@ El poeta quiere saber si le conviene incluir un bosque de eucaliptus en su
terreno. Luego de una minuciosa investigacion, el poeta ha concluido
que para el cuidado de este tipo de bosque deberia destinar 1 d/ha por
afio, y que la ganancia anual serfa de U$S 70 por ha. Para mantener
diversidad en su terreno, quiere destinar al menos 20 ha a cada uno de los
tres tipos de bosque.

@ Ayudar al poeta a determinar que cantidades de terreno debe destinar a
cada uni de los tres tipos de bosque para maximizar sus ingresos,
respetando el criterio de diversidad y la cantidad total de ha del terreno.

@ Sin resolver nuevamente el modelo: ¢le conviene al poeta destinar méas
ha del terreno para el pino rojo? ;le conviene arrendar 1 ha adicional a un
valor de U$S 500 por afo, para destinar a alguno de los tres tipos de
bosque?
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