FORMAS CUADRATICAS

1. MOTIVACION: CLASIFICACION DE PUNTOS CRITICOS

Definicion 1.1. Sea f: U C R® — R un campo escalar y sea xg € U.

(1) Se dice que f presenta en xo un minimo relativo si existe B(xg,d) C U tal que f(x0) < f(x),
para todo x € B(xp,0). En este caso, se dice que f(xp) es un minimo relativo de f.

(2) Se dice que f presenta en xp un maéaximo relativo si existe B(xg,0) C U tal que f(xo) > f(x),
para todo x € B(xp,0). En este caso, se dice que f(xp) es un méximo relativo de f.

Observacién 1.2. Si f: U C R™ — R es diferenciable y presenta en xg un extremo relativo, entonces
dfx, =0

Definicion 1.3. Sea f : U C R™ — R un campo escalar diferenciable. Un punto x¢9 € U es un punto
critico de f si dfx, = 0.

Un punto critico xg de f es un punto de silla si f no alcanza en el ni un maximo ni un minimo relativo.
Es decir, para todo € > 0 existen x,y € B(xg,¢) tales que f(x) > f(xg) > f(y).

Supongamos que Xg es un punto critico de f y que f tiene desarrollo de Taylor de orden 2 (basta suponer
f de clase C3).
r(Ax)

Floxo + A%) — (x0) = dfg(A%) + 5 g (%) + r(Ax), Jim Tax =0

Como xg es punto critico tenemos dfx,(Ax) = 0, entonces

B 1 . T(AX) _
f(x0 + Ax) = f(x0) = 5" fo (Ax) (), con Jim o =0

Si consideramos, intuitivamente, que el resto 7(Ax) es despreciable, entonces el signo de d? fx,(Ax) deter-

mina el signo de Af = f(xo + Ax) — f(x0).
El d? fx, : R" — R es una transformacién lineal dada por

1
deXO(AX) = §X -Hy(xo) - x!

donde
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es la matriz Hessiana de f en xgq.

Observacién 1.4. Si f es de clase C3 se tiene que d?fy, es una forma cuadratica.
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2. FORMAS CUADRATICAS

Definicién 2.1. Una forma cuadratica es una funcién ¢ : R®™ — R de la forma

air ... A1n T
—xt. A —
x)=x""A-x= (212,
pl  --. Gpp Tn
ain ain
donde A = oot es una matriz simétrica (a;; = aj;). La matriz A se denomina matriz
[07%% Ann,

asociada a la forma cuadratica q.

Observacion 2.2. Una forma cuadratica es un polinomio homogéneo de grado 2 en n variables con coefi-
cientes reales

n
q(wl, N ,xn) = E Qi TiT .
ij=1
En particular, en el caso de dos variables tenemos que

a1l a12 x
q(z,y) = (33 y) < a1y Qg ) < y ) = a112® + 2a122Y + azny’.

Ejemplos 2.3. (1) Sea q : R? — R dada por ¢(z,y) = 322 — 6xy + 3? tiene por matriz asociada

(1)
w2 2)(2)

(2) Sea q: R3 — R dada por

1 -1 2 T
2 10 z

La forma cuadrética se expresa como polinomio como q(z,vy,2) = 2 — 2y? — 2xy + 4a2 + 2yz2.

Observacion 2.4. Observar que si g : R” — R es una forma cuadratica se tiene que ¢(0) = 0.

2.1. Diagonalizacion de las formas cuadraticas. La matriz asociada a una forma cuadratica es simétrica
y, usando el teorema espectral para matrices simétricas, sabemos que una matriz simétrica es diagonalizable
sobre una base ortonormal. Entonces siempre podemos obtener una matriz semejante a la inicial que sea
diagonal. Esto permite reducir a la forma cuadratica a sea suma de cuadrados.

Teorema 2.5. Toda forma cuadrdtica q : R — R puede transformarse a una forma
Myt 4+ Ay

mediante un cambio adecuado de coordenadas x = Py, donde P es una matriz ortonormal.

Proof. q(x) =x'-A-x, donde A es una matriz simétrica. Entonces, por el teorema espectral, 3P ortogonal,

tal que
A=PDP!

donde D es una matriz diagonal. Sustituyendo en la forma cuadratica
q(x) =x'-PDP'-x
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Consideremos el cambio de variable y = P'x (equivalentemente x = Py), entonces

q(Py) = y'Dy
AN - 0
SiD= ool entonces q(Py) = Mys + -+ + A\y2.
0 - A
Observar que los A;, i = 1,...,n, son los valores propios de A.

O

Ejemplo 2.6. Sea ¢ : R? — R forma cuadratica dada por q(z,vy,2) = 22 + 2y? + 322 + 4oy + 4yz.

Buscar un cambio de variable lineal e invertible de manera que se eliminen los productos de dos variables
diferentes.

En este caso

A:

SN =
DN DN
w N O

El polinomio caracteristio es x4(A) = (A — 2)(A5)(A + 1). Los valores propios son {—1,2,5}. Por lo tanto
existe un cambio de variable tal que

q(z,y,z) = —x% + Qx% + 5x§.

x T
Veamos cudl es la matriz P ortogonal tal que |y | = P | x2
z T3

S_1= {(22,_2Za Z) RS R} = [(%’__’5)]
Sy ={(2y,y,—2y) :y e R} = [(; é’_gﬂ

5= {(w2m20) 2 € ) = (5.5.3)]

Entonces
2/3  2/3 1/3
P=1-2/3 1/3 2/3
1/3  —=2/3 2/3
Ejemplo 2.7. Reducir a suma de cuadrados la siguiente forma cuadratica.

q(z,y,2) = 22y + 2yz.

La matriz asociada es

A:

o= o
— O =
O = O

En este caso los valores propios son 0, v/2 y —v/2. Entonces q(z,y,2) = —\/ix% + \/ixg
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2.2. Clasificacién de las formas cuadraticas.

Definicién 2.8 (Clasificacién de formas cuadraticas). Sea ¢ : R" — R una forma cuadrética. Decimos que
q es:

e definida positiva si ¢(x) > 0 para todo x # 0 en R".

e semidefinida positiva si ¢(x) > 0 para todo x € R" y Ix¢ # 0 tal que ¢(x¢) = 0.

e definida negativa si ¢(x) < 0 para todo x # 0 en R".

¢ semidefinida negativa si ¢(x) < 0 para todo x € R" y Ixg # 0 tal que ¢(xq) = 0.

e indefinida si existen xg y x3 en R" tales que ¢(x¢) > 0y ¢(x1) < 0.

Teorema 2.9 (Teorema de clasificacién de formas cuadréticas). Sea g : R™ — R una forma cuadrdtica dada
por q(x) = xAx!, donde A € M, (R) es simétrica. Entonces

(1) q es definida positiva si y sdlo si todos los valores propios de A son positivos.

(2) q es semidefinida positiva si y solo si todos los valores propios de A son no negativos y 0 es valor
propio de A.

(3) q es definida negativa si y sdlo si todos los valores propios de A son negativos.

(4) q es semidefinida negativa si y sélo si todos los valores propios de A son no positivos y 0 es valor
propio de A.

(5) q indefinida si y sélo A tiene valores propios positivos y negativos.

Proof. La demostracién de este teorema es una consecuencia inmediata del Teorema 2.5 ya que
g(x) = Myt + -+ Moy

donde los \; son los valores propios de A.

Si retomamos los ejemplos previos tenemos que
(1) q(z,y, 2) = 2% + 2y% + 322 + 42y + 4yz es indefinida.
(2) q(x,y,z) = xy + yz es indefinida.

Ejemplo 2.10. Clasificar la forma cuadrética ¢(z,y) = 222 + 2zy + 2y

()

Los valores propios son 1,3. Por lo tanto ¢ es definida positiva.



