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PRACTICO 6: FUNCIONALES LINEALES, ADJUNCION.

Recuerda: Si K es un cuerpo (usualmente R o C), entonces:

K, [z] denota el espacio de polinomios de grado menor n + 1 con coeficientes en K.

Mnxn(K) denota el espacio de matrices con coeficientes en K de m filas y n columnas.
M, (K) = M, (K).

= A menos que se indique lo contrario, considera en R" y en C" los productos internos
1

usuales, en R, [z] el producto interno (p,q) = / p(x)q(z)dx, y en M,,(R) el producto
0
interno (A, B) = tr(AB").

1. Representacion de Riesz

EJERCICIO 1. Hallar el representante de Riesz de los siguientes funcionales lineales:
1. T:R? — R dada por T(z,y,2) = z + 2y — 3z.
2. T : C3 — C dada por T(z,y, 2) = iz + (2 + 3i)y + (1 — 2i)z.
3. T :Ry[z] - R definida por T'(p) = p(a), donde « es un nimero real fijo.
4. T : Ro[z] - R definida por T'(p) = p(0) + p’ (1).

EJERCICIO 2. Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita, con producto interno, T': V' — K un
funcional lineal no nulo y vg el representante de Riesz de T'.
1. Probar que vy € (Ker(T))L
Probar que ||vg|| = /T (vp).
Probar que dim((Ker(T))*) = 1.
Si {e} es una base ortonormal de (Ker(T))J'; probar que vy = T'(e) e.
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Se considera la funcional lineal 7' : R* — R definida por:
7(1,0,0) = 2, 7(0,1,0) =1, 7(0,0,1) = —1.

Hallar una base de (K ev"(T))l y utilizarla para determinar el representante de Riesz de T'.

2. Adjunta de una transformacién lineal
EJjERCICIO 3. Si T,S : V. — W y R : U — V son transformaciones lineales entre K-espacios
vectoriales de dimensién finita con producto interno, y a € K, probar las propiedades de la adjunta:

1. Si{ey,...,e,} es una base ortonormal de V', entonces

T (w) = (w, T (e1))y -e1+ ...+ (w,T (en))y - €n, Yw € W.

T es invertible < T* es invertible. Ademas (T*)~! = (T~ 1)*.
X es valor propio de T <\ es valor propio de T*.

Ker (T*) = (Im (T))™* .

Im (T*) = (Ker (T))*.
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10. Ker (T™T) = Ker (T).
11. dim (Im (T*T)) = dim (Im (T)).

EJERCICIO 4.

1
1. a) Hallar el producto interno de R? para el cual { <4, O) 0, ) } es una base ortonormal.
b) Hallar el producto interno de R? para el cual {(1,0,0), ,0),(1,1,1)} es una base or-
tonormal.

2. Se considera la transformacién lineal T : R? — R? tal que
T(zx,y) = (x+3y,3x + y,x + y).

Hallar T* en las siguientes situaciones:
a) R? y R? con los productos internos usuales.
b) R? con producto interno usual y R? con el producto interno de la parte 1. b).
¢) R? con el producto interno de la parte 1. a) y R® con producto interno usual.
d) R? y R3 con los productos internos hallados en la parte 1.

EJERCICIO 5. Hallar la transformacién lineal adjunta de las siguientes transformaciones (con los
productos internos usuales)

1. T : Rylx] — Ry[x] tal que T'(p) = p'.

2. T: M3 (R) — M3 (R) tal que T(A) = A + A.

3. Representaciéon matricial de la adjunta en bases ortonormales

EJERCICIO 6. Hallar 5(T)p y 5(T™)5 en alguna base B conveniente, para las siguientes transforma-
ciones lineales.

1. T:C? — C3 tal que T(x,y,2) = ( 2z + iy, y — biz, x4+ (1 — i)y + 32 ).

2. T:R> = R? tal que T(x,y,2) = (22 +y—2, o +y+z).

3. T : My (R) — Ms (R) tal que T(A) = ( _11 § >A.

EJERCICIO 7. Se considera la transformacién lineal 7' : R* — R? definida por

T(x,y,z) = (r —y+22,—2x+2y —3z, —z+y—2).

1. Hallar bases de Ker (T) y de Im (T).
2. Sin determinar T, hallar bases de Ker (T*) y de Im (T™).

EJERCICIO 8. Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita con producto interno, S un subespacio
vectorial de V' 'y T': V' — V una transformacién lineal.
Probar que

S es invariante bajo T < S+ es invariante bajo T*.

EJERCICIO 9. Sea V un espacio vectorial con producto interno sobre R, con dim(V') = 3. Se considera
una transformacion lineal T': V' — V y un subespacio vectorial S de V.
1. Si dim(S) = 1 probar que S es invariante bajo T < existe A9 valor propio de T tal que
S C N(T — Mol).
2. Si dim(S) = 2 probar que S es invariante bajo T < existe A9 valor propio de T tal que
Im(T —XI)C S



3. Se considera la transformacién lineal T : R?® — R? tal que
T(l’,y, Z) = (7y - 6Z7 -+ 4y7 2y - QZ)

a) Hallar todos los subespacios de dimensién 1 invariantes bajo 7'
b) Hallar todos los subespacios de dimensién 2 invariantes bajo 7.



