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PRACTICO 5: PRODUCTO INTERNO Y NORMA INDUCIDA.
ORTOGONALIDAD.

1. Producto interno y norma inducida

EJERCICIO 1. En cada caso, probar que (, ) : V x V — K es un producto interno en V.
IL.V=R} K=R y{(z,y,2), v, 7)) =xz'+ 2yy + 322
2.V=M,R), K=R y(A4,B)=tr(AB").

., Cémo ajustaria este producto interno para que funcione para las matrices complejas?
/

3.V:C2,K:(CSiX:<x)eY:(m/>,entonces<X,Y>:XtAYdondeA:
Yy Yy

1 1

. (observe que X' es un vector fila e Y es el vector columna conjugado de Y).
—1

EJERCICIO 2. En cada caso, probar que (, ) : V x V — K no es un producto interno en V.
LV =Rsz], K=Ry (p,q) = p(1)q(1).

V=R K=Ry ((zy), () =z +yl/|

V=R?, K=Ry ((ab),(c,d)) = ac— bd.

V=M, (R),K=Ry (A B)=tr (A+B).

V=C0,1], K=Ry (f,g) = fo/* f®)g(t)dt.

A

EJERCICIO 3. Indicar si las siguientes afirmaciones sobre un espacio vectorial con producto interno
son verdaderas o falsas.

1. Un producto interno es lineal en ambas componentes.

2. (v1 + v2, w1 + wa) = (v1,w1) + (va, wa) V¥ vy, v, w1, wa € V.

3. Si (v,w) =0V w €V, entonces v = o.

EJERCICIO 4. Sea (, ) : R™ x R™ — R un producto interno cualquiera.

Probar que:
(X,Y) = anxmy + -+ anT1yn
+a1r2y1 + - -+ a2nT2Yn
Fan1TnY1 + - F CGnTnln,
€1 1
siendo X = : ,57: yaj €R Vi,j=1,...,n.
Tn Yn

Concluir que (X,Y) = XAY con A € M,(R).
.,Cudl producto interno se define si se considera que A es la matriz identidad?
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EJERCICIO 5. Sea V' un espacio vectorial real con producto internoy || || : V' — R la norma inducida
por él.

1. Probar que
v 4 w|? + Jv —w|)® = 2|Jv]|* + 2wl Vo,we V. (Regla del paralelogramo).
2. Probar que
4 (v,w) = ||v + w|* = v — w]|? Vo,weV. (Polarizacion).
3. Analice cudl de las dos propiedades anteriores sigue valiendo en un espacio vectorial complejo.

EJERCICIO 6. 1. Sea V = C? con el producto interno habitual. Se consideran los vectores v =
(2,1+i,1) y w = (2—1i,2,1424). Calcular (v, w), ||[v||?, [[w||* v |Jv + w||?. Verificar la desigualdad
de Cauchy-Schwarz y la desigualdad triangular para estos vectores.

2. Sea V. = C[0,1] con el producto interno (f,g) = fol f(t)g(t)dt. Se consideran f(t) =ty
g(t) = et. Caleular (f,g), | £, lgll*> v If + g|*. Verificar la desigualdad de Cauchy-Schwarz
v la desigualdad triangular para estos vectores.

2. Conjuntos ortogonales y ortonormales

EJERCICIO 7. En un espacio vectorial real con producto interno y considerando su norma inducida,

probar que si v +w y v — w son ortogonales entonces v y w tienen la misma norma.

EJERCICIO 8. Sea V' un espacio vectorial real con producto interno. Probar que si u y v son ortogo-
nales, entonces ||u + Av|| > ||ul]| YA € R.

EJERCICIO 9. 1. Se considera R* con el producto interno habitual.
Hallar una base ortonormal del subespacio S = [(1, 1,0,0),(1,1,1,1),(-1,0,2, 1)]
2. Se considera C? con el producto interno habitual.
Hallar una base ortonormal del subespacio S = [(1, i,0), (1,1, 1)]

EJERCICIO 10. Sea A en My, «n(R). Probar que si las columnas de A forman un conjunto ortonormal
de vectores de R con el producto interno habitual, entonces A*A = I,,.

EJERCICIO 11. Hallar un producto interno en V para el cual la base B resulta ser ortonormal:
L V=R B={(1,1),(2,-1)}.
2.V =C?% B={(1,i),(-1,4)}.
3. V==C B={(1,4,1),(0,0,1),(0,1,4)}.

EJERCICIO 12. Sea {v1,...,v,} una base de V, espacio vectorial real con producto interno.
n n
Si se cumple que (w,w) = > a? Yw = Y a;v; € V, probar que {v1,...,v,} una base ortonormal de
i=1 i=1
V.

EJERCICIO 13. En un espacio vectorial con producto interno y considerando su norma inducida,

probar que si {ug, ..., u,} es una base ortogonal, entonces

cv =y, 4 T|Z:W2>“"'

1
2. (v, w) = Lanluw) o (o) (nw)

Jlua | llun ®
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EJERCICIO 14. Considere V' = Rylt], el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual

que 2, con el producto interno
1
(p,q) = / p(t)q(t)dt.
~1
A partir de la base B = {1,t,t?} construya una base ortonormal de V usando el método de Gram-
Schmidt.



