INTRODUCCION

1 Sistemas y modelos

Para nuestros propdsitos, un sistema es un conjteitosez infinito) de elementos, con
atributos numéricos o no numéricos, tal que losetgos estan influidos por relaciones. Esta
definicién es muy general, para permitir su apii@a@ casi todos (o directamente todos) los
posibles casos en los cuales se puede construrodelo matematico; de hecho, al analizar
algunos modelos matematicos en detalle, como hareaacontinuaciéon, se aclarara
perfectamente esta definicibn un tanto abstracia.efpezar, un modelo matematico es la
representacion (usualmente simplificada) de ummsiatpor medio del lenguaje matematico.
Por ejemplo, el modelo matemético del sistema S@aipara ser mas preciso, porque se
pueden construir muchos otros modelos matematiebsistema solar mas complejos, un
modelo matematico simple del sistema solar) tiemacsus elementos al sol y a los planetas
(y tal vez a los satélites de los planetas, y @dosetas, etc.). Sus atributos son sus diametros,
Sus masas, sus posiciones y sus velocidades; abidlostos numéricos: si se quieren incluir
atributos no numéricos se puede agregar que edsS@strella”, que Mercurio, Venus, Tierra
y Marte son “planetas interiores”, que el restdadeplanetas son “planetas exteriores”, que
los satélites son “satélites”, etc. Las relacios@s las ecuaciones diferenciales que rigen sus
movimientos: en general en un modelo de este dipaliametros y los atributos no numeéricos
son superfluos, porque no se usan; los atributasunwéricos, porque estan implicitos en las
ecuaciones diferenciales o no tienen importanclasydiametros porque, teniendo en cuenta
las distancias consideradas, son irrelevanteso $jue tenemos es un modelo fluvial que
incluye el transporte y difusibn de varios tipos plerticulas suspendidas, tal vez sea
importante, en los resultados, la clasificacidradeparticulas como “contaminantes” o “no
contaminantes”.

En el caso de estos ejemplos las relaciones soacieoes pero, en un problema de
programacion lineal, por ejemplo, las relacionesdem ser desigualdades (“encontrar el
maximo de tal funcion lineal de ciertas variablaslas cuales determinadas combinaciones
lineales de dichas variables son menores que degw@atales constantes y mayores que o
iguales a cero”).

Los modelos més primitivos son modelos mentaledo®er humano tiene modelos mentales
del universo, del lugar donde vive, o de cémo sewelds cosas. Los modelos mentales
pueden ser inconsistentes o incompletos, debidoeapara detectar contradicciones, por
ejemplo, es necesario un cuidadoso andlisis queajgria de los seres humanos no esta en
condiciones de llevar (mentalmente) a cabo. Fesmo sapiengiene la habilidad de
comunicarse por medio del lenguaje; asi aparecemtamlelos verbales, que en general tienen
menos inconsistencias que los modelos mentalegu@arsualmente un modelo verbal esta
sujeto a algun andlisis, tal vez muy intuitivo. elos modos, un modelo verbal no es
robusto, en el sentido de que la informacion tratidan verbalmente cambia (y a veces
cambia mucho) de individuo en individuo (el juegs t&léfono roto es un excelente ejemplo
al respecto).
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Uno de los méas importantes avances tecnolégicok dnistoria de la humanidad fue la
invencién de la escritura. A partir de ese momesastieron los modelos escritos. En general
un modelo escrito es mas consistente y completaigueodelo verbal, porque el escritor (0
escriba) tiene tiempo para pensar sobre lo quepest&scribir, y también es mas robusto
porque, aunque un modelo escrito puede ser intagwele maneras diferentes, esta situacion
suele ser poco frecuente, al menos hasta que ropg@sado mucho tiempo; por otra parte, si
bien desgraciadamente muchos documentos, obraariite y tratados cientificos de la
antigiedad se han perdido, otros, notablementdaseconservado, en algunos casos (por
ejemplo los Manuscritos del Mar Muerto) muy biererd® la verdadera revolucién en
“modelizacion” se produjo cuando se empezaron anditar los modelos matematicos y
fisicos.

Un modelo matematico es un modelo que emplea stmbwlatematicos y usa teorias

matematicas. Un modelo fisico es una construcdgcaf que representa algun proceso fisico
gue queremos estudiar. Los elementos de la congiruéisica pueden ser exactamente los
elementos del proceso en el cual estamos intergsad@ueden ser diferentes, y debe
encontrarse alguna correspondencia entre el coapmmto de nuestro modelo y el

comportamiento del proceso real que estamos estialia

Cuando, hace mas de sesenta afos, aparecieroonasitadoras, los modelos matematicos
comenzaron a ser cada vez mas complejos y cadmagzletallados. Dado que uno genera
un modelo para computar algun resultado, eso ggnifue tal y tal elemento se comportan
de esta o aquella manera, y antes de las compatadolamente se podian explotar modelos
muy simples, en su mayoria lineales (era extraardimente tedioso resolver un sistema de
ecuaciones lineales que incluyera una matriz deot@0). Los modelos matematicos son en
general mas baratos que los modelos fisicos, pnpkeimentan mucho mas rapidamente: por
ejemplo, un modelo matemético de un rio como ediapuede prepararse muy rapidamente,
y también puede muy rapidamente transformarse enadelo matematico del rio Uruguay,
mientras que para preparar un modelo fisico dePai@né en el Instituto Nacional del Agua
de Argentina hay que fabricar una reproduccionadngda del lecho del rio (a menor escala,
por supuesto) y para transformar este modelo emadelo del rio Uruguay lo que hay que
hacer es practicamente destruir el modelo antgriconstruir uno nuevo. Sin embargo, los
modelos fisicos contindan siendo extremadamente orlaptes por dos razones
fundamentales: por un lado, a la larga todos lodatoe matematicos (al menos al principio
de su uso) tienen que ser comparados -si es posimelo que pasa efectivamente en la
realidad (o sea: nunca nos podemos conformar canelutubracion matematica, por mas
seguros que estemos de ella, hasta no cotejarléaa@alidad); por otro lado, existen unos
cuantos fendmenos fisicos (méas de los que en deseecaee, incluso en fisica clasica) que no
son todavia lo suficientemente conocidos como pararepresentados por ecuaciones y
desigualdades matematicas, a menos que uno engfdeeones empiricas (que por supuesto
son extremadamente convenientes, pero no necesat@myudan cuando uno esta tratando
de entender el correspondiente complejo procesoofisPor ejemplo, el fenédmeno de
turbulencia no se conoce todavia suficientementap yhay ecuaciones conceptuales que
representen exactamente el ciclo hidrolégico, es,dgmo la lluvia en una cuenca hidrica se
transforma en caudal en un rio de dicha cuenca.
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2 Modelos matematicos

Comencemos tomando un modelo muy sencillo, a sabemodelo discreto que simula el
crecimiento de una poblacion en ausencia de gugmestricciones naturales tales como falta
de tierras o de alimentos y, aparte, sin inmigraciéemigracion. Tal modelo puede escribirse
como

Poi1=P,(1+0), (1)

dondePn indica la poblacion al comienzo del periad¢por ejemplo, al comienzo del afp

y a es la tasa de crecimiento de la poblacion. Aursggamos el valor de la ecuacion (1)

no alcanza para conocer completamente la evoludgdla poblacion. Y no alcanza porque
necesitamos algo mas: necesitamostaxliciones inicialegen este caso, una sola condicion
inicial), o sea el valor de la poblacién en el péai inicial, que podemos indicar, sin pérdida
de generalidad, como el correspondiente=e0. Es decir, necesitamos también una ecuacion

Po=a (2)
dondea es un numero real (positivo) que indica el tamdéda poblacién al comienzo de
nuestros céalculos. De hecho, éste es un models@onuna variableP, pero el estado del
sistema representado por el modelo en cada pededodica por el valor de todas sus
variables (en este caso, una) en ese periodo gotmlicon el subindice en el ejemplo) y el
estado inicial tiene que conocerse, es decir, &sres de todas las variables en el instante
inicial tienen que prescribirse.

Esta es una caracteristica de todos los modelosagubian con el tiempo, sea en un nimero
discreto de instantes, como en este modelo sensé® en un continuo de instantdsos
modelos que varian con el tiempo se llaman modkdasvolucion, o transientes, o dinamicos,
o impermanentes. En esta clase de modelos, adenias dcuaciones —0, mas generalmente,
de las relaciones— que gobiernan su comportamiaiganos datos sasiemprenecesarios:
las condiciones iniciales. Por ejemplo, en un mode&s complejo, la ecuacién del calor
unidimensional (la clasica ecuacion parabdlica erivddas parciales), que representa la
conduccion del calor en una barra infinita unidisienal, a saber

ou o &°u
=0 ,
o ox

dondeu=u(x,t) indica la temperatura en la posicioren el instante, y o2 es la difusividad
térmica, la condicién inicial es u(x,0) = ug(x), donde U, es una funcién conocida.

Concretamente, los datos necesarios son infint@dri¢amente, deben suministrarse los
valores para todg, —oo <X < o).

! De todos modos, desde un punto de vista praaicstado de un modelo continuo debe
ser computado solamente en un namero finito darntes, de modo que siempre hay que
adoptar algun tipo de “discretizacion”. Analoganeeren un modelo discreto, desde el
punto de vista tedrico podemos pensar en infinibssantes, pero en la practica nos

tenemos que contentar con un namero finito de tiatos.
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El problema con los modelos (deterministicos) delumidn cuyas datos conocidos son

solamente las condiciones iniciales (y los paramsetsobre los cuales se discutira en la

subseccion 2.1- come® en la ecuacion del calor y la tasa de crecimienegm el modelo

poblacional) es que, si el modelo representa algsw fisico, todo lo que podemos hacer es
predecir el estado del modelo en el futuro: no pame“modificar” este futuro, en el sentido
que el futuro estd completamente determinado goedaaciones y desigualdades del modelo
y por las condiciones inicialésAhora bien, en lo posible queremos no solamengeecir

sino tambiércontrolar, es decir, tomar medida para que en algun instaitituro el estado

del sistema sea un estado que nos satisfaga, enalsngque esté tan cerca como sea posible de
un estado que nos satisfaga. Para esta clase medltmecesitamos también otros datos. Por
ejemplo, la evolucién de la poblacion puede serifitadla por medio de la inmigracion o de

la emigracion. Si representamos con la variarpla inmigracion o la emigracion del tiempo

al tiempo n+l (inmigracion como valor positivo, emigracion aonvalor negativo,
algebraicamente hablando), la ecuacion (1) seftiana en

P 1:Pn(1+a)+| o 3)

Por supuesto, la existencia del dar'gmo significa que en la practica haya un “contres,

decir, no siempre podemos cambiar el valod gera tener, después de un cierto periodo
simluado, los resultados que queremos. Pero a gépesiemos.

En nuestro ejemplo con una ecuacion diferencialpdica este “control” esta disponible si
en lugar de tener una barra infinita tenemos umgafcon extremos en los puntay b, es
decir, los puntosx satisfacena<x<b, y entonces el problema deberia formularse de la
siguiente manera:

2
FRidb: @
U(x,0)=u (¥, 5)
u(a,t):ul_(t), u(b,t):uR(t). (6)

2 De hecho, eso es exactamente lo que Laplaceganizente cuando escribié su famosa
frase “podemos pensar el estado presente del sonivesmo el efecto de su estado
anterior y la causa de lo que vendra. Una intetigeque, en un instante dado, conociera
todas las fuerzas de las cuales la naturalezaamstéada y la posicion respectiva de los
seres que la componen, si por afladidura fuerafloientemente poderosa como para
analizar esos datos, incluiria en la misma fornhosamovimientos de los més grandes
cuerpos del universo y de los del mas liviano atonamla seria incierto para ella, y el
futuro, como el pasado, estarian presentes ant@asis(Laplace, 1814). Las ecuaciones
de movimiento requieren como condiciones inicideposicion y la velocidad de todos
los elementos del sistema. Como no se incluyeniciamés de contorno -sobre las cuales
se discutira en seguida-, las posiciones y veldesaniciales determinan las futuras
posiciones y velocidades. De hecho, como la meaatésica es reversible, la flecha del
tiempo no importa, y podriamos -al menos tedricaareronocer no solo el futuro sino

también el pasado.
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En (6) u Yy u, son las condiciones de contorno de la ecuaciterafitial en derivadas

parciales (4) con condiciones iniciales (5) (larf@ale la ecuacién del calor muestra -o mejor
dicho demuestra- que para una barra finita esagiciones de contorno son admisibles). Tal
vez podemos controlamL y Uy, tal vez no. Pero es obvio que, cuando se intemuc
condiciones de contorno en el problema, los resdodtan el futuro no estan completamente
determinados por el estado del sistema en el itestaigial. Cuando se trabaja con ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales es usual deeiun problema con condiciones iniciales,
pero sin condiciones de contorno, es un problemaadieres iniciales, o un problema de
Cauchy, y un problema que tiene tanto condiciomésiales como de contorno es un
problema mixto de condiciones iniciales y de camdr

2.1 Parametros

O sea siempre necesitamos como datos (si el moeletuciona con el tiempo) las

condiciones iniciales; a veces necesitamos tamddgmos datos que representan influencias
externas sobre el modelo a lo largo del tiempo é@mplo, las condiciones de contorno de
las ecuaciones diferenciales en derivadas partigléialmente necesitamos una clase de

datos distinta: los parametros, comen la ecuacion (1) gz en la ecuacion (4). En general,
los parametros son constantes, o cambian raradugante el tiempo de simulacién, y a
menudo uno de los mas importantes problemas qudiem® para implementar un modelo
atil es tener los parametros correctds.veces uno puede medir los parametros (o engontra
sus valores buscando en tablas conocidas o emdpifilia) y a veces no. Cuando uno no
puede medir los parametros, es necesario ajust@rloalibrarlos), es decir, obtener valores
de los pardmetros tan cercanos a los verdaderoscafuecidos) como sea posible.
Volveremos sobre este tema més adelante.

2.2 Problemas estacionarios

Algunos modelos no representan problemas de ewwlues decir, el tiempo no figura como
variable. En esos casos decimos que los modelogstanionarios o permanentes. Muchos
modelos de ingenieria civil son estacionarios, dgu® los ingenieros (y la gente en general)
prefieren tdneles que no cambian con el tiemponteseque no cambian con el tiempo, etc.
Las ecuaciones diferenciales en derivadas parcialisticas rigen tipicamente el
comportamiento de fendémenos estacionarios. La neigille ecuacion eliptica lineal
homogénea (en tres dimensiones) puede escribirse

2 2 2
ou o°u ou
3t 2t 50, 7
N (7)

o o

% Observemos en este punto una diferencia entreuac®n del calor (que es la ecuacién
en derivadas parciales parabdlica lineal homogérgasimple posible) y las ecuaciones
de movimiento en las cuales estaba pensando Laptaca la ecuacion del calor, la
flecha del tiempamporta Podemos predecir el futuro, pero no calcularasiago, y es

interesante comprobar que esto esta indicado paodlo de que el parémeb%debeser
positivo.

* A veces, segin el valor de un pardmetro un modelocomporta de maneras
completamente distintas, y es importante sabervglges de un pardmetro son los

limites entre un comportamiento y otro. No diseutips este fendmeno en este capitulo.
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dondeu=u(x,y,2) es una funcion de tres variables en un domingbnensionalQ. En este
caso, los datos los suministran las condicionedtorno (las condiciones iniciales no son ni
posibles ni necesarias, dado que el proceso noigamob el tiempo), por ejemplo

u(x,y,2)=g(x,y,z) sobre la fronteradQ de Q. (8)
cong funcién conocida.

La ecuacion (7) se conoce como ecuacion de Lap&icen lugar de ser homogéneo el lado
de la derecha fuera diferente de cero, por ejemplo

82u azu 82u

¥+ y+ g=f(x,y,2), 9

la funcién (conocida)f(x,y,z2) agrega datos adicionales, y la ecuacion (9) seordma
ecuacion de Poisson. Por supuesto podemos inolgificentes que multiplican cada término,
incluyendo mas términos, etc., y entonces los petré@s adicionales tiene que ser medidos o
ajustados. La condicion de contorno (8) se denomamalicion de Dirichlet, y por supuesto
hay otros tipos de condiciones de contorno.

2.3 Modelos deterministicos y estocasticos

Todos esos modelos, de evolucion o estacionanosi®delos deterministicos, en el sentido
de que suponiendo que las ecuaciones represergatamrente el fendmeno bajo estudio, que
podemos llevar a cabo todas las mediciones comelgigon requerido, y que si los errores
originados en los calculos con un namero finitoddeimales de nimeros que contienen un
namero infinito de digitos estan acotados satisfarnente, obtendremos el resultado exacto
(m&s menos, por supuesto, un error aceptable):nemadelo de evolucion, por ejemplo,
deberiamos obtener como resultado qué sucederiagsms parametros, esas condiciones
inciales, y esas condiciones de contorno, en &rnits finalT del tiempo de simulacion. Pero
algunos modelos muy importantes son modelos estoagisen el sentido de que el modelo
deberé reflejar una situacion real en la que eldestlel sistema cambia en forma azarosa. Por
ejemplo, un modelo de colas de espera: el sistemsiste de un empleado que esta ocupado
atendiendo a la primera persona en una cola, aygente esperando en la cola, y tanto el
tiempo de atencion del empleado al cliente comdieshpo entre llegadas de sucesivos
clientes a la cola son aleatorios. Y queremos natatste proceso.

Aqui tenemos dos problemas distintos: por un lddocomputadora es una maquina

deterministica: uno espera que, si uno corre ugransa en su computadora hoy, un dia frio y
hamedo, con un cierto conjunto de datos, y mafiiiaacaluroso y seco, se corre el programa
con exactamente el mismo conjunto de datos, eltaglsudeberia ser el mismo. Uno se

pondria extremadamente nervioso si el resultada fdiéerente. ¢ Como podemos representar,
con una maquina deterministica, una situacion ncieye aleatoriedad? Y, por otra parte, si

el resultado es aleatorio, suponiendo que el prpngllema se soluciona, ¢qué significa el

resultado? El resultado podria haber sido complemt¢e diferente, porque se han incluido

variables aleatorias en el modelo.

No nos detendremos en modelos estocasticos ercasiilo, pero podemos decir que el
primer problema se resuelve usando numesesidoaleatorigsesto es, numeros generados
deterministicamente pero tales que un estadistiofegional no puede diferenciarlos de
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nameros auténticamente aleatorios. El segundo grablse resuelve simulando muchas
instancias del proceso bajo estudio, de modo quiarpos coleccionar la informacién
relevante necesaria. De paso, comentemos que wsualios modelos estocasticos son de
evolucion.

Introduzcamos ahora algunos modelos simples, qeesexviran para hacer comentarios
sobre el proceso de modelizacion.

3 Dinamica poblacional

El modelo demografico mas simple posible (o, samsis hablando de seres vivientes en
general, no necesariamente humanos, el modeloimpake gosible de dindmica poblacional)
es el modelo (1), (2) o, si incluimos inmigraciérerhigracion, el modelo (3), (2). Por
supuesto este modelo no es sustentable duranteriodp prolongado: a la larga, toda la
superficie de la Tierra terminaria ocupada porssktgnanos, sin espacio para moverse de un
lugar a otro. Pero para un periodo corto el mogekde ser perfectamente realista. Hemos
mencionado que el térming puede ser considerado un “control”, en el sentidajue por

medio de esta variable alguien puede tratar denebtdeterminados resultados después de
algunos afios. De hecho, la variable ha sido (ontentado ser) un control. Por ejemplo,
varios paises (los paises de inmigracion: Estadodod, Canadd, Argentina, Uruguay, y
otros) tuvieron durante el siglo XIX una politicetimamente favorable a la inmigracién (tal
vez selectiva: la Constitucion Argentina, por ejanjndica en uno de sus articulos que la
Argentina esta interesada en la inmigra@anoped y otros paises (ltalia, Espafia) no tenian
problemas en que algunos de sus habitantes lo abarah, como un mecanismo para reducir
tensiones sociales. No siempre el control funciexgctamente como estaba planeado: Gran
Bretafia estaba interesada en la emigracion hasiadanias “blancas” (Canada, Australia,
Nueva Zelandia) y sin embargo muchas personas aroigrde Gran Bretafia a Estados
Unidos.

Por supuesto, el control puede ser el propio paréameuna eficiente politica sanitaria puede
incrementar su valor, de modo que la poblaciéncareads rapidamente, y por otra parte una
politica de control de la natalidad (como la chimagde reducir el valor de

Por ultimo, notemos que es obvio que se puedercingha version continua (exponencial)
de este modelo: si en vez de un intervalo tempgual a uno tenemos un intervalo temporal
arbitrarioAt, y seguimos considerandaraomo la tasa de crecimiento por unidad de tiempo,
la ecuacién (1) se convierte en

P(t+At)—-P(t)
At =aP(t)

y cuandoAt tiende a cero llegamos a la ecuacion diferencdiharia

dP
a=aP(t)

con condicién iniciaP(O):Po. La solucion de esta ecuacion es por suleé(st)gPoe“t. La

“condicion de control” seria ahora el flujo inmigyeio o emigratorio “instantaned(t) -en el
caso en que lo tomemos en cuenta- de modo queapuuiescribir
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P(t)=P " +(1). (10)

La ecuacion (10) es simplemente la versidon contigda ecuacion (3) la versién discreta- de
este modelo elemental de poblacién.

De todos modos, a menudo este modelo es demasiapte.sPor un lado, para periodos
prolongados no es realista, dado que la pobladidpuede crecer indefinidamente. Por otro
lado, en muchas ocasiones necesitamos un modelaeteéitado, que incluya, por ejemplo,
cémo se distribuye la poblacién segun su edadb®acion geografica o su clase social.

Para tener en cuenta el primer problema (el segpndolema no lo consideraremos), el
modelo logistico puede ser una buena aproximateidea es que los recursos alcanzan sélo
para una poblacion limitada, por lo cual la tasam@eimiento de la poblacién, en vez de ser
proporcional a la poblacién (como cuando la poBladrece exponencialmente) deberia ser
proporcional a la poblacién, pero multiplicada parfactor que disminuye con la poblacion.
La mas sencilla funcién decreciente posible esfuneion lineal, de modo que la ecuacion
logistica continua es

%?:P(t)(a—bP(t)), (11)
donde, por supuesto, la condicion iniciaP¢8)=P, conP, pequefio.

Analogamente, la ecuacion logistica discreta es

P
P =P (1+a(1- 7)) (12)

0 (si consideramos un intervalo temporal distiredadunidad)

P _.—P P

t+AL | t t
— =P, (13)

a
y b= K-

3.1 La ecuacion logistica continua

La ecuacion logistica continua fue formulada pompra vez por P.-F. Verhulst (Verhulst,
1844), y esta regida por la ecuacién (11), quenesecuacion diferencial ordinaria no lineal
de primer orden, con la condicion inicl%([)):PO. Se puede demostrar que esta ecuacion tiene

una solucion explicita -ver por ejemplo (Haberni98)-, a saber
a/lb
a-bP, b
1+( bP, e

P(t)=
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P(t)=
1+(

K—Po)e_at
PO

y entonces se ve facilmente que

lim

PH)=1=K,

t—

y que siP(0) <K entonced?(t) crece siempre, y es siempre menor l§usi P(t) > K entonces
P(t) decrece siempre y es siempre mayor gle aunquer este caso no nos interesa). De
hecho, podemos deducir esta propiedad analizanglukecion (11) directamente, sin conocer
su solucién explicita.

Aqui hay dos parametros que es necesario ajustaber,a y b (o K). En casos simples,
como los regidos por las ecuaciones (1) o (10),tiguen pocos parametros, probablemente
la mejor manera de llevar a cabo el ajuste seaapiiirectamente, por ejemplo, minimos

cuadrados: tenemos los datos registrados parasvaiami‘x;j:antesti A A también
1 2 n
sabemos cudl es la poblacion inid?@l Entonces buscamos el minimo

N
- 2
min, .Z (InP. =InP ~at, )
J:l J J

para el caso exponencial.

El caso logistico es mas complicado: el problempuszle atacar desde diferentes angulos.
Por ejemplo, la curva que se obtiene en el cadstiog es una sigmoide, o sea tiene forma de
S: cerca del instante inicial se parece a una eqpmal, y entonces podemos tratar de usar

® De paso, podemos comentar que si bien el veneradledo de minimos cuadrados es
una técnica muy usada para ajustar modelos, ne@sariamente la mejor: por un lado,
tiene muchas propiedades tedricas “buenas” y, aslepttlemos obtener un conjunto
minimo de valores usando herramientas del andiaiematico: el valor extremo estara
(si existe en el interior de un dominio) en un pueh el cual la derivada sea cero; por
otra parte, el método no es robusto, en el sedidgue la existencia de un valor fuera de
rango (un “outlier”) -sea porqgue tal valor existgparque se midié mal- puede cambiar
notoriamente el resultado. Minimos cuadrados escedmente una minimizacion en el

espacidz; Si queremos minimizar o (es decir, si queremos minimizar la suma de los
valores absolutos en vez de la suma de los cuajratigproblema es de desviaciones
minimas absolutas y se puede enfocar desde el mletvista de un problema de

programacion lineal. Ver por ejemplo (BarrodalegbBrts, 1973).
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sélo valores cercanos al tiempo inicial para ajustg entonces aproxim#t para el resto de
los valores. O podemos “discretizar” la ecuacionsgr la discretizacién. De todas maneras,
este ejemplo muestra que ajustar un modelo nocesagamente facil, no sélo desde el punto
de vista técnico: de hecho, un ajuste consistesencéa en resolver un problema inverso, o
sea un problema en el cual, sabiendo el resultadmemos calcular los datos, o algun dato, y
los problemas inversos estan mal condicionados eergido de HadamafdA menudo el
ajuste se obtiene empiricamente, sobre todo culaaglanuchos pardmetros: por ejemplo, si
uno esta tratando de modelizar un tramo de un do en modelo hidrodindmico,
probablemente el ajuste se lleve a cabo por mezliendenfoque tipo “prueba y error”, en el
cual la experiencia del modelista es fundamental. dBpuesto, también se pueden encarar
enfoques basados en matemética tedrica, que sonimtergsantes y plantean desafios
intelectuales no triviales (Groetsch, 1993).

3.2 La ecuacion logistica discreta

En este caso, lo que tenemos en general -ecudd@po (13)- es

P P P

t+AL |t t
At —aPt(l— K).

Se puede observar que aca también el limite ded@én eK, tanto para poblaciones que
inicialmente estan por encima #ecomo para las que inicialmente estan por debajel S
intervalo temporal es unitario, es decirAstl, tenemos

P,
Pt+1_Pt:aPt(l_ E)’

es decir,
P, l—Pt=Pt(a—th),
a
conb= K Y entonces
P, +1=Pt(1+a—th)=Pt(y—th),

Y

cony=1+a. Sea ahorat tal quePt: b Entonces

® Sin formalizar demasiado, un problema bien cond®ilo es un problema en el cual
1. Existe una solucion;

2. La solucion es Unica;
3. La solucién depende continuamente de los datigsrdblema.

Si un problema no es bien condicionado se consiaedacondicionado. Por supuesto,
para formalizar esta definicibn necesitamos unaltgpa que le dé sentido al término
“continuamente”.
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%Xt+1: (%)

X, 1:yxt(1—xt).

Si 0§x0§1 y O<y<4,x €[0,1] siempre. En un articulo memorable (May, 19%@&)y también

(Li y Yorke, 1975)- Robert M. May mostro el sorpdemte comportamiento de esta ecuacion,
segun sea el valor del parAmefroConcretamente, se puede probar que, si excludabs
analisis los valores |n|C|aIe§)=0 y x0=1—;, para los cuale&l:x0 siempre, yxozl, para el
cualxt=0 sit>1, entonces

1. Siy<3, la iteracion converge (por supuesto,di converge a cero; si $<3 el limite es
1-2);
2

2. De 3 en adelantat se aproximard, oscilando, a dos valores cuanwmde ax hasta
aproximadamente 3.45 (3.44948...). Entonces -inengamdoy- X, se aproximara,

oscilando, a cuatro valores, luego a ocho valduego a dieciséis valores ... , hasta
alrededor de 3.57 (3.56994...).

3. En ese momento aparece el caos (excepto pamoalgangos aislados édedonde el
comportamiento no es caotico). Es decir, si se afigeramente el valor iniciad0 el

comportamiento de la iteracion cambia en forma @sipnante. Ademas, no se puede
observar ninguna oscilacion con periodo finito.

La tasa entre dos duplicaciones consecutivas tiendéna constante (la constante de
Feigenbaum). De este modo se pueden modelizar, l&oacuacion logistica discreta,
situaciones en las cuales una poblacion tiene mpodamiento caético. Como May dice en
su articulo “... fluctuaciones de una poblacién ahique son aparentemente erraticas en los
datos censales no tienen que ser necesariamenasarfativas de extravagancias de un
medio ambiente impredecible o errores de muesprgeden derivar en forma perfectamente
normal de un crecimiento poblacional rigidamentemeinista ...".

3.3 Retraso

Si el retraso entre el instante en que es concelidtescendiente y el instante en que pasa a
ser fértil es significativo (en el sentido de gaeobblacion total puede haber cambiado) tanto

el modelo exponencial como el logistico (en susigees discreta y continua) tienen que ser

reemplazados por un modelo con un tiempo de retEdsnodelo continuo general pasa a ser

P pity) 14)
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dondetd es el retraso, f{una funcién general cualquiera. En el caso expmak(l4) pasa a
ser

dP(t
i =Pt (15)

donde ahora es una tasa de crecimiento constante. Si la taseedimientd(P) cambia con
la poblacion, (15) se transforma en

%%Q=R(P(t—t D). (16)

En particular, la ecuacion logistica con retraso es

dP(t
%):P(t)(a—bP(t—t OI)). a7
Las ecuaciones del tipo de la (14), (15), (16) © @e llaman ecuaciones diferenciales con
retraso, y muchas veces son considerablemente ifiékesl de resolver que las ecuaciones

diferenciales ordinarias. Mas concretamente, €rters en cuenta el retraso la solucion puede
oscilar alrededor del punto de equilibRft)=a/b o, lo que es peor, desestabilizarse. No
analizaremos acé este fenémeno, pero nos sirvdwégtancia acerca, por un lado, de que al
introducir cambios (incluso complicaciones que pareinsignificantes) se puede llegar a

tener problemas si no se trabaja con cuidado, ryotpa parte, de que un buen andlisis teérico
puede ahorrar mucho tiempo de experimentacion raaér

4 Modelos de transito

Ahora cambiamos de modelos discretos algebraicasodelos regidos por ecuaciones
diferenciales ordinarias. En un trabajo brillamtes distinguidos especialistas en mecanica de
fluidos, James Lighthill y Gerald B. Whitham, forfaron el modelo de transito como, en
cierto sentido, un modelo de dinamica de fluidosnd#® los vehiculos (automoviles,
autobuses, camiones) se asimilaban a particulas deido (Lighthill y Whitham, 19556)
Independientemente de Lighthill y Whitham, P. IlclRirds (Richards, 1956) modeliz6
también el flujo de transito por medio de un entogle dindmica de fluidos; publicé sus
resultados en una revista cientifica especializadaese tipo de problemas. A partir de
entonces, fue apareciendo una abundante bibliagiedlii seguimos sobre todo el enfoque de
R. Haberman (Haberman, 1998). No es extrafio qteotéa apareciera en la década de 1950:
después de la Segunda Guerra Mundial se prodajcceko a la propiedad de automoviles de
as clases medias de los paises de Europa Occideassh entonces restringido a las clases
medias de Estados Unidos, lo cual a menudo origiablemas de transito conocidos
(embotellamientos, accidentes, etc.) que habiaepaver.

" Este trabajo es la segunda parte de un articup importante (Lighthill y Whitham,
1955a) dedicado a analizar un modelo simplificado dnamica de fluidos
unidimensional; la comparacion de ambos articutzss permite observar las diferencias
que existen entre el enfoque de dinamica de fluldoginal” y el “adaptado” para

transito.
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El modelo que presentaremos es muy simple, y nodr&epara ver cOmo uno lo va
planteando: consideramos una carretera con un, gand permitimos el sobrepaso, o sea el
modelo puede funcionar razonablemente bien en esigntineles, donde en muchos paises
no esta permitido sobrepasar ningun vehiculo. Adec@nsideraremos una longitud meldia
del vehiculo (cuando eliminamos estas restriccidlmss modelos son mas complejos y
atractivos por su dificultad, por supuesto, perogeneral es Gtil comezar con una teoria
simple -el “modelo de juguete” e ir incrementandgaando es posible- su complejidad).
Tomando individualmente a los vehiculos, decimoe tu posicion del vehiculo en el

tiempot esxi(t), su velocidad edxl(t)/dty su aceleracion eLin(t)/dtZ.

Consideramos un corto intervalo de tiemfgoentre los tiempos y t+At, y contamos los
vehiculos que pasan al costado de un observadmdden el puntr. La cantidad medida es

el flujo de transitog(x,t) durante el intervald,[t+At]. Suponemos un continuo de vehiculos, y
fijamos una unidad de tiempo muy pequefia, cambiatawlvenientemente el intervalo
temporal (por supuesto la cantidap ahora no es mas un entero necesariamente).
Anélogamente consideramos ahora una “fotografiaéldrempot de los vehiculos entre los

puntosx y x+Ax. A esta cantidad la llamamosdansidadde vehiculog(xt) en el intervalo

[x, x+AX]; de nuevo, suponemos una unidad de medida deiespay pequefia, Y no es

necesariamente un entero. En algunos casos simpptEsnmos calculap directamente; por

ejemplo, si consideramos vehiculos de la mismaitiethgigualmente distribuidos en la
carretera con una distancih entre ellos. SiAx es, digamos, un kilbmetro, entonces la
densidad (vehiculos por kilbmetro) es

p=1/(L+d)

(por supuestd. y d también deberian medirse en kilbmetros). Ahoran,bg todos los
vehiculos tienen velocidad constanige en At unidades de tiempo cada vehiculo habra
recorridouAt kildmetros (con las correspondientes unidades)dg entonces es facil ver que

g = uxp. Siu no es constante, puede demostrarse (y es muyivojujue si aceptamos que
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existe uncampo de velocidadges sea que en cada pumten cada instantesuponemos que
hay un vehiculo “puntual” a través deon velocidadi(x,t), entonces

qx.t) = ux.H)e(x9,

y por supuesto

dx
u(x,t)= dat

Individualizando el vehiculo ubicado gren el instanté comox(t), podemos escribir
dx
U(X(t),t)— dt’
y sabiendo la posicidn de la “particula” en elans$é inicial 0, a saber
x(O):xo,
tenemos una ecuacion diferencial de primer orden.

4.1 Una ecuacion de conservacion

Tenemos ahora que obtener una ecuacion de conggrvdomemos un intervalo espacial
[x,x+4x], y un intervalo temporal[t+A4t]. Sabemos que la cantidad de vehiculos que ingresa
(por la izquierda) al intervalox|[ x+4x], es decir, aproximadamentgx,t)4t, menos la
cantidad de vehiculos que egresan de dicho interg@lor la derecha), o sea,
aproximadamenteq(x+4x,t)4t, debe ser igual a la variaciéon de la cantidadetdoulos que

estan “adentro” de ese intervalo entre los tiemipa#t y t, 0 sea, aproximadamentey (

(xt+4t)— p (x,t))4x, es decir,

(a(x,t) — g(x+AX,D))At=(o (X,1+AL) — p (X,t))AX.

Ahora dividimos porix y por4t, y hacemos tender convenientemente amthgs4x a cero,
para obtener
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-oq(x,t/ox = dp(x, /ot ,

0 sea,
op(x,p/ot + oq(x,p/ox = 0,

o, tomando en cuenta qgeug,

ap(x,)/ot + o(u(x,)p(x,1))/ox = 0. (18)

La ecuacion de conservacion dice simplemente qugué “entra” (si no hay creacion o
destruccion de eso que entra) o sale o se acusupar{iendo que lo que “entra” es mas que
lo que “sale”). Hay una enorme cantidad de modefoks cuales esta presente una ecuacion
de conservacion, y en esos casos asegurarse del @aeerespondiente modelo numérico
también es conservativo puede ser un primer testl(dnico) de confiabilidad del mismo.

Tenemos aqui la ecuacion diferencial en derivadasigles (18), y dos funciones desco-

nocidasp y g, o p y u. Necesitamos alguna clase de “ecuacion de estagotonecte ambas

ecuaciones. Si hacemos la suposicion aeEp) (es decir, que la velocidad depende de la

densidad del flujo, lo cual parece -al menos enhosicasos- plausibfeendremos entonces
op(x,p/ot + d(u(p(x,))p(x,H)/ox =0
0, mas generalmente,

ap(x, /ot + a(q(x,9))/ox = 0. (19)

Si g es una funcion lineal de, la ecuacion (19) es la ecuacion diferencial lif@aerbodlica

mas simple posible, a saber

8 Por ejemplo, si no hay otro vehiculo en la careeje=0, y entonces se puede alcanzar la
velocidad méximaJmaX: u(0)=umax dondeumax es una cota superior técnica o legal. Por

otra parte, sh=pmax tenemos que los vehiculos estan “paragolpe cpattagolpe”, y la
velocidad es cerol(pmay = 0. Se puede construir una funcién decrecientee eesos
valores. La construccion de esa funcion y su veld@apueden ser parte importante del

proceso de modelizacion.
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ap(x,DIot + ¢ d(p(x,H)/ox = O, (20)

dondec=dg/dp. En este caso, busquemos entonces una soluciéa lsolectadx/dt=c de la

derivada total
Dp(x(t),t)/Dt. (21)
Tenemos
Dp(x(t),t)/Dt = plot + Oplox.dx/dt =oplot + coplox = dplot + dg/dp. dplox = 0.

Eso significa que, sobre la rectedt=c, la derivada total (21) es cero. Es deties constante
sobre la recta, y por lo tanto,>stct+x0, entoncep(x,t) =p(x — ct0) =p(X,0) = po(%o), que

conocemos porque es la condicidn inicial. Por @prisite, la ecuacion (20), la ecuacién
lineal homogénea hiperbdlica més simple que hayieseelve facilmente: la solucion es
exactamente la condicion inicial transportadaieahpot, una distanciat.

¢ Qué sucede gies una funcion no lineal gea sabedqg/d = c(p)? Observemos de nuevo
la solucion sobre la curvdxdt=dg/dp =c(p(x(t),t)). Gracias al teorema fundamental de

ecuaciones diferenciales ordinarias, sabemos @je,dondiciones iniciales plausibles (que
suponemos) existe una solucion, al menos hastaejatcanza un cierto tiemgo Tomamos

nuevamente el diferencial totllp(x(t),t)/Dt sobredx/dt, y de nuevo encontramos que la

derivada total es cero, de modo que la soluciaimasconstante, como antes, asi dxidt es
una recta, como antes. Pero sabemos que pararigaaio lineales las cosas son distintas que
lo que son para funciones lineales, asi que naguptemos ¢ qué error hemos cometido en
nuestro razonamiento?

Ninguno.Hay una diferencia. Antes, todas las curxast+x diferian solamente en el punto
inicial Xy Y por consiguiente eran paralelas, y ahora puéeleer diferentes pendientes: las

curvas sondx/dt:c(g)t+x0. Pero esto significa que dos rectas, que comieamxl y X,

pueden alejarse una de la otra, o pueden cruzdegendiendo de los valores de sus
respectivas pendientes. Si se alejan, todo est§ b hay problemas. Pero si se cruzan,
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entonces la solucién de (2Qjene una discontinuidad, porque en el punto derseccion
valores diferentes que provienen de puntos difesenb pueden dar la misma solucién. En
eso0s casos lo que tenemos se llamahague y representa exactamente eso: un choque entre
un vehiculo que alcanza a otro vehiculo que estaadélante pero va mas despacio.

Lo que se ha obtenido es umrada de choqud.a teoria de las ecuaciones hiperbdlicas como
leyes de conservacion y ondas de choque es -apgdea extraordinaria utilidad en muchas
situaciones, por ejemplo en los ejemplos reciéicaubs- fascinante desde el punto de vista
matemético, y puede ser consultada en muchos ldedgxto, por ejemplo en el excelente
libro de J. Smoller (Smoller, 1992).

Vimos entonces que podemos comenzar con una condigcial legitima y muy “buena” (en
el sentido de que sea tan derivable como se quiera) pesar de ello llegar a una
discontinuidad. De todas maneras, el mundo no smeviabajo por culpa de esa
discontinuidad: podemos continuar trabajando catigacion si aceptamos una definicion de
soluciondébil, que es un concepto muy util en muchas situacigii@aé es exactamente una
solucion débil? La idea en general es que unacioludébil es una solucion que no
necesariamente tiene todas las propiedades qeeurensolucion “auténtica”, y por supuesto
gue si un problema tiene una solucion “auténtieasdlucion es también una solucién débil.
Esto puede obligar a descartar algunos métodos nuowéde soluciéon, o a usarlos
resignandose a perder informacion. Usualmente d#&sida hay que tomarla antes y puede
implicar reemplazar algo sencillo y conocido poramioque nuevo y complicado, pero mas
exitoso. Un buen andlisis tedrico del problema begtudio puede advertirnos de las
dificultades y evitarnos resultados incomprensibles

5 Construccion, ajuste y operacion de un modelo

En la mayoria de los casos tratados a partir depéicion de la computadora, tenemos
modelos cuyas ecuaciones no pueden resolverseiGmbnte excepto en situaciones muy
especiales, de modo que tienen que ser resueltagricamente. No siempre esto es un
problema hoy en dia. A veces los métodos numéritesiados para trabajar con estos
modelos son sumamente satisfactorios, y el probl&oaico no es resolver las (tal vez
complicadas) ecuaciones diferenciales del modalo,austar los pardmetros del mismo. Por
ejemplo, en un modelo fluvial unidimensional (quacala alturas y caudales en diversos
puntos de un rio) el problema es (a veces) enaolisacoeficientes de conduccion, que
influyen en el flujo de agua dependiendo de la ggdmde la seccidn transversal del rio, del
tipo de fondo, etc. De hecho, tenemos un conjuet@arametros: en un punto del rio la
seccion transversal no tiene por qué ser igual @elatro punto del rio, el tipo de lecho
también puede variar, y los coeficientes de cornidncadependen también de las
correspondientes alturas que alcanza el agua. Ab@a, si tenemos 100 puntos de
discretizacion, y en cada punto tenemos registladseccion transversal para 20 valores
distintos de alturas hidrométricas, en realidacesig@mos ajustar 2000 parametros y, aunque
tedricamente podemos pensar que encontrar losegaller esos paradmetros que minimizan las
diferencias entre los resultados de un modelodmrcon registros histéricos y los valores

° Observemos que aharac(g) no es mas constante, asf que ahora (269 kseal.
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reales de dichos registros es un problema invexsola practica es mas simple y mas
eficiente, muy a menudo, contar con un modelisggegmentado que, mediante un método de
prueba y error cuidadosamente disefiado obtengadlmses requeridos (incluso tal vez
corriendo el modelo automaticamente varias vecBe). supuesto, el modelista debe
comenzar con valores de los parametros intuitivéeneazonables; si el rio es similar a otros
rios en los cuales ha trabajado, y/o la geometrisimilar, y/o el caudal es similar, etc., es
razonable pensar que se puede comenzar el ajuatelaussalores de coeficientes de
conduccion ya usados en el otro rio. Es posiblebigimque el modelista necesite varios
registros histdricos (por ejemplo, los registrosatieras hidrométricas para un afio seco, para
un afio ni particularmente seco ni particularmerdt®ddo, y para un afio himedo), para que
puedan simularse muchas situaciones distintasegigrucompararse los resultados con varios
juegos de registros de datos recolectados.

Otro problema que puede existir modelizando ricen(ynuchas otras situaciones) es lo que se
llama “calentamiento” (“warming-up”) del modelo. rBallevar a cabo una corrida se
necesitan condiciones iniciales y de contorno. t@asdiciones de contorno en general se
conocen: para una corrida de ajuste, por ejemplo puede usar como condicion de contorno
aguas arriba las alturas hidrométricas registratiasl punto aguas arriba durante un cierto
periodo, y como condicidon aguas abajo las correipotes alturas hidrométricas. Pero uno
no necesariamente conoce cual es el estado idgiaio, es decir, las alturas y caudales en
todos los puntos de discretizactdnEntonces es necesario un proceso mediante el cual,
comenzando con condiciones iniciales “razonableZopables en el sentido de que lo sean
fisicamente: por ejemplo, la pendiente superfic@rrrespondiente a una situacion
estacionaria), y lentamente, usando las condiciatesontorno, llevando el estado del
sistema hasta que tenga los valores iniciales leerth tener (y entonces, tal vez,
manteniendo esos valores durante un cierto perfmat@, comenzar la corrida “real” en una
situacion estacionaria), uno puede comenzar ladeorel modelo ya esta preparado para ello.
Esta es una de las diferencias fundamentales pnotdemas que involucran ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales (y a vecessdipos de ecuaciones) en las cuales
solamente se han prescripto condiciones iniciaks decir, problemas de Cauchy- y
problemas mixtos, con condiciones iniciales y det@mo, como éste: en los problemas de
Cauchy, una vez que se dan las condiciones insgiaiel problema esté bien planteado en el
sentido de Hadamard, los resultados para el fuastdn completamente determinados
(despreciando por supuesto los errores numéricos) gueden ser modificados bajo ningun
concepto; si no tenemos las condiciones inicialeales (0 condiciones iniciales
suficientemente cercanas a las condiciones reales)obtendremos nunca resultados
satisfactorios. Pero en problemas mixtos con camuis iniciales y de contorno, a menudo
las condiciones de contorno “fuerzan” el problem@peoximar condiciones convenientes, y
entonces podemos seguir.

Tanto en los modelos continuos como en los dissrexesten reglas generales que, cuando es
posible, se deben seguir: formular el problema atatr de “traducirlo” a un modelo
mateméatico. EI modelo matematico no tiene que s& pomplejo que lo estrictamente

10 Estamos suponiendo que el problema se resuelvériuamente mediante diferencias
finitas, es decir, reemplazando convenientemente dkerivadas por cocientes
incrementales en ciertos puntos, los puntos deredizacion. Si se usa otro tipo de
meétodo numérico, tal vez haya ligeras modificacionen este enfoque, pero
esencialmente la idea es la misma. Este comentaléotambién para el andlisis de los

coeficientes de conduccién arriba mencionados.
32



necesario: no tiene sentido preparar un modelo aetgilado que requiere muchas clases de
datos diferentes si no se es capaz de recolectab@r que se puede recolectar en un futuro
cercano) o imaginar los datos. El modelo tambiénetique tener en cuenta los recursos
computacionales disponibles: aunque hoy en diasdegm usar computadoras tremendamente
poderosas y agrupamientos de computadoras (“ciist@lgunos problemas son realmente
“grandes”, por ejemplo algunos modelos meteorotigjitridimensionales; no hay que
preparar nunca un modelo para el cual uno no paedantrar una computadora en la cual
correrlo. A veces la programacion del modelo fueazdos modelistas a reanalizar las
ecuaciones, o0 incluso a reanalizar las suposiciobDes todas maneras, con el modelo
programado e implementado, después de muchs coweata datos artificiales o especiales,
uno esta en condiciones de ajustar el modelo. [Basgel ajuste, es necesaria la validacion:
¢cOmo sabemos si los parametros ajustados sono(mmenos) los pardmetrosalesy no
pardmetros que “fuerzan” al modelo a aproximaritizasion real que hemos usado para el
ajuste pero no otras situaciones? Si es posil#s, necesario validar el modelo con otras
situaciones reales no utilizadas para el ajustea gae el modelo pueda considerarse bien
ajustado, las diferencias (en la norma elegidajedots resultados simulados y los valores
reales deben ser razonablemente similares a leieddias obtenidas en las corridas usadas
para el ajuste. Cuando el modelo tiene muchos prés) es posible que, segun los datos de
entrada, algunos parametros no estén involucradok< célculos; por consiguiente, es
conveniente que las corridas de validacién asegguentodos los parametros participen de
los célculos (por supuesto esto significa que epoitante que las corridas de ajuste
“recorran” todos los pardmetros). Pero sélo despdésque el modelo haya sido
suficientemente ajustatippodemos empezar a aprovecharlo bien.

Si el modelo esta listo para los experimentos nism€rue queremos llevar a cabo con él,
entonces puede ser una herramienta poderosa ualeha factibilidad o las consecuencias -

a largo plazo- de diferentes alternativadlaturalmente, lo que nos ofrece el modelo es un
menU de escenarios: seria muy peligroso creer gogyusolo uno, es el resultado asociado
con una alternativa, porque existen siempre “coodés de contorno” que no controlamos.

Para el modelo de transito, por ejemplo, es poslilduar cuan conveniente puede ser la
construccion de un nuevo tunel o puente en unadiud

Es siempre importante saber qué es lo que el modgtaede hacer: por ejemplo, un modelo

fluvial que use un método en diferencias finitaplinito para resolver numéricamente las

ecuaciones de un rio no es apto para modelizantuaar brusca de un dique, porque en este
caso seguro que hay que analizar una onda de chpdas métodos en diferencias finitas

implicitos en general “suavizan” la onda de choque.

1 A veces uno no tiene tiempo, 0 no tiene otros Maistéricos, como para validar el
modelo.

12 por supuesto no siempre el ajuste termina sieatisfactorio. De todos modos, cuando
se usa un modelo es importante saber cuan bieesagia el fendmeno modelizado, para
evitar extraer conclusiones que no estén sufiaiesteée fundamentadas.

13 Cuén lejano puede ser el horizonte (el “largo @lpdepende, por supuesto, del tipo de
modelo. Para un modelo lineal, el horizonte puesterazonablemente distante, porque
los modelos lineales son estables. Pero un meter@ue esta pronosticando el tiempo
debe quedarse satisfecho con un horizonte de apenadias en el futuro porque, como
mostré E. N. Lorenz (Lorenz, 1963), el problem&esal condicionado (peor aun: es
cadtico).
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A veces, el modelista es una persona, con exp@ianc el problema, en su formulacién

matematica y en su programacion. Pero en generfalg(sodo si el problema a modelizar es
complejo) la modelizacion es llevada a cabo pogmuupo de trabajo interdisciplinario. Cada

cientifico o profesional tiene que ser capaz derafdr el lenguaje y el tipo de enfoque de los
demas; esto no solamente es importante y Util plaéxito de la modelizacion, sino que es
tremendamente enriquecedor para cada participante.

Por ultimo, es interesante observar que, como imégrda de modelizacion, la matematica
aplicada puede a veces comportarse como una ciexg&@imental, en el sentido de que sus
criterios comienzan a parecerse a los criteriobsldisicos y de los ingenieros. A veces es
extremadamente conveniente elaborar una estrategimdosa y eficiente de disefio de
experimentos. En (Jacovkis, 2005) puede consultansandlisis de este tipo de enfoque de
matemética aplicada.
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