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TEMA: MISCELANEO, OPERATORIA

§1. Calculo de fracciones. Calcular expresando el resultado final como una fraccién con el numerador y
denominador sin factores comunes y decidir si las igualdades escritas son verdaderas o falsas.

() () 2 +2— 1 (ii)2(1+1),(iii) L2 i) L2 () 2

273§ 372 1/3’ 2 1/2°
1+a= 1_|_11;
(©) (i) % = 1,33;-~-, (i) 8 = 7,999 - - -, (iii) 15/7 = 2, 142857142857 - - -, (iv) ;IZ :% ;
: %+ (é(;;)) L 1/A1/3 07 L 4/5—1/3(3/4—1/2) , . 3 5
(d) () - i) g = G245/, G T () s (4+7/36/5>.

§2. Trabajo con paréntesis. Decidir si las igualdades escritas abajo son verdaderas o falsas. (i) —2(—1+a) =
—2+2a, (ii) (a+2)(b+1) = ab+2, (iii) 3(2(~1+42a)) = —5+10a, (iv) latla _ %4‘% (v) (a+b)* = a®+b?,
(vi) (@ +b)? = a® + b, (vil) (a +b)? = a® 4 ab + b?, (viii) Va+ b= /a + l? (ix) Va+b=va+Vb.
§3. Potencias y raices. Decidir si las siguientes igualdades son verdaderas o falsas. (i) (a?)® = a5, (ii) (a?)® = a5,

(i) (a2)7) = VA, (iv) ()7 = a2, (v) (a) 7} = 5, (v) VA = a2, (vil) a=al/2, (viil) (va)? = a2

(ix) (Va)? = a2, (x) a?a® = d®, (xi) % =a?/3, (xii) (—2) =8, (xiii) 272 = —4, (xiv) (=2)"2 = 1/4.

§4. Media aritmética, media geométrica y media armoénica. Dados dos niimeros a, b positivos se definen
a partir de ellos tres ntimeros por la siguientes férmulas.

b
M(a,b) = a—2|— , media aritmética,

G(a,b) = Vab, media geométrica;
2ab

H(a,b) = P media armonica.
a

(a) Probar que

H(Cll b) = M(1/a,1/b),(b) Probar que (y/a — vb)* = a — 2v/ab + b y deducir que M(a,b) >
G(a,b),(c) Probar QI,le G(1/a,1/b) =1/G(a,b); (d) Usando (a) concluir que G(a,b) > H(a,b).

§5. Parte entera de un nimero. Dado un namero z, se define la parte entera de x, denotada mediante E(z),
de la siguiente manera:
e Siz >0, E(x) =n donde n es el inico ntimero entero que verifica n < z < n + 1;
e Siz <0, E(x) =n donde n es el inico ntimero entero que verifica n — 1 < z < n.
(a) Hallar E(0),E(1,2),E(2),E(-1),E(-0,9);
(b) Dibujar el grafico de E(x) en el intervalo —2,5 < x < 2,5.

§6. Sumatorias. Notacion: dado un conjunto de nameros {a1, az, - - ,a,} la suma de todos ellos a1 +as+- - -+ay,
se abrevia Y ., a;. También se pueden considerar las sumas parciales como Y ©_, a; y Z:L:p 41a; en el caso
que 1 <p < n.

(a) Probar las siguientes igualdades. > | a; = Z?:_ll a;+an = 22:12 Fap_1+a, = --=a1+ay+---+ay;
(b) Sia, = 2n + 3 calcular Zle ai;
(c) Lo mismo para a, = n? —n;
(d) Probar las siguientes propiedades. (i) Si a; = p para todo 1 < i < n entonces .., a; = np; (ii) Si
a; = pb; para todo 1 < i < n entonces Z?:l a; = PZ?=1 b;; (iii) Sia; = b; + ¢; paratodo 1 < i <mn
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entonces > .- a; = y iy b+ > i ¢; (iv) Propiedad telescopica. Suponiendo que a1 < az--- < ap
entonces » . ,(a;—a;—1) = a, —aq; (v) Como aplicacion de la propiedad telescopica calcular la siguiente

" 1 n
suma y ., D =1/2+1/64+1/12+---4+1/(n—1)n+1/n(n+1) = e

§7. Sumatorias especiales.
(a) Daremos un método para calcular S, =1+2+3+---+n=> " 1.

(i) Considerar la siguiente tabla:

Sy 1 2 3 e ln—2|n—-1 n

+ |+ [+ [+ [+ 1+ 1+

Sy, n n—1\n—-21--- 3 2 1

25, In+1|n+1|n+1|---|n+l|n+l|n+1
n(n+1)

(ii) Concluir que 25,, = n(n + 1) por lo que S,, = 5

(b) Daremos un método para calcular para un cierto p fijo G, =1 +p+p? + -+ +p" = Dy Pt

(i) Considerar la siguiente tabla:

Gy Lp [P [ [t ]
+ 1+ + [+ + + +
—pGn 2 R e e i B
A—p)Gn.|1]O0 0 [—-] © 0 | —pTt
1 _ anrl

(ii) Concluir que (1 —p)G,, =1 —p"! por lo que G,, = .
—-p

§8. Sumatorias dobles. Consideremos el caso en que queremos sumar nimeros que dependen de dos subindices.
Por ejemplo los ntimeros organizados en una matriz como la de abajo.

a1,1 air2 - QA1n
az 1 g2 -+ A2n
am,1 Am,2 *° Amn
De filas Fl = (a171 ary e alm) 7F2 = (a271 azz - a27n) o ,Fm = (am,l Am2  *** amm)
a1,1 ai,i a1,1
a1 as az1
y columnas Cy = . ,C1 = . O =
Am,1 Am,1 Am,1

Si S representa la suma de todos los niumeros de la matriz se escribe que:

m,n

S = Z Qi3 = Z Qi j-

i=1,j=1 1<i<m,1<j<n
Pedimos a continuacion que se demuestren algunas propiedades de las sumas dobles. (a) Si reordenamos la

3 i) se tiene que
S=10=1+2+3+4=14+3+244=443+2+1=---; (b) Si se suma por filas, o sea se toma cada fila
y se suma separadamente y luego se suman todas las filas se escribe S = EZL(Z?:l a; ;). Observar que si

. . . . . (1
matriz de forma cualquiera, la suma no cambia de valor. Por ejemplo para la matriz (

la fila F; = (am i - aim) se tiene que la suma de la fila F; es justamente Z?:l a; ;; (c) Estudiar la

situacion anéloga para las columnas; (d) Generalizar las propiedades del Ejercicio 6 parte (d) para sumatorias
dobles.



§9.

§10.

§11.

§12.
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Ejercicios de practica. Las siguientes formulas se pueden establecer por induccién complete y eso se haréa
mas adelante. La primera ya fue demostrada.

i =n(n+1)/2 ;
Yy =nn+1)2n+1)/6 ;
S i =n?(n+1)%/4.

(a) Dados los ntmeros {ay,--- ,as} conociendo que: 2?21(2@- —3) = 18, Zle(ai —6)? = 182, a6 = 8.
Calcular Z?Zl a?; (b) Dados los ntmeros {ai,--- ,a,} sea S, = >.;_, a;. Probar que S,41 — S, = arq1y
en particular eso implica que si conocemos todas las sumas, conocemos los valores de todos los sumandos
menos el primero; (¢) Dada una infinidad de nameros {aj,as,as,---} de los cuales se sabe que para todo
n, >, a; = 2n* + 3n, calcular el valor de Z?:l(a’i —5)/3 y los valores de a,, para n > 1. (d) Calcular:
S (2i=1), S 603, 3464944198, 24446+ -+200, 14+3+5+---+199, S1%0 (i/(i+1) — (i—1) /).

Sumatorias dobles. Calcular las siguientes sumas: > ) ;o5 oc<6(0 = 2)(J +2), 21 cicmacijcn(@i — bj),
Z1§¢§m,2gg‘§n aib;.

Seguimos practicando. Desarrolla las siguientes sumatorias, y calcula el valor numérico del resultado,
cuando sea posible:

. . h+2, . h . ) .
(8) D05(3i = 2); (b) D37o(#* = 8): (e) Dy (i +1)% (d) 2oy 4 —3); () 3232520 = 5) = D212, (2 —5);

(5) G+ 1) = T (6 1)

Siguiendo con sumatorias. Expresa con el simbolo de sumatoria:

() 345+ 7+ +111; (b) 13+ 18423 +--- 4+ 98; (c) 1 +8+27+---+1000; (d) 244+ 6 + - - - + 2k;
(€ 1+9+25+--+121; () 5+8+ 11+ +3n— L.



