CAPITULOD VIl

NUMEROS COMPLEJOS. POLINOMIOS

§ 1. NUMEROS COMPLEJOS. GENERALIDADES
Se llama nimero complefo a toda expresién de la forma

a + bi, )

donde, a v b son nimeros reales; i es la unidad llamada imaginaria,
definida por las ecuaciones:

i=V—1 6 ft=—1; @

a es la parte real y bi, parte imaginaria del nimero complejo. Dos
nfimeros complejos a -+ bi y @ — bi que se diferencian sélo por el
signo de su parte imaginaria se llaman conjugados.
" 8i a=0, el nimero O -4 bi = bi, es un ndmero puramente

imaginario; si b= 0, se obtiene un ntmero real a 4 0.i = a.

Aceptemos dos concepciones fundamentales:

1) dos miimeros complejos, a; < by y az + bsi se consideran
iguales, si:

oy = @y, by = by

es decir, si son iguales sus partes reales e imaginarias por separado;
2) un nimero complejo es igual a cero:

a4 bi =0,

siempre que e =0, b = 0.

1. Representacion geométrica de los niimeros complejos. Todo
nfimero complejo a 4+ bi puede ser representado sobre el plano Ozy
mediante un punto A (e, b), de coordenadas a y b (fig. 161). Reci-
procamente, todo punto M (a, b{ del plano Ozy puede considerarse

‘como la imagen geométrica del nimero complejo a + bi.

Pero, si a todo punto A (a, b) corresponde algiin ndmero
complejo a - bi, se puede decir, en particular, que a todo punto del
eje Oz le corresponde un nimero real (b = 0). Todo punto del eje Oy
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representa un mimero puramente imaginario, puesto que en este caso
a = 0. Por eso, representando los nimeros complejos sobre un plano,
el eje Oy se llama eje imaginario y el Oz, eje real.

Uniendo el punto 4 (a, b) con el origen de coordenadas, cbtene-
mos el vector OA. En algunos casos es muy conveniente considerar
el vector OA como la representacién geométrica del nimero complejo
a + bi.

2. Forma trigonométrica de los niimeros complejos. Designemos
por ¢ -y r (> 0) las coordenadas polares del punto A (a, b),

Fig. 161

tomando por polo el origen de coordenadas y por eje polar, la direc-
ci6én positiva del eje Oz. En este caso (fig. 161), tenemos las expresio-
nes siguientes:

a = I cos @, b=rseng

¥, por tanto, el niimero complejo puede ser representado en la forma:
@ + bi = r (cos ¢ + isen g). (3)

La expresién representada por el segundo miembro se llama
forma trigonométrica del nimero complejo e - bi. Las magnitudes
r y @ se expresan en funcién de @ y b mediante las férmulas:

r="Va* 4+, qr-—_-Aml.g%.

El ndmero r se llama médulo y o, argumento del nimero complejo
a - bi,

El argumento de un nimero complejo, es decir, el dngulo ¢,
es positivo, cuando se toma a partir de la direccién positiva del eje Oz
en sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj, y es nega-
tivo, cuando se calcula en direccién opuesta. Es evidente que el
argumento @ no se determina de una manera univoca, sino con preci-
sién igual al valor del sumando 2nk; donde k es cualquier nimero
entero. s

El médulo r del nimero complejo a 4 bi se designa a veces por
el simbolo | a <+ & |:

r=\|a+ bl
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Notemos que todo nimero real 4 también puede escribirse en la
forma (3), o bien:
A= |A](cos0+ isen0) cuando 4 >0
A= |A|(cosm + isenmn) cuando 4 << 0.
El médulo del nfimero complejo 0 es igual a cero: |0 | = 0.

Como argumento de cero se puede tomar caulquier &ngulo ¢.
En efecto, para todo ingulo ¢ tiene lugar la igualdad:

= 0+(cos ¢ - i sen ).

§ 2. OPERACIONES FUNDAMENTALES CON NUMEROS COMPLEJOS

1, Adiciébn. La suma de dos ntmeros complejos, a; + by
¥ @z + byi, es un niamero complejo definido por la ecuacién:

(ay + byd) + (@2 + bai) = (a1 + ag) + (b + ba) i. (1)

De Ia formula (1) se deduce que la adicién de los nimeros com-
plejos, representados en forma de vectores, se efectiia segin la regla
de adicién de vectores.

Fig. 162

2. Sustraceién. La diferencia de dos niimeros complejos, a, + bat
y ay + byi, es un nimero complejo que, adiciomado a ay + byi,
da a, + byi. :

Ee fécil ver que:

(az 4 bat) — (an+ byl) = (@2 — @) + (b2 — by) L. 2

Observemos que el médulo de la dif ia de dos 08
complejos V (@ — a=)° 4~ (by — bs)® es igual a la distancia entre
los puntos que representan estos nimeros en €l plano de la variable
compleja (fig. 162). )

3. Multiplieacién. El producto de los mnimeros complejos,
ay =+ bji ¥ as + bai, multiplicados estos niimeros como binomios,
segiin las reglas algebraicas, es un nlimero complejo. Hay que tener
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en cuenta que:

l=—4¥=(—Ni=—Hil=(=DN=—i"=1;
i* = 1.i, etc.
y, en general, para k entero: t

e Moy P Mg

. En virtud de esta regla tememos:
(a4 -+ bid) (@2 + boi) = @32 + buast + aybai + bybal®,

(@ + bii) (@2 + boi) = (@102 — biba) + (bias + asb) & (3)

Si los nfimeros complejos estin expresados en forma trigonomé-
trica, tenemos:

7y {cos @y -+ i sen @) ry (cos @2 + i sen ;) =
= ryrg [cos g cos ¢» + i sen ¢y cos gy +
+ i cos q; sen g, + i* sen @ sen gl =
= ryrp [cos g cos @, — sen ¢, sen ) +
+ i (sen @ cos @, + cos g, sen @)l = ;s
= ryry [cos (@ + @2) + isen (py + @2))
Asi pues:

ry (cos @y + isen @) 2 (cos @2 + isen @) =
= riry leos (@1 + @2) -+ i sen (@1 -+ @21 (3)
es decir, el producto de dos niimeros complejos es un nimero complejo
cuyo modulo es igual al producto de los médulos de los factores y el
argumento es igual a la suma de argumentos de los factores.
Observacién {. En virtud de la férmula (3}, los ndmeros complejos
conjugados, a + bi y a — bi, satisfacen a la igualdad:
(a + ib) (& — ib) = a® | b%,

es decir, el producto de dos nimeros complejos conjugados es igual
a la suma de los cuadrados de sus médulos,

4. Divisién. La divisién de dos niimeros complejos es la opera-
cifn inversa a su multiplicacién. Si

ay+ by
ay -+ bal
(donde V al + b:=£0), entonces z e y deben ser tales que se cumpla

la igualdad:
ag -+ byi = (a2 + bad) (z + yi),

=ux-}yi
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2y + byi = (aaz — bpy) + (a2y + be2) i,
Por consiguiente,
ay = a,z.— byy, by = bz + aqy,
de donde:
L _ by — asby
b T S TR el
az+ b2 az+ by
y finalmente:
@4 b ot biby | @by —aibs,
Gtbi a4 b a + b
En la prictica, la divisién de los niimeros complejos se efectia
de la manera siguiente: para dividir a; 4 i, por'a, 4 iby, multipli-
camos, tanto el dividendo como el divisor, por un namero complejo
conjugado de este ultimo (es decir, por a, — ib;). Entonces, el

divisor serd un numero real; al dividir por éste la parte real y la
imaginaria del dividendo, obtenemos:

ay + by g(ﬁl + bii) (ﬁg _b2;)=
ay+ bai (g - bai) (@2 — byi)
Sy (asay + byba) + (apby — ahy) i — U -+ byby | axby — albz“
&+ b a4+ b at 4+ b3

Si el nimero complejo estd expresado en forma trigonométrica,
tendremos:

’1f¢°a@|+533ﬂ¢1)_£ — N T—
o g W e [cos (@, — o) -+ isen (@1 — o).

Para verificar esta igualdad, basta multiplicar el divisor por el
cociente:

rz (cos @3 + isen qy) %[WS(% — @2) + isen (p, — )] =
2

- ,-:i[costq:=+q=;-w + isen (@2 + P — 93] =
2

==ry(cos q; + iseng,)
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De tal modo, el médulo del cociente de dos niimeros complejos
es igual al cociente de los médulos del dividendo y del divisor; €l
argumento del cociente es igual a la diferencia entre los argumentos
del dividendo y del divisor.

Observacion 2. De las reglas de operaciones con niimeros complejos
se deduce que la adici6én, sustracci6n, multiplicacién y divisién de
los nimeros complejos dan de nuevo un nimero complejo. Si las
reglas de op iones con nimeros compléjos son aplicadas a los
nameros reales (considerindolos como caso particular de los nimeros
complejos), entonces estas reglas coinciden con las reglas ordinarias
de la aritmética,

Observacién 3. Volviendo a la deficicién de suma, diferencia,
producto y cociente de los niimeros complejos, es fécil comprobar
que, 5i en estas expresiones son sustituidos los mimeros complejos
por sus nimeros conjugados correspondientes, los resultados de las
operaciones indicadas también son sustituides por los ntimeros conju-
gados, De aqui, en particular, se deduce el teorema siguiente:

Teorema. Si en un polinomio con coeficientes reales

A + Ag" ™ 4 eae - 4,

sustituimos z por el niimero a -~ bi, y, después, por el mimero conjugado.
a — bi, los resultados obtenidos serdn tuamente conjugados.

§ 3. ELEVACION A POTENCIA Y EXTRACCION DE LA HAIZ.
DEL NUMERO COMPLEJO

1. Elevacién a potencia. De la férmula (37} del pérrafo prece-
dente se deduce que si n es un nimero entero positivo, entonces:

[r(cos @ - i zen ) ]" =" (cos n 4 i sen ny). (1)

Esta expresién es la férmula de Moivre y muestra que, al elevar
un nimero complejo a una potencia entera y positiva, el médulo de
este niimero se eleva a la misma potencia y el argumento se multiplica
por el exponente de esta poiencia.

Consideremos ahora una aplicacién més de la férmula de Moivre.
Haciendo r = 1, obtenemos:

(cos @ + i sen )" =cosng - i senney.

Degarrollando el primer miembro segiin la férmula del bino-
mio de Newton e igualando las partes reales e imaginarias, podremos
expresar sen nP y cos n@ en funcién de potencias de seng y cosq.
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Asi, por ejemplo, si »n = 3, obtenemos:
cos® @ - i3 cos® @ sen p— 3cos psen? ¢ — isen® p=cos Jp + isenJp.
Usando la igualdad de estos nimeros complejos, tenemos:
¢os3p—=cos®p — 3cos psen’p, senp = — sen’ ¢ - 3cos’ pseng.
2. Extraccién de la raiz. La raiz n—ésima de un nimero com-
plejo es otro niimero complejo que, al ser elevado a la potencia n,
dard e! nimero comprendido bajo el radical, es decir, si:

Vr(cosqo+ isen @) == p (cos P + isenp),

p™ (cosnp 4 i senmp) = r(cos @ + i sen q).

Como los médulos de loés ndmeros complejos iguales han de ser
iguales y los argumentos pueden diferenciarse en un miltiplo de 2x,
tenemos:

pt=r, np=og-+ 2
De aqui:

GV o
n

donde, k& es un niimero entero arbitrario, VT es el valor aritmético
{real y positivo) de la raiz del niimero positivo r. Por consiguiente,

‘Vm =V; (GOS < -:Zkﬂ + isen 2 -'-nm) # 2

Dando a % los valores 0, 1, 2 ..., »n — 1, obtenemos n diferentes
valores de la raiz, Para otros valores de &k los argumentos se dife-
renciardn de los obtenidos anfes en un multiple de 27 y, por
tanto, se obtendrin los wvalores de la raiz que coinciden con los
edtudiados.

Asf pues, la raiz n—ésima de un numerc complejo tiene n dife-
rentes valores. )

La raiz n—ésima del namero real A, distinto de cero, también
tiene n valores, puesto que el nimero real es un caso particular
del nimero complejo y puede ser representado en forma trigo-
nométrica: ' '

si A >0, tenemos: 4 = | 4 | (cos 0 4+ ¢ sen 0);
si A <0, tenemos: 4 = [ 4 | (cosn -+ i senm).

Ejemplo 1. Hallar todos los valores de la raiz cibica de la unidad.
Solucién. Representemos la unidad en forma trigonométrica:

1=cos0 {-f8em 0.
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Segiin la férmula (2):
Y 1=y cos041 sen0=c0s SE2 1y gen ?igzk—“ :
Haciendo k igual a 0, 1, 2, obtenemos tres valores de la raiz:
: 2n L2 I A 4n
zg=cos804-{sen 0=1{; Zz=008 —— +isen =i Ty=o0s o +IsenT .

Tomando en cuenta que

2n 1 2t V3, dn_ 4 4n_ V3
cosT_—z.senT_m—-. cos E) _h-?,sen =

resulta:

V3, V3

y=1; ’z-—*i"H et -*a"'—'i-—‘—-r-

En [a figura 163 los puntos A, B, C son las imfigenes geométricas de las
rafces obtenidas.

Fig. 168

3. Solucién de la i6n bi ia. La ecuacién
"=A

se llama binomia. Hallemos las raices de esta ecuacidn.
Si 4 es un nimero real positivo, tenemos:

:rs'i/] (eoa@-}- isenz——-k“)
n n

k=01, % ..., n—1)

La expresién encerrada en el paréntesis da todos los' valores
de la raiz de n—ésima potencia de la 1.
Si A4 es un niémero real negativo, entonces:

z:nlr’ IA!(ccsE-tzﬁt+ isan’szﬂ).
n n
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P Pof i

La expresién entre pardntesis da todos los valores de la rafz
de n—ésima potencia de —1.
5i A es un nimero complejo, los valores de z se hallan segiin
la férmula (2),
Ejemplo 2. Resolver la scuacion
=1,
Selucidn.

2=/008 2kn 14 Sen 2kn = cos 23:: 4 {sen 2:‘;" 3

Haciendo % igual a 0, 1, 2, 3, obtensmos:
Fy=0030+isen0=1,

Ty=C08 E;l-l—i sen 2—“-;,

4
4 4n ’
z3=co8 -‘-ir!--jni fsen e —1,
Bre 6n
xy=C08 T-}.-l son == —i.

§ 4. FUNCION EXPONENCIAL CON EXPONENTE COMPLEJO
Y SUS PROPIEDADES

Sea z = x + iy. Si = e y son variables reales, z es una variable
compleja. A cada valor de la variable compleja le corresponde un
punto bien determinado (fig. 161) en el plano Oxy (planc de la
variable compleja.)

Delinicién. Si a cada valor de una variable compleja z, perte-
neciente a cierto dominio del plano de variables complejas, corres-
ponde un valor bien determinado de otra variable compleja w, se
gice que (w)es una funcién de la variable compleja 32 w = f (2)

w = w (z).

Bxisten las nociones del limite, dela derivada, de la integral,
etc., de una funcién de variable compleja.

Estudiemos una funcién de la variable compleja, o bien, la
funeién exponencial:

w=¢

0 sea:
s w.=-e"“‘".

Los valores complejos de la funcién w se determinan del modo
gsiguiente*:
&V = ¢* (cos y + iseny), 1)

*) Demostraremos més adelante (424, cap. X111 ¥ §18 cap, XVI, tomo II)
la conveniencia de esta definicién de la funcién exponencial.
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es decir, i
w(z) == ¢ (cosy + iseny). . (2)
Ejemplos:
14+

n u-pJ;—s = -
2. :=0+ G4 o =0 (cos G+isen _2-)—:.

8, z=i44, s““; el (cos 141 2en{1)=0,544i.0,83,

4. z=7(r s un nimero real), ¢¥+9 =¢% (cos 04isen 0)=e* que es una
funcién exponencial ordinaria,

Propiedades de la funcién exponencial
1, Si 2 y 2, son dos niimeros complejos, entonces:
grta o gt , (3)
Demostracién. Sea
z=2a + iy 2 = 3 -+ W2
entonces
gtz e"" +1g,)+h:,+:y,)=e(=.+:,>+x!u,+y,l___

€
= e™e™[cos (¥, -+ ¥2) + isen (yy 4 w)]- 4

Por otra parte, en virtud del teorema sobre el producto de dos
nfimeros complejos expresados en forma trigonométrica, tenemos:

Frigin — gt iRt o o1t (cosyy -+ isen ) €™ (cosy, + isen i) =
=¢%¢"[cos (y, + ¥2) -+ isem (yy + w2 {5)

Los segundos miembros de las igualdades (4) y (5) son iguales y, por
consiguiente, serfin iguales también los primeros

g te _ gt

2, De modo andlogo se demuestra la férmula:

o &
VT = | 2
= (6)
3. Si m es un nimero entero, tenemos:
()" =™, )

Esta formula se obtiene ficilmente de (3), cuando m > 0.
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La misma se obtiene a partir de las férmulas (3) y (6) si m << 0.
4. Demostremos la identidad:

t‘FEG!l e e 2 (8)
En efeci.o, segin las f6rmulas (3) ¥ (1) tenemos:
£ — g™ — ¢ (cos 2t - isen 2m) = ¢
De la identidad (8) se deduceé que la funcién exponencial e
es una funcién periédica con periodo 2mi.
5. Estudiemos ahora la magnitud compleja
w = u (z) -+ i (z),
donde u (z) y v (z) son funciones reales de la variable real z. Es una

Juncién compleja de la variable real.
a) Supongamos que existen los limites:

lim w(x)=u(x); lim v (x) = v{xy).
x> xp x = x5 "
Entonces, u (xg) + iv (z;) = wy, es el limite de la wvariable
compleja w.
b) Si existen las derivadas u' (z) y v (2), la expresién
we=u(z) + v’ (2) 9
es la derivada de una funcién compleja de variable real con respecto
al argumento real.
Estudiemos ahora la siguiente funcién exponencial:

w:eozx-l-mx: e{aﬂm z

donde @ y B son niimeros constantes reales, y z es una variable
real. Es una funcién compleja de variable real que, conforme a la
féormula (1), puede escribirse asi:

4 w=e**[cos iz 4 i sen fiz]
w = e"*cos fz 4- ie** sen fzx.
Hallemos la derivada ). Segin la férmula (9) tenemos:
why= ("= cos px) + i (e** sen Pz) =
= ** (wcos Pz — P sen Pz} + ie** (w sen fz + Peosfz) =
== & [¢** (cos Bz + i sen )] 4 iP [¢®* (cos fz - i sen fz)] =
= (& + iB) [¢** (cos Pz +- i sen Pz)] == (& + if) €7 TH =,
Asi pues, si w = efetid)=, entonces: ' = (a 4 if)eletifix

. {eh-h'ﬁl ;]:2_ (@+ Iﬁ) efa+[ﬂ) 3 10)
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De tal modo, si k& es un ndmero complejo (y, en particular, real)
¥ 2 €3 un niimerc'real:

(") = ke"™. @)
Hemos obtenido la férmula general para la derivacifn de una
funcién exponencial. También tenemos:

()" = [(*)] =k (M) = K™
y para n éarbitrario: '
(&)™) = g eh=
Utilizaremos estas férmulas més adelante.

§ 5. FORMULA DE EULER,
FORMA EXPONENCIAL DEL NUMERO COMPLEJO

Si hacemos z = 0 en la f6rmula (1) del pérrafo anterior, obtenemos:

e =cosy - iseny. (1)
Esta es la férmula de Euler y expresa la relacién entre la fun-
cibén exp ial con exp te imaginario y las funciones trigono-
métricas.
Sustituyendo y por — y en la férmula (1), obtenemos:
e —=cosy—iseny. (2)
De las igualdades (1) y (2) hallemos cosy y seny:
iy —iy
cosy = £= e 7 :
2
e @
o

Las férmulas (3) se usan, ep particular, para expresar las poten-
cias de cos @ y de sen g, asi como también de sus productos, en fun-
cién del sono y del coseno de arcos miltiples.

Ejemplos:
1. emlym.(_'"_“%‘i'.'.)'.:_;_ (Y4 2 et20) =

.=% [{cos 2y} i sen 2y) -2+ (cos 2y —1 sen 2y)|=

(2603 294 2) =% (1-+cos 20).
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2. cost g sent = ,w_-r;-w )' ( "w‘_‘_w;)'..

2i
('tzv_* —iipy2 » _..i._ .L
.=--—-—---4.“2 3 ©03 4p- 5"

Forma exponencial del nGmero complejo. Escribamos un némero
complejo z en forma trigonométrica:

z=r(cosgp - i seng),

donde, r es el médulo y ¢, el argumento de este nimero complejo,
Segiin la férmula de Euler:

cos @ isen @ =¢'®,
Por consiguiente, todo niimere compleéjo puede ser representado
en la forma exponencial: iy

z=re'%,

Ejemplos. Escribir lus nimervs 1, ¢, —2, —{ en la forma exponencial.
Soluerdn. ]
1= cos 2km -+ sen 2kn = 24,
" a2t
= F]
i=cos 3 +laen—f-_e i

—2=2(co3 A+ sen n) =2,

o

iaceaﬂ !sen” e_?‘
At o —  SBN —— = i
2 2

§ 6. DESARROLLO DEL POLINOMIO EN FACTORES
Sabemos que la funcién
f@)y=dp" + 427" 4 ... + 4,

en la que n es un nimero entero se llama polinomio o funcidn racio-
nal entera de z. El nimero n es el grado del polinomio. Los coeficion-
tea Ag, Ay . .. A, son agui nimeros reales o complejos. La varia-
ble independiente x puede tomar tanto valores reales como com-
plejos. El valor de la variable z para el cual el polinomio se reduce
a cero es la raiz del polinomio.

Teorema 1. (Teorema de Bezout). El resto de la division del poli-
nomio f () por la diferencia (z — a) es igual a f (a).

D tracién. El cociente de la divisién del polinomio f (z)
por (x — a) es un polinomio f, (z), de grado inferior.en una unidad
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que é] del polinomio f (z), el resto es un namero constante R.
Entonces podemos éscribir:
f@=(@—a fi(x)+ R €}

Esta ignaldad es valida para todos los valores de = distintos de 2
(la division por # — a cuando x = a no tiene sentido).

Si z tiende a a, el limite del primer miembro de la igualdad (1)
es f (@) ¥ el limite del segundo miembro, es R. Como las funclones
f(x) y (x —a) f; (&) -+ R son iguales para todos los valores de
z == a, sus limites seran también iguales, cuando z—- ¢, es decir,
f(a) = R.

Colorario. Si a es una raiz del polinomio, es decir, f (a) = 0,
entonces f (z) se divide por z — a sin resto alguno y, por tanto, se
representa como un producto:

: f@) =@ —a) fi(z)
donde f; (x) es un polinomio.

Ejemplo 1. El polinomie f (2) = 2> — 62* 4 11z — 6 se anula cuando
E 11. es decir, f (1) = 0. Por cso el polinomio dado se divide sin resto por
T 1l

3= 0z2 4 1z— 6= (z—1) (zB—5xr4-6),

Estudiemos ahora las ecuaciones con una incgnita z.

Todo nfimero (real o complejo) que sustituya a z en la ecuacién
y la convierta en identidad, se llama raiz de la ecuacifn.

Ejemplo 2. Los nimeros :.-=%; xéa:iziz xa=—9;-‘—'. vou SON TOICES

de la ecuacién cosz==sen .

Si una ecuacién tiene la forma P (z) = 0, donde P (z) es poli-
nomio de grado n, se llama ecuacién algebraica de n—ésimo grado.
De la definicién se deduce que las rajces de la ecuacién algebraica
P (z) = 0 son idénticas a las del polinomio P (z).

Naturalmente, surge la pregunta, si toda ecuacién tiene raices.
Para las ecuaciones no algebraicas la respuesta es negativa: existen
ecuaciones no algebraicas que no tienen raices (reales, mi comple-
jag), como, por ejemplo, la ecuacién e® = 0%).

Sin embargo, para las ecuaciones algebraicas la respuesta es
positiva, lo que conmstituye el contenido del sigulente teorema
fundamental del élgebra.

*) En efecto, si ol nimero z; = a + bi fuera la riiz de esta ecuacidn,
existicia la identidad eo+bi==0, o (en wirtud de la férmula de Euler) &* (cos b 4
+isen b) = 0. Pero, ¢* no puede anularse cualquiera que sea el nimero real a;
tampoco cos b = f sen b es igual a cero (puesto que el médulo de este niimero
es igual a Vcos® b 1 sen? b = 1 para cualquier b), Por tanto, el producto
e (cos b + tsen b) == 0, es decir, e+ 2 0, I que significa que la ecuacién
¢* = 0 no tiene raices. )
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Teorema 2. (Teorema fundamental del &lgebra). Toda
funcién racional entera f(z) tiene por lo menos una raiz real o
compleja.

Este teorema se demuestra en el curso de algebra superior.
Agqui lo admitiremos sin demostracién,

Utilizando el teorema fundamental del algebra es ficil demos-
trar el siguiente teorema,

Teorema 3. Todo polinomio de n—:ésimo grado puede ser desarro-
llado en n factores linealesde la forma z —a y un factor igual al coe-
ficiente de a".

Demostracién. Sea f (z) un polinomio de grado n:

f@=Ag"+ A4, ... + 4,.

En virtud del teorema fundamental este polinomio tiene por lo
menos una raiz; designémosla por a;. Ahora bien, segin el corola-
rio deél teorema de Bezout podemos escribir:

1@ = (z —a) fi (),
donde, f; (z} es el polinomio de grado (n — 1); J; (z) también tiene
una raiz que designemos por a,. Entonces,
T (g) =iz — ay) [, (),
donde, f; (z) es el polinomio de grado (n — 2). De igual manera:
f2(2) = (z = a3} 15 (2).
Continuando este proceso, llegamos a la expresién:
!n-l (z) — (I b an] !n‘
donde f, es un polinomio de grado cero, es decir, f, es un nfimero
fijo. Evidentemente, este' niimero es igual al coeficiente de z*,
es decir, f, = 4,.
En virtud de las igualdades obtenidas podemos escribir:
f@=4d(z—a)(x—ay)... (z—a,) (2)

Del desarrollo (2) se deduce que los nimeros ay, as, .. ., @, son
las raices del polinomio f (x), puesto que, realizada la sustitucién
Z = @4, L == Ay, ...; T==0,, el segundo miembro y, por consiguien-
te, el primero se reducen a cero. i

Ejemplo 3. El polinomio f (z) = z* — 622 4 11 — 6 so reduce a cero,
cuando

=1, z=2, z=3.
Por consiguiente,
28—t Mz b= (z—1) (z—2) (z—3).
Ningtn valor z = a distinto de ay, @, ..., 2, puede ser raiz
del polinomio f (z), puesto gue ningin factor del segundo miembro
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de la ignaldad (2) se anula cuando z = a. Ahora podemos expresar
el signiente enunciado:

Todo polinomio de grado n no puede tener mds que n raices dife-
rentes.

Pero, en este caso, obtenemos el teorema siguiente.

Teorema 4. Si los valores de dos polinomios g, (¥) y @2 (z) de gra-
do n coinciden para n -+ 1 valores diferéntes ag, @y, @z, .., G del
argumento z, los polinomios enunciados son idénticos.

D tracién. Designe por f (z) la diferencia de estos poli-
nomios:

f2) = @ (@) — @ (2).
Segin la hipétesis, f (z) es un pelinomio de grado no superior
p n, que se reduce a cero en los puntos ay, ..., a,. Por tanto, éste
puede ser representado en la forma:

fl@)=4Ao(z—a) (z—=a) ... (z—an)

Pero, segin la hipétesis, f&z} se anula también en el punto ay.
Entonces, f (ag) = 0, siendo distintos de cero todos los factores
lineales, Por eso, 4 = 0, y de la imialdad (2) se deduce que el
polinomio f (z) es idénticamente igual a cero. Por consiguiente,
@@ —9:@=0 6 ¢ (z)= ¢ @

Teorema 5. Si el polinomio

P@)=Arx*+ A4+ ... 4,3+ 44
es idénticamente igual a cero, todos sus coeficientes son iguales a cero,

Demostracién. Escribamcs el desarrollo de este polinomio en
factores segiin la férmula (2):

P@y=Ag" + A" ... + Ageig+ An=
=Ag(z—a) ... (z—a,) (1)
Si este polinomio es idénticamente igual a cero, también serd
igual a cero para un valor de z, distinto de ay, ..., @,. Pero, en este
caso, los factores £ —a;, ..., * — @; no se anulan y, por tanto,

4, = 0.
De igual manera se demuestra que 4y = 0, 4, = 0, ete.

Teorema 6. Los coeficientes correspondientes de dos polinomlos
idéniicamerite iguales son iguales.
Esto se deduce del hecho de que la diferencia entre los polino-
mios dados es un polinomio idénticamente igual a cero. Por tanto, en
_ virtud del teorema anterior, todos sus coeficientes son ceros.
Ejemplo 4. Si el poli io az® + ba? + ez + d es idénticamente igual
1 io =¥ — 5z, ent a=0,b=1,¢e=—5 d=0.

al 1
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§ 7. RAICES MULTIPLES DEL POLINOMIO

Si ciertos factores lineales del desarrollo de un polinomio de
grado n
f@)=d(z—a) (t—ag) ... (z—a) L

son iguales, se puede agruparlos y luego, factorizar el polinomio
de la manera siguiente:

[@=4doz—a) (@ —a)* ... (@ —an)*™ )

k1+k2+...+kml=ﬂ.

En este caso se dice que a; es una raiz miiltiple de orden ky, (k,, es
la multiplicidad de la raiz); a, es una raiz miltiple de orden k,, etc.

Z_E'rfemp‘lg. ‘EI polltinom‘ii_f {z) = z% — 5z% + 8z — 4 se desarrolla en loa

Donde

sug
{ (z)=(x—2) (z—2) (x—1).
Este desarrollo puede escribirse asf:
flz)=(z—2p (z—1),

oy = 2 es una raiz doble; ay = 1, una rafz simple.

Si el polinomio tiene una raiz miltiple a de orden %, consideremos
gque el polinomio tiene k raices-iguales. Entonces, del teorema del
desarrollo de un polinomio en factores lineales se deduce el teorema
siguiente.

. Todo polinomio de grade n tiene exactamente n raices (reales
o complejas).

Observacién. Todo lo que se ha dicho acerca de las raices del
polinomio

f@)=dp2" + 427"+ ... + 4,
es igualmente cierto para las raices de una ecuacién algebraica:
A AT L A, =0.
Demostremos a continuacién, el teorema siguiente:

Teorema. Si ay s una raiz mitltiple de orden ky > 1 para el poli-

nomio f (z), entonces ay serd una raiz multiple de orden k — 1 para
la derivada [ (z).

Demostracién. Si a; es una raiz miltiple de orden k; donde
Ky >1 de la férmula (1°) se deduce:

f@ = —a) o),
17534
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donde ¢ (2) = (z — az)" ...(zx — ax)*™ no se anula para x = &y,
es decir, @ (a;) %= 0. Derivando, tenemos:

f@="k(—a)" ') + (—a)"¢ (z) =
=(z—a)" [k () + (= — a) ¢ (@)

Designemos:
Y (2) = ky ¢ (2) + (z —a)) ¢ (2).
Entonces,
f @) =(z—a)" "p(a),
donde:

¥ (@) =k @ (a1) + (@ — a)¢" (@) = kyo (ay) %0,

es decir, £ = a, es la raiz maltiple de orden %y — 1 del polinomio
f’ (z). De la demostracién se deduce que si k&, = 1, @ no es una
raiz de la derivada f (z).

Del teorema demostrado se deduce que a, es una raiz miltiple
de orden &, — 2, para la derivada f” (z), una raiz de orden k&, — 3,
para la derivada f (z) ..., una raiz de orden 1 (raiz simple),
para la derivada f*1=1) (z); y no es una raiz para la derivada kD (),
es decir,

flag =0, f(a)=0, f(a)=0, ..., [ P(a)=0,
pero
1M (a)==0.

§ 8. FACTORIZACION DE UN POLINOMIO
CON RAICES COMPLEJAS

Las raices ay, @z, . . ., @, d@ la férmula (1), § 7, cap. VII pueden
ser tanto reales como complejas. Tiene lugar el teorema siguiente.

Teoremn. Si un polinomio f (z) con coeficienies reales tiene la raiz
compleja a -~ bi, este polinomio tiene también una raiz conf ugada a—bi.

Demostracién. Si en el polinomio f (%) sustituimos z por el niimero
a -+ bi, elevamos a unas potencias ¥ agrupamos por geparado los
términos que contienen y no contienen i, obtenemos:

fla+b) =M+ Ni,

donde M y N son las expresiones que no contienen i.
Puesto que a -+ bi es la raiz del polinomio, tenemos:

fle+b) =M+ Ni=0
M=0,N=0

de donde:
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Sustituimos ahora z en el polinomio por la-expresién @ — bi. Enton-
ces (segin la observacién 3, § 2), obtenemos un nimero conjugado
con M -+ Ni, es decir, .
fla — bi)=M — Ni.
Como M =0, y N = 0, se tiene: f (a — bi) = 0, es decir, a — bi
es una raiz del polinomio,
Por consiguiente, en la factorizacién

f@)=4,(z—a) (z—a)... (z —a,)
las rajces complejas se encuentran en pares conjugados.
Al multiplicar entre si los factores lineales que corresponden
al par de raices complejas conjugadas, obtenemos un trinomio de
segundo grado con coeficientes reales:

[ — (@4 b)) [z — (& — bi)] = [{z — a)— ¥i] l(z — a) + bil =
=x—af+ b =2 —20x+ "+ b =2+ px g,

donde p = —2a, ¢ = a® -+ b® son los nimeros reales.

Si el nimero & + bi es una raiz miltiple de orden %, el niimero
conjugado a — bi es también una raiz miltiple de orden %, de modo,
que, en la factorizacién de un polinomio entran tantos factores
lineales z — (@ |- bt) cuantos sean los factores lineales # — (g — bi),
Asl, todo polinomio eon coeficientes reales se desarrolla en factores con
coeficientes reales de primero y segunde grado de multiplicidad corres-
pondiente, es decir,

f@)=Ag(z—a)" (z —a)™ ...

e e—a) (@@ pirAa)t ... @+ pa o,
donde

_k,+k;+ cen 4204 .. F2,=n

§ 9. INTERPOLACION.
FORMULA DE LA INTERPOLACION DE LAGRANGE

Supongamos que al estudiar cierto fenémeno, fue demostrada
la existencia de una dependencia funcional entre las magnitudes
z e Y, que caracteriza el aspecto cuantitativo de este fenémeno. La
funcién y = ¢ (z) es desconocida, sin embargo, mediante una serie
de experiencias determinemos los valores de esta funcién: o, i,
Yzo -+ 1 Yn para ciertos valores del argumento zo, 2y, 2z, . ..y Tn
pertenecientes &l segmento [a, bl

El problema consiste en hallar la funcién mis simple, pera
facilitar los cdleulos (un polinomio, por ejemplo) que sea la expre-
sidn-exacta o aproximada de la funcién desconocida y = ¢ (z)
el segmento e, b]. En forma mis abstracta el problema puede ser

17
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formulade de modo siguiente: los valores de una funcién desconocida
¥y =9 (z) se dan en n-- 1 puntos diferentes: &, zj, ..., 7, del
segmento [e, b]:

Ho=0 @)t = @ (@) oo or Ua = @ (@)

eg preciso hallar un polinomto P (z} del grado inferior o igual a n
que exprese aproximadamente la funcidn g ().

Para esto elijamos un polinomio cuyos valores en los puntos
Ty, %1y Tzs « 0. T, COincidan con los correspondientes valores de
Yo, Vir Yz. + o Yo de la funcién ¢ (z) (fig. 164). En este caso,

u .
=i
=Py
Yo vy i
o a% X b6 %
Fig. 164

el problema planteado, que se llama «problema de interpolacién
de la funci6n®, se puede formular de modo siguiente: hallar para
una funcién dada @ (3) un polinomio P (z) de grado < n, que tome
en los puntos dados %, %, ..., Z, los valores
Yo = P (Z0)s 41 = P (&) cocr Y = @ ()s
Tomemos para esto un polinomio de n-ésimo grado y de la forma:
P@)=Colz—am)(z—m}...@—z)+
+Cz—z)(z—2)...(x—z)+
fCg—n)lz—a)(e—z) ... (—m)+...

v O =) (F— ) oo (B— Zp). (1
Determinemos los coeficientes Co, Cy, ..., Cp de tal manera que
se cumplan las condiciones:

P(dg) =po, P(2) =Wty « vy P2) = . 2
Hagamos = = z, en la férmula (1); entonces, teniendo en cuenta
lag igualdades (2), obtenemos:
yo = Co (T — 23) (20 — 22) . . . (g — )
de donde
oo Ho
(zg = %)) (fo — 22 «+. (20 — 2n)

Cy
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Haciendo, lusgp, z = z,, chtenemos:
n=C@—o) (& —x)...@@& —)
de donde
- ¥ '
(@ =) (@ —72) ... (2 —2,)

c,

De igual manera encontramos
Cy= Y "
(@2 —0) (T2 — &) (22 — 23) . . . (T3 — z)

Ch= - Yn -
(2 —Zo) (#n — %) (@n — 22) ... (2n — Zyy)
Poniendo los valores determinados de los coeficientes en la
férmula (1), obtenemos: 4

P@)= (z—z)(x—~2) ... ([x—=a,)
(Tg — 24} (Tg — &) . . (2 —z,)

Yot
(&~ xo) (2 — &2} 0\ (2 — )
(21— o) (70— ) oo (@) — )

(@—2) (z—2) (2 —25) ... (z—=z,)
(22 — @) (T2~ 20) (T2 — ) ... (w2 — )

e+

Yot ..

{-'-'_"?n)(x'-z'i) oo (z—3p—y) ’
(In‘—xo) (Zn—zy) ... (x,.—z,._‘) i

La férmula enunciada se llama, férmula de interpolacién de
Lagrange.

Admitamos sin demostracién que sj ¢ (z) tiene una derivada de
{n - 1) — ésimo orden en el segmento [a, ], el error cometido,
al reemplazar la funcién ¢ (z) per el polinomio P (z), (es decir, la
magnitud R (z) = ¢ () — P (z) satisface a la desigualdad:

1
(n<4 1)1
Observacién. Del teorema 4, § 6, se deduce que el polinomio

P (2) es el unjeo que satisface a las condiciones del problema plan-
teado.

C+

3

{R(@ | <i(@—ao)(z— ) ... &=z} méx| g™+ (z) .
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emple. Como resultado de un experimento hemos obtenido los valores
de la mﬁnzm (z): pp=3parazg=1; py=—5parar, =2; =4
para z; = — 4. Ha la expresién aproximada de la funcién y = g (z) por
medio del polinomio de segundo grmfo.

Solueltn, Segin la formula (3) tenemos (para n = 2):
_E=(hd) =) (Eth) @=1) @—2)
PEO=Tgarn St Eohere Ot T h——n
0 sea 9 g
P(:)=—-§ﬁ::l—%x+%.

§ 10. FORMULA DE LA INTERPOLACION DE NE\'\;WN

Sean conocidos n <+ 1 valores de la funcién @ (2): Yo, ¥is ++vr Uns
que corresponden & n--1 valores del argumento: p, =y, .... %,
siendo constante la diferencia entrs los valores contiguos del argu-
mento, Designemos por h esta diferencia, La tabla de valores de
la funcifn desconocida y = ¢ (z) para los valores correspondientes
del argumento tendrd la forma siguiente,

T EN zy=xy+h Ty=uzy-2k Tp=xp-tnth

¥

¥ Yo L1 Uz ¥n

Formemos un polinomio de grado no superior a n, que tomard
valores correspondientes a los de z. Este polinomio representara
aproximadamente la funcién ¢ (z).

Introduzcamos las designaciones:

Ay = ¥y — Yoi Ay = Yo — i D¥e = Y3 — Y2, ete,
Ay = i — 241 + yo = Ayr — Ayo = (2 — 1) — (p1 — ¥ohs
Ayy = yy — Y2 + 3y — o = Ay — Ayy = (ya — 202 + W)~
—(y2 — 2y1 + wohs
Atyy= 'ﬁn_l!h — A"y,

Estas son las llamadas diferencias de primero, segundo y n-ésimo

orden. Escribamos un polinomio que toma los valores
Yoy Uy DBTA Xp ¥ Ty,
Serd un polinomio de primer grado

Pi@) =y, + ayui:h“-". o )
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En efecto,

h
Pr@) =gy =¥o Ptlemn=Yo+ Sog; = Vo -+ )1 ~ Vo) = 4.
Eseribamos un polinomio que toma los valores
Yor Y Y2 PAra xo, Ty, Tp.

Serd un polinomio de segundo grado:

—_— 2 — £ —
Py (@) = yo + Ay h$“+—d—'2—fi’-z ;;%(x h“_"’-—i). ®

Es evidente que
Pa |xas"="yﬂi Pa Ix:-:‘:yi‘

Comprobemos ahora:

Ayo 2h{2n
Pﬁix“xg=y0+ayﬂ'2+7fg'"g(?:_i)=y2‘

El polinomio de tercer orden tendrd la forma;

- dzy LT N A_xy & =i
Py(z) =3+ A E- % n( —1)4 2 2%
3 (%) = ¥o+- Ay % T n n T

1.2.3  h
T —2 z—1x
Bz ) (2z2os).
( h h

El polinomio del orden n que asume los valores yg, Uy, Yoo « < «» ¥n
para g, Ty, Tz, . . -4 Ty, SOTA:

— Ay, z—z, (z—r
Pl =it Aptmt g B 2 0_1)
n‘(x) Yo+ Ayo A + 1.2 h h -+

a"yo_x—::n_(z—xn_ ) |:z—mu_ f!_1]
R P s e

Mediante una sustitucién directa es ficil convencerse de que la
igualdad obtenida es correcta. Esta es la férmula o el polinomio
de la interpolacién de Newton.

En esencia, el polinomio de Lagrange y el de Newton para la
tabla dada de valores, son idénticos aungue escritos de modo di fe-
rente. Es decir, el polinomio de grado mo superior a A, que tom a
n 4+ 1 valores dados para n + 1 valores de x, se halla de una sol a
manera.
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En muchos casos resulta mds conveniente utilizar el polinomio
de la interpolacién de Newton que el de Lagrange. Su particulari-
dad consiste en que, al pasar del polinomio de grado % al polino-
mio de grado k 41, los primeros & + 1 términos no cambian,
sino que se adiciona un término nuevo que es igual a cero, para
todos los valores anteriores del argumento.

Observacién. Segin las férmulas de Lagrange (véase la férmu-
la 3 § 10) y de Newton (f6rmula 4) se determinan los valores de una
funcién en el segmento z, << z < &,. Si estas férmulas se usan
para determingr el valor de la funcién, cuando z <C zp (lo que se
puede hacer cuando | z — z,] es pequefio), se dice que se efectia
la extrapolacién de la tabla hacia atrds. Si se determina el valor de
la funcién para z, << z, se dice que se efectiia la extrapolacion de la
tabla hacia adelante. :

§ 11. DERIVACION NUMERICA

Supongamos que los valores de una funcién desconocida @ (z)
estin dados por medio de la tabla que fue examinada anteriormente.
Es preciso determinar aproximadamente la derivada de esta fun-
cidn. Con este fin se forma el polinomio de interpolacién de Lagrange
o de Newton y de este (iltimo se halla la derivada.

Puesto que mis a menudo se analizan las tablas de iguales dife-
rencias entre los valores vecinos del argumento, utilicemos la
férmula de interpolacién de Newton. Sean dados tres valores de
la funcién: yo, ¥y, Y2, que corresponden a los valores: zy, =y, %, del
argumento. Entonces, escribamos el polinomio (2) y derivémoslo.
Obtenemos el valor aproximado de la derivada de la funcién en el

segmento T, < I, < Tp

33¢ Ay, A‘yg( z— )
1E) e P () =2 e =222 T ], 5
L i i R T h ©
Cuando z = x4, tenemos:
E ; Aye A%, :
= P PN xR el 8 ()
G () 2 (o) 5 o ()

Examinemos el polinomio de tercer orden (véase (3)), y derivén-
dolo, obtenemos la siguiente expresién para su derivada:

" : Ayo 623;“( z—z )
~ P P oL Wil 1. 7 . A, |
@' (z) = P () % =+ o = +

+-8 [a(252) - s(252)+2)]. o
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En particular, cnando z = a4, tenemos:

. Ay Ay, Ny
Pi(x)eadt B0, D,
w(ro)Ts 1 (2) % o + Y 8

Al utilizar la férmula (4), cuando z = x;, obtenemos la si-
guiente forma para la expresién aproximada de la derivada:

5 ; Ay, Azlfu A’yu ﬁ‘ya
r o e L Pt L S Tl | AR 5 R
@ (x0) = Py (2) n 7 3 3 + (9}

Notemos que para una funeién que tiene derivadas, la diferencia
Ayy es una infinitesimal de primer orden respecto a h; A%y,, infini-
tesimal de segundo orden; A%y,, de tercer orden, etc,

§ 12. OPTIMA APROXIMACION DE LAS FUNCIONES
POR MEDIO DE POLINOMIOS. TEORIA DE CHEBISHEV

Del problema examinado en el § 9, se deduce, naturalmente,
lo siguiente: sea una funcién continua ¢ (z) en el segmento [a, b).
¢Se puede expresarla aproximadamente en forma de un polinomio
P (z) con cualquier grado de precisién previamente dado? Es decir,
¢serd posible encontrar un polinomio P (z) tal que la diferencia
en valor absoluto, entre ¢ (z) y P (z), sea inferior en todos los puntos
del segmento [a; &), que cualquier niimero positivo e previamente
dado? El teorema que sigue y que citamos aqui sin demostracién,
nos da una respuesta afirmativa*,

Teorema de Weierstrass. Si la funcidn ¢ (z) es continua en el
segmento la, b, entonces pare todo e > 0 existe un polinomio P (z),
que en cada punto de este segmento se cumpla la igualdad:

[f(x) — P{2) | <<e.

S. N, Bernstein, notable matematico y académico soviético, nos ha
proporcionado el siguiente método racional para la formacién
directa de polinomios aproximadamente iguales a la funcién conti-
nua ¢ () en el segmento dado.

Supongamos, por ejemplo, que la funcién. ¢ (z) es continua
en el segmento [0, 1].

*} Notemos que el polinomio de la interpolacién de Lagrange (véase (3)
§ 9) no da la respuesta a la cuestién planteada. En los puntos =y, 2, s, . . ., Tn
los valores de este polinomio en realidad son iguales a los valores corrospon-
dientes g_e[la funcién, pero en otros puntos del segmento [, ] estos vnflores
d i farse motah Le,
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Formemos la expresién:
n

Bu@= Dy o Z)enemt —ar .
u

Py

En esta expresion C; son coeficientes binomiales; @ [-’;}] es el

valor de la funcién dada en el punto z = %. La expresién B, (z)

es un polinomio de r-ésimo grado, llamado de Bernstein.

Para todo niimero arbitrario & > 0 positivo, se puede buscar
un polinomio de Bernstein tal (es decir, elegir su grado r) de manera
que para todos los valores de x en el segmento [0, 1] se cumpla la
desigualdad:

|8y (7)) — ¢ (7) | <e. :

Ohservemos que el andlisis del segmerto [0, 1] en Ilugar del
segmento arbitrario [a, b] no limita esencialmente las leyes genera-
les puesto que mediante el cambio de variable: 2 = @ - £ (b — a},
ga puede transformar cualquier segmento [a, b, en el segmento [0, 1
Esta transformacién conserva el grado del polinomio,

La teoria sobre la Gptima aproximacién de las funciones median-
te polinomios fue desarrollada por el célebre matemitico ruso
P. L. Chébishev (1821-1894).

Los valiosos resultados que obtuvo en este campo, han influen-
ciado decisivamente en los trabajos de matemdéticos posteriores, El
punto de partida en la creacién de esta teoria fue su trabajo en la
teoria de los mecanismos articulados que son de amplio. uso en la
maquinaria. El estudio de tales mecanismos le condujo a la bisque-
da entre todos los polinomios de un grado n dado, cuyo coeficiente
de término mayor es igual a la unidad, de un polinomio tal que
se desvie de cero, en el segmento dado, mucho menor que todos los
demés polinomios, Este gran matemitico logré a resolver el pro-
blema y los polinomios hallados por él fueron llamados peliromios
de Chébishev., Estos poseen muchas propiedades notables y son
actualmente un potente medio de investigaciones en numeérosog
problemas mateméticos y técnicos,

Ejercicios para el capitulo VII
1. Hallar (3+4-5i)(4—i). Respuesta: 17-4-17t. 2. Hallar (64-11s) (74-3i).
Respuesta: 9951, 3. Hallar 'Z+;5‘[' Respuesta: -&-'l——-é—{—t 4. Hallar

(4—T)% Respueste; —52447i. 5. Hallar V. Bespuesta: 4+ l—‘I'—‘—~ 6. Ha-

vz
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llar V' —5—12i. Respuesta: = (2—3i). 7. Reducir a la forma trigonométrica
las expresiones: a) 1--1. Respuesta: Y2 (cos —'}-Haan -%—] . b) 4—i. Res-

puesta: /2 (cos—'%'f-—i-i sen %) . 8. Hallar }/7. Respuesia: H-—z}fé; -

‘_2j' 9. Expresar en funcién de senz y cosr las siguientes expresiones:

sen 2r, cos 2z, sen 4z, cos 4z, sen 5z, coaSr, 10, Expesar en funcion del seno
y coseno de los arcos miltiples las expresiones: cos® z, cos? z, cosd z, cos? z,
cos®z; senz, sendz, sendr, sen®z. 11. Dividir f(zr)==z?—42248r—1 por
x4, Respuesta: f(z)=(x+44)(z8—Br440)—161, es decir, cociente —gz%—
—8z-4-40; el resto {é‘:“ je= —464. 12. Dividir J;.:)=z*+ms+w+
<-108z-}-81 por x4 3. Hespuesta: f (z) =(z+3) (x#4- 024 272 4-27). 15. Divi-
dir f(r)=2zT—1 por x—1, Respuesta: f(z)=(x—1) (2% 2b {28} 2342
+x41).

Fae}torisnr los polinomios: 4. [(x)=zi—1. HRespuesta: f(z)=
==(z—1) (1) (£24-1). 15, [(z) =22—2—2. Respuesta: [ (z)=(r—2) (z+1).
16, f(z)=a341. Respuesta: f(z)=(z1)(22—z41).

17. Como resultado de un experimento se han obtenido los vhalores de
la funcién y de a:

yi=4 para z3=0,
Yz =6 para zp=1,
y3=10 para zy=2.
Expresar de modo aproximado esta funcién mediante un polinomio de

segundo grado. Respuesta: z?-Lz-- 4.

18, Hallar &l polinomic de cuarto grado gue toma respectivamente los
valores 2,1,—1, 5, 0, para z = 1, 2, 3, 4, 5. Respuesta:

_g_ 281729 +__.-‘ig 22— 927 4 85.

19. Hallar el polinomio de grade posiblemente inferior que toma respecti-
vamente los valoregoa, 7, 9, lsgr:ra z=2, 4, 5, 10. Respuesta: 2z — 1.

20. Hallar los polinomios de Bernstein de primero, segundo, tercero,
coarto grados para la funcién p=sennr en el zeg to [0,4]. R 1

Bi@)=0; Ba(m=2e(i—s); By= U 2z(t—s) B(e)m2:(t—2)x
x](2 Vi—38) 22— (2 Y/2—8) =+ V2.




