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EsTADISTICA

EJERCICIOS ENTREGABLES

La funcién gamma de parametros « > 0y 8 > 0, la cual notaremos I'(«, 3),
tiene densidad dada por

fa.a) = g ze (0.0,

donde
F(a):/ t*te~tdt.
0

(a) Hallar E(X) y Var(X) si X ~ I'(a, B).
(b) Estimar los pardmetros « y 8 por maxima verosimilitud.
(c) Programar el algoritmo en R.
Consideremos una funciéon p. Llamaremos M-estimador el que se obtiene

de minimizar
n

argmin Z plz; —0).

o =
(a) Sea
1a? si x| <k
h(z) =
klo| — k% si |z| >k
Probar que h(z) y h'(z) son continuas.
(b) Sea 3 = p’(x). Consideremos 6y el verdadero valor del parametro y
sea 0 el M-estimador. Pruebe que

1

M=

Vil — ) = ——
L3 (@ — o)

i=1

Y(x; —bo)

1

(c) Suponga que Ejy, (¢(x — 0y)) = 0 y pruebe que

A Eg, (4( — 60)°)
V(O —00) = N (0’ B~ 000>>P> '

(d) Sean X7, ..., X, iid con densidad f(z —6) con f simétrica respecto
a 0. Sea p la h definida en el apartado (a). Pruebe que Ey(¢(x — 6)) = 0.

(e) Si f(z) es una densidad simétrica respecto a 0 y p una funcion
simétrica, 1) = p’, pruebe que

/w(xf 0)f(xz —0)dx =0.

Pruebe que esto implica que si Xy, ..., X, soniid de f(x—0)y 0,, es el esti-
mador obtenido de minimizar ), p(x; — ), entonces 0,, es asintoticamente
normal con media igual a 6y (verdadero valor de 6).
(f) Aplique este resultado a la funcion h definida en el apartado (a).
1
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(a) Simular en R 1000 valores Xi, Xs,..., Xj000 correspondientes a una
v.a. geométrica (nimero de ensayos hasta obtener un éxito) de parametro
p (hacerlo para varios valores de p).
(b) A partir de los datos anteriores graficar la funciéon de probabilidad
v la funcién de distribucién empirica.
n
(c) Dado n € N sea S,, = % > X;. Consideremos n = 100, 1000, 10000
i=1
y p un valor aleatorio entre 0 y 1. Realice 3000 simulaciones para cada n y
para el p obtenido. Comparar .S,, con una variable aleatoria exponencial de
parametro A = p. Comparar valores, histogramas y funcion de distribuciéon
empirica.
El siguiente ejercicio trata sobre modelos lineales. Supongamos que de-
seamos modelizar una variable Y como una combinacién de p — 1 variables
X1, Xo, ..., X,—1. Supongamos que tenemos n observaciones, entonces

Y, =060+ 51 X1+ BoXio+ ...+ ﬂp_le,_l + &4, t=1,2,...,n.

Matricialmente, el modelo queda

Y 1 X o Xip— Bo €1
Yo 1 Xor -+ Xopi B1 €2
S I IR : : T
Yn 1 an e Xn,pfl ﬁpfl En
(a) Pruebe que si a y 8 son vectores y si 4 _(4 entonces
q y y a3 = dB; s
d(B'a)
[ ] =
ag
d(B'AB)
— L = 2A8.
° 5 5]

(b) Halle el estimador de  mediante el método de minimos cuadrados,
0 sea

n

g = argmin E 5? = argmin ¢’e.
i=1 B

(c) Si consideramos que & ~ N, (0,21), halle los estimadores de 3 y o
mediante maxima verosimilitud.

(d) Consideremos nuevamente el modelo lineal Y = X5+ €. Pero ahora
Var(e) = 02V con V una matriz definida positiva nzn (no se pide normal-
idad). Halle los estimadores de 8 y 2. Pruebe que el estimador de 3 es
insesgado y halle su varianza.

(e) Aplique la parte (d) al caso particular donde V es una matriz diagonal
de ponderadores (no necesariamente iguales).

Supongamos que Xi,...,X, ~ f es una poblacion iid con- X; € R<.
Consideremos una sucesiéon k, € Z y k, > 0 con k, — co. Dado z € R?,
sea H,(r) = ||lz; — z|*» . Aqui, ¥~ representa el k-ésimo estadistico de
orden, respecto a la norma | - [|. O sea tomamos la distancia al k-ésimo
vecino mas cercano. Definimos el estimador de vecinos méas cercanos de f
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como

Fald) = g =
! nHj(x)A(B1)  nA(Bg,(r))
Observacion. A(B1) es la medida de la bola de radio 1.
(a) Usando el hecho que si X ~ F entonces Fy(z%) ~ B(k,n —k + 1),
probar que si

entonces Z, ~ B(k,n —k+1).
(b) Pruebe que Z,(x) 2 0 si k, — 00y ks 0.
(c¢) Suponiendo que z es un punto de contlnuldad de fy que f(z) >0,
pruebe que H,(x) 5 0sik, >0y %” — 0.
P(B
(d) Pruebe que w 2.

(e) Usando el teorema de diferenciacién que expresa que

7_>O/\ /f Ydt — f(x),

si 2 es un punto de continuidad de f, pruebe que f,(z) & f(z).

. (a) Implemente en R el estimador de densidad y de regresion por ntcleos.

Programe los siguientes nicleos:
(i) Uniforme.

(ii) Triangular.

(iii) Epanechnikov.

(iv) Quartic.

(v) Triweight.

(vi) Gaussiano.

(vii) Coseno.

Para el caso de la densidad multidimensional, utilice las transforma-
ciones correspondientes. Se pide que la implementacién permita estimar
con un vector de puntos la densidad o la regresiéon y que también grafique
la solucion.

(b) Implemente los intervalos de confianza asintoticos de los estimadores.
Implemente en R los métodos de validacién cruzada vistos en el curso.



