Estadistica ..
CURE Practico 3 - parte (b) Curso 2018

EJERCICIO 1. Sea X ~ Binomial(2,6) y consideremos el test Hy : 6 = 1/2 vs.
H1 10 = 3/4

(a) Aplique el lemma de Neyman-Pearson con 3/4 < k < 9/4 para demostrar que el test
que rechaza Hy si X = 2 es un test UMP (uniformly most powerful) de nivel o = 1/4.
(b) Discuta los otros casos 1/4 < k < 3/4, k< 1/4y k > 9/4.

(c) Repita la parte (a) para el caso k = 3/4.

EJERCICIO 2. En este ejercicio consideramos un test UMP en el caso normal. Sea
X1,..., X, una muestra aleatoria de una poblacién con distribucién N(6,c?). Supon-
dremos que o2 es conocido.

A continuacién enunciamos un corolario del Lema de Neyman-Pearson.

Proposicién. En las condiciones del Lema de Neyman-Pearson, suponga que T'(X) es
un estadistico suficiente para 0 y que g(t|0;) es la pdf o pmf de T correspondiente a 0;,
1 = 0,1. Entonces cualquier test basado en T' con region de rechazo S es un test UMP
de nivel o si satisface

t €S sig(t|oh) > kg(tl6o), (1)
y
t €S9 si g(t|0y) < kg(t|6y), (2)
para algin k > 0, donde
a =Py (T € 5). (3)

(a) Considere el test Hy : 6 = 6y vs. Hy : 0 = 04, con 0y > 6;. Utilizando el corolario
demuestre que el test con region de rechazo T < ¢ es un test UMP de nivel «, donde
a = Py, (X < ¢). Dé una expresién para c.

(b) Considere el test H) : 6 > 0y vs. H] : 6 < 6y usando el tet que rechaza H| si
- o .

X< T + 6y. Demuestre que este es un test UMP de nivel

NG

. (;z<_0_j5+90).

EJERCICIO 3. Sea X, ..., X, una muestra aleatoria de una poblacién con distribu-
cién N (0, 0?). Supondremos que o2 es conocido.

(a) Considere el test Hy : 0 = 0y vs. Hy : 0 # 6. Demuestre que no existe un test UMP
de nivel « para este problema.

(b) Demuestre que existe un test de nivel a que es UMP en la clase de tests insesgados.
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EJERCICIO 4. En este problema consideramos el Test de Exactitud de Fisher. Sean
S1y Sp observaciones independientes, con S; ~ Binomial(ny, p1) y Se ~ Binomial(ng, ps).
Considre el test Hy : p1 = po vs. Hy : p1 > po. Sea p el valor comtin de p; = ps bajo Hy.
Demuestre que el p-valor condicional es p(si, $2) = Z;n:lzfms} f(jls), la suma de proba-
bilidades (distribucién hipergeométrica). El test definido con este p-valor se llama Test

de Exactitud de Fisher.

EJERCICIO 5. Sea Xj,..., X, una familia con distribucién de Poisson de pardametro
A. Supongamos que A tiene una distribuciéon Gamma(a, 8) (la familia conjugada de la
Poisson). Considere un test Bayesiano Hy : A < Ag vs. Hy 1 A > Ao.

(a) Calcule expresiones para las probabilidades a posteriori de Hy y de Hj.
(b) Si @ =5/2y B = 2, la distribucién a priori es una distribucién chi-cuadrado con 5

grados de libertad. Explique cémo una tabla de la distribucion chi-cuadrado se podria
utilizar para realizar un test Bayesiano.

EJERCICIO 6. Para muestras de tamano n = 1,4, 16,64, 100 de una poblacién nor-
mal con media y y varianza conocida o2, grafique la funcién de potencia de los siguientes
LRTs. Tome a = 0.05.

(a) Hy: p<0vs. Hy:pu>0.
(b) Hy: u=0vs. Hy : p#0.
EJERCICIO 7. Sea (X1, X5),...,(X,,Y,) una muestra aleatoria de una poblacién

con distribucién normal bivariada con pardmetros ux, iy, 0%, 0%, p. Estamos interesa-
dos en el test Hy : ux = py vs. Hy @ ux # py.

(a) Demuestre que las v.a. W; = X; —Y; son iid N (uw, 0,).

(b) Demuestre que la hipétesis se puede testear utilizando el estadistico

W

1 )
VS
donde W =1%" W,y S§ = (HITI) S (W — W2
(c) (opcional) Demuestre que bajo Hy, Ty ~ Student’s t con n — 1 grados de libertad.

EJERCICIO 8. Sea Xj,..., X, una muestra aleatoria de una poblacién N (ux,o%),

ysea Yy, ...,Y,, una v.a. independiente de una distribucién N (uy, 0% ). Estamos intere-

sados en el test Hy : pux = py vs. Hy : ux # py, con la hipdtesis que 0% = 0% = o2.

Ty =

(a) Calcule las LRT bajo estas hipétesis. Demuestre que el LRT se puede basar en el
estadistico < v
T=—"
1,1
Sy ()
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donde
1 _ _
P X;— X)? Y, —-Y)?*]|.
- e (s i
(b) Demuestre que bajo Hy, T ~ t,1m_o. Este test se llama test ¢ a dos muestras
(two-sample t test).

(c) Muestras de madera se obtuvieron del centro y de la periferia de cierta iglesia
Bizantina. La fecha de la madera se determiné dando los datos siguientes. Utilice el
test ¢ a dos muestras para determinar si el promedio de edad del centro es el mismo
que el promedio de edad de la periferia.

1294 1251 1284 1274
1279 1248 1272 1264
1274 1240 1256 1256
1264 1232 1254 1250
1263 1220 1242

1254 1218

1251 1210

EJERCICIO 9. La hipétesis de varianzas iguales que se hizo en el ejercicio anterior
(Ejercicio 8) no siempre se puede utilizar. En tal caso, la distribucién del estadistico T
no sigue una distribucién ¢. Este problema de hacer inferencia en promedios cuando las
varianzas no son iguales se llama problema de Behrens-Fisher.

Considere la siguiente modificacion del test ¢ a dos muestras: Hy : pux = py vs. Hy :
px # iy, donde no asumimos 0% = o%. Utilizamos el estadistico

donde

- _ 1 _
2 o 2 2:— - 2
§% = — ;:1()@ P Sh =y i:1(YZ Y)2.

La distribucién exacta de T” es dificil de calcular, pero se puede utilizar la aproximacién
de Satterthwasite.

(a) Demuestre que, aproximadamente,

2 2

S_X+S_Y 2
n X
X 4 % v

n
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(b) La distribucién de T" se puede aproximar por una distribucién ¢ con o grados de
libertad. Justifique.

(c) Re-examine los datos del Ejercicio 8 utilizando el test ¢ aproximado de este ejercicio.
Es decir, se considerara testeara si la edad promedio del centro es la misma que la edad
promedio de la periferia utilizando el estadistico T".

(d) (Hay alguna evidencia estadistica que la varianza de los datos del centro puede ser
diferente de la varianza de los datos de la periferia?



