Modulacion y Procesamiento de Senales

Practico variables aleatorias y procesos estocasticos
Practico 6

Cada ejercicio comienza con un smbolo el cual indica su dificultad de acuerdo a la siguiente escala: 4 bsico, %
medio, % avanzado, y * difcil. Adems puede tener un nmero, como (3.14) que indica el nmero de ejercicio del
libro Discrete-time signal processing, Oppenheim/Schafer, 2nd.edition. O tambin de la forma (H3.14) para el libro
Statistical Digital Signal Processing and Modeling, Monson H. Hayes. 2023

+Ejercicio 1 (8.1-6)

Se considera el experimento de tirar una moneda cargada, donde la probabilidad de obtener
cara es Pr{C} = (14¢€)/2 con 0 < |¢] < 1.
Demostrar que la probabilidad de que haya dos resultados iguales con dos lanzamientos indepen-
dientes serd mayor que 1/2.

+ Ejercicio 2 (8.2-1)

Considere el experimento de transmitir un mensaje de tres digitos sobre un canal ruidoso.
El canal tiene una probabilidad de error por digito de P(E) = 2/5 = 0.4, y se puede asumir
independencia entre errores de digitos diferentes. Tomemos X VA que indica el nimero de errores
con el que se recibe el mensaje.

(a) Encontrar y graficar la funcién de probabilidad px ()
Encontrar y graficar la funcién de distribucién asociada Fx (z).
La probabilidad de recibir al menos dos errores en el mensaje
La probabilidad de recibir més de un error en el mensaje

Encontrar la esperanza E[X], E[X?] y la varianza o%.

* Ejercicio 3 (8.3-5)

Sea X VA discreta cuyos posibles valores son los K valores equiprobables,
0, a, 2a, 3a...(K — 1)a.

Encontrar la esperanza E[X], E[X?] y la varianza o%.

+ Ejercicio 4 (8.2-2)

Sea X = ¢ VA con distribucién uniforme (¢ ~ U(0,27)), que indica el dngulo de una aguja
giratoria.

(a) Graficar la densidad de probabilidad fx(z)
(b) Encontrar y graficar la funcién de distribucién asociada Fx (x)
(c) Calcular la probabilidad de los siguientes eventos:
() 7 < X <3n/2, (i) X >3r/2 (i) X <7 (iv) |X —mx| < 20x

(d) Encontrar la esperanza E[X], E[X?] y la varianza c%.



*x Ejercicio 5 (8.4-11)
Sea X VA gaussiana con media y = 10 y varianza o2 = 400, Q(k) la cola gaussiana,

1
- V2T Ji

(a) Encontrar las siguientes probabilidades en funcién de Q(k)

Q(k) e /2d\

(a)Pr{X < 2u} (O)Pr{p< X <2u} (c)Pr{0 < X <2u} (d)Pr{X > 0}

+ Ejercicio 6 (H3.14)
Para cada uno de los siguientes procesos encontrar si son estacionarios en sentido amplio.
(a) x(t) = Acos(wpt), donde A ~ N (pa,04)
(b) x(t) = Acos(wot + ¢), donde ¢ ~ U(0, 27)

*x Ejercicio 7

Para cada uno de los siguientes proceso calcular su media, potencia, varianza y autocorrela-
cion. En el caso que corresponda encontrar su densidad espectral de potencia.

x1[n] secuencia ITD que toma los valores 1 y -1 con probabilidad 1/2.

)
(b) x3[n] secuencia IID que toma el valor 1 con probabilidad p y -1 con probabilidad 1 — p.
(¢) x3[n] secuencia IID con distribucién uniforme z3[n] ~ U {%, %]
(d) x4[n] secuencia IID con distribucién normal z4[n] ~ N (0, o)
(e) x5[n] = z1[n]uln]
(f) w6(t), = a(w), es decir, una constante que depende del esperimento. a ~ N (0, 1)

+ Ejercicio 8 (2.84)

Sea e[n] sefial caracteristica de ruido blanco y s[n| otra senal estacionaria independiente de
e[n]. Mostrar que la sefial y[n] = s[n]e[n] también es ruido blanco, o sea que E {y[n]y[n + m|} =
Ad[m] donde A es una constante.

x Ejercicio 9 (4.48)
Considerar un proceso aleatorio en tiempo continuo x.(t), con densidad espectral de potencia
G, (f)y=1I (ﬁ) Suponga que se muestrea x.(t), resulta la secuencia de variables aleatorias
z[n] = x.(nT).
;Cudl es la autocorrelacion del proceso en tiempo discreto?

)
(b) ;Como deberia elegirse T para que el proceso en tiempo discreto sea blanco, es decir para
que la densidad espectral de potencia sea constante para todo 07

¢) Si la densidad espectral de potencia del proceso en tiempo continuo es ahora G, =
Si la densidad tral d tencia del ti ti h Gy,
A (%), ;cémo deberia elegirse T para que el proceso en tiempo discreto sea blanco?
(d) ;Qué requerimiento general deben cumplir el proceso continuo y el periodo de muestreo
para que el proceso en tiempo discreto sea blanco?

*x Ejercicio 10 (2.85)

Sea x[n] un proceso real estacionario con caracteristicas de ruido blanco, de media nula y
varianza o2. Sea y[n] la salida cuando z[n] es la entrada a un sistema lineal e invariante en el
tiempo, de respuesta al impulso h[n]. Mostrar que:

(a) E{z[n]ylnl} = A[0]o?.

(b) 0’; =02 n:ii:oo h2[n].



*x Ejercicio 11

Sea v(t) un proceso estacionario y z(t) = v(t) + v(t + Ty4), con T, constante.
Hallar R.(7) y G.(f), conocidos R, (7) y Gy(f).

* Ejercicio 12

Considerar un proceso estocdstico y[n|, que es la salida de un sistema lineal e invariante en
el tiempo, de transferencia

2

La entrada z[n] es un proceso estacionario con caracteristicas de ruido blanco, de media nula y
E {z%[n]} = o2.
(a) Expresar E[y*[n]] en funcién de Ry[n] o G, (e’*).

H(eY) = {1 - 1(”} -

(b) Determinar G, (e?“), la densidad espectral de potencia de y[n].

(c) Determinar Ry[n|, la funcién de autocorrelacién de y[n].

*x Ejercicio 13 (4.57)

Para poder procesar secuencias en computadora o DSP’s, debemos cuantificar la secuencia
en un conjunto de valores discretos. Este proceso puede expresarse en términos del pasaje de la
secuencia de entrada x[n] por un cuantificador Q(x) (por redondeo en este caso) cuya relacién
entrada-salida se ve en la figura.
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Si el intervalo de cuantizacién A es pequeno comparado con los cambios en el nivel de la sefial
de entrada, podemos asumir que la salida del cuantificador es de la forma

yln] = x[n] + efn]

Donde e[n] = Q(z[n]) — z[n] puede considerarse como un proceso estocastico, de mues-
tras independientes, independiente de la senal y con distribucién de probabilidad uniforme en
(—A/2,A/2).

Aceptemos que la senal x tiene una autocorrelacion de la forma:
Ryn] =d[n] + 1/2(6[n — 1] + 0[n + 1]).
Esto puede corresponder (por ejemplo) al muestreo de una sefial binaria.
(a) Hallar la media, la varianza, y la autocorrelacién de la secuencia e[n].
(b) Hallar la relacién sefial/ruido de cuantificacion.
(c) La sefial se pasa ahora por un derivador discreto cuya ecuacién de recurrencia es

yln] = 2 (aln] — 2l — 1)

Hallar la relacién senial ruido a la salida.



(d) Repetir la parte (c) con el derivador:

yln] +yln — 1] = H(aln] ~ ol — 1)



Solucion

Ejercicio 1

La probabilidad de que haya dos resultados iguales en dos lanzamientos es la probabilidad de
obtener cara-cara o nimero-nimero.

1+e€, 1—c¢ 2_1+62
2 )"+ 2 )= 2

P(CCUNN) = P(CC) + P(NN) = (

Ejercicio 2

(a) X puede tomar los valores 0,1,2,3

P(X = 2) se hallaa calculando la probabilidad de tener un acierto y dos errores multiplicado por
la cantidad de formas de ordenar los digitos. Andlogo P(X = 1)

(b)
Fx(z) = ZP(X =)

(¢) Es la probabilidad de recibir dos errores més la probabilidad de recibir tres errores.

(d) Es la probabilidad de recibir dos errores més la probabilidad de recibir tres errores.
(e)
E[X]=1P(1)+2P(2)+3P(3) =
E[X?] = 1P(1) + 4P(2) + 9P(3) =
var(X) = 1P(1) +4P(2) + 9P(3) — E*[X] =

Ejercicio 3

Como son equiprobables: Px (z) = 1

_a  2a (k—1)a a _ak(k—1) a(k—1)
E[X]—k+k+...+ 3 kn:1n—k 5 5
2 k—1 2 _ _ 2 — —
BX?] = G a®k(k—1)(2k—1) a*(k—1)(2k 1)
k = k 6

var(X) = E[X?] - E*[X] =

Ejercicio 4

(a) Esla pdf de una uniforme

(b) Esla cdf de una uniforme



(c) La probabilidad de que X pertenezca a un intervalo es el largo del intervalo dividido 27
(en este caso).

(d)

1 27
E[X] = 2—/ rdx
(a) Por definicién se tiene que, ™o
Pr(X >m+ ko) =Pr(X <m—ko) =Q(k)
Prim < X <m+ko)=Pr(m—ko < X <m) =1 —Q(k)
Pr(|X —m| > ko) = 2Q(k)
Pr(|X —m| <ko)=1-2Q(k)
Se tiene que p =10 y o = 20.
(a) Pr(X < 20) = Pr(X < u+ ko) donde k = 1/2, obteniendo por lo tanto

no

Pr(X <20)=1-Q (k=1/2)

Pr(10 < X <20) =1/2 - Q (k= 1/2)
Pr(0 < X <20) = 2Pr(10 < X < 20) =2(1/2 — Q (k = 1/2))
Pr(X >0)=1—Pr(X <10—(1/2)%20) =1 —Q (k = 1/2)
Ejercicio 6

(a) Para que sea WSS tiene que tener media constante, la autocorrelacién debe depender de
la diferencia de tiempos y potencia finita. Diapositiva 47 de la presentacion del curso.

(b) Diapositivas 42, 43 y 44 de la presentacién del curso.

Ejercicio 7

(a) L
1 1

E[X? =(-1°2=+41*-=1
X7 = (-1)°5 + 175

rin,n+m] = E[X[n]X[n+m] = EX[n]|E[X[n+m]]=0&m#0

r[n,n+m] = E[X[n]z[n +m]] = E[X*[n]] =1 m=0

Donde se usa que el valor que toma X para una muestra n es independiente del que toma para
otra muestra distinta n+m. Entonces:

r[n,n 4+ m] = §[m)|

Ga(f) =1



(b)
EX]=—-11-p) +1lp=—-1+2p

E[X? = (-1)’(1—p)+ 1% =1

var(X) = E[X? — E[X]? =2+ 4p + 4p?

rln,n+m] = E[X[n]X[n+m]] = E[X[n]|E[X[n+m] =1+4p+4p> & m #0

r[n,n +m] = E[X[n]z[n +m]] = E[X?[n]] =1 m=0

Donde se usa que el valor que toma X para una muestra n es independiente del que toma para
otra muestra distinta n+m.

(c)

ji=— 2
- 2
S S
E[X? = ZQ: 2l o3l
i=— 2 4 =0 A
- 2

rln,n+m] = E[X[n]X[n+m] = E[X[n]|]E[X[n+m]]=0&m#0

rln,n+m] = E[X[n]z[n +m]] = E[X?[n]] = P, &m=0

Donde se usa que el valor que toma X para una muestra n es independiente del que toma para
otra muestra distinta n+m. Entonces:

r[n,n +m] = P,d[m]
Go(f) = Po
(e)
()
Ejercicio 8
Segun la definicién de y[n| tenemos que:
E{yn]yln +ml} = E{s[n]e[n]sn + mle[n + m]}
Y por independencia entre s ye tenemos que,
E {s[n]e[n]s[n + m]e[n + m]|} = E {s[n]s[n + m]} E {e[n]e[n + m]}
Como e[n] tiene caracteristicas de ruido blanco y s es estacionaria:

E{y[n]yln +m]} = Ri[m].Bd[n] = Ad[n]



Ejercicio 9
(a) La autocorrelacién del proceso x[n] es:
R;[n,m| = E{z[n]x[m]} = E{z.(nT)x.(mT)}
En la letra se da la densidad espectral de potencia, la que puede existir sélo si el proceso es
estacionario en sentido amplio. Entonces:

Ri[n,m] = R, (nT,mT) = R,_((n—m)T)

c c

Por lo tanto el proceso en tiempo discreto también es estacionario en sentido amplio, y entonces

tenemos
R, [k:] =R, (kT)

(b)  Calculemos primero la autocorrelacién del proceso en tiempo continuo

2fosin(2w fot)  sin(27 fot)

R, (1) = F1 {H (2;0)} = 2fosinc(2fot) = o fof = —

Entonces
sin(2w fokT)

kT
Para que sea ruido blanco, debe cumplirse que: R, [k] = Ad[k], es decir que R, [k] = 0si k # 0,
entonces hay que encontrar los valores de T para los que

Vk # 0,3l € Z/2n fokT = I

Ry[k] = Ry, (KT) =

entonces

2fokT € ZVk = 2foT € Z

Finalmente T es de la forma:
m
T=—,conmeZ

2fo

(c¢) Calculemos primero la autocorrelacién del proceso en tiempo continuo.

_ f . sin?(m fot sin?(m fot
o) = {0 (£) = fosine o) = 5o B0 — S LERE

Razonando en forma andloga que en la parte anterior:

T:m, conm € Z
fo

(d) El proceso en tiempo continuo z.(t) debe ser estacionario en sentido amplio, tener una
autocorrelacién no nula en cero y anularse en puntos de la forma kT Vk # 0 y algin T'. El periodo
de muestreo debe ser cualquiera de los T' que cumplen la condicién anterior.

Ejercicio 10

(a) Planteando la esperanza pedida:

+o0
E {x[n]y[n]} Z]E{x[n] > w[k‘}h[n—k]}

k=—oc0
Aplicando linealidad de la esperanza y que x[n] no depende de k,

+oo
E{z[nlyln]} = > E{a[n]a[k]lhn — K]}
k=—o0
h[n — k] es determinista, por lo que aplicando linealidad nuevamente,

+oo
E{z[nlyln]} = Y E{a[n]z[k]} hln — K]
k=—oc0
Y como por letra tenemos que z[n| tiene caracteristicas de ruido blanco,

“+o0
E{znlyln]} = Y o028[n — klhln — k] = h[0)o?

k=—00



(b)  Sabemos que Gy, = |[H|*G, y como x es ruido blanco, G, = o2 por lo tanto

k=—oc0

a; f i0y(2 2 - 2
UyZ%/|H(e] 2o =07 Y B2[]
Donde la dltima igualdad se obtiene por Parseval.

Ejercicio 11
Planteando la autocorrelacién de z(t),

R.(t,5) = E{z(t)z(s)} = E{[o(t) + v(t — Ta)| [v(s) + v(s — Ta)l}

R.(t,s) =E{v(t)v(s) +v(t)v(s — Tg) + vt — Ty)v(s) + vt — Ty)v(s — Tq)}

R.(7) =2R,(7) + Ry(7 + Ty) + Ry (T — Ty)

Planteando la densidad espectral de potencia de z(t),
G.(f) = F{R.(1)} = Gu(f) [2 + e 720/ Ta 4 7277 T4]
G=(f) = 2Go(f) [1 + cos(2m fT4)]
Ejercicio 12
(a)  Aplicando la definicién de autocorrelacion,

E {92[”}} = Ry[o}

(b)  Como el sistema es SLIT, la densidad espectral de potencia de la salida es:

1— e 9@

Gy(e?) = [H (/) PGu(e’) = 0}

x

(c) Podemos partir directamente de

Gy(e7) = |H(e?)2.Go(e?%) = H(e?¥). H*(e7¥).G,(e7*)

1 ! )
1—6”1 _W]%
2 L 2

Al antitransformar obtenemos la autocorrelacion,

Gy(ejw) =

Si operamos,

Para n < 0 esto es:

Con n > 0 tenemos,

GOIIORLION PG ON RS =T es

k=—n k=—n

Finalmente,
4

Ry[n] = 50327"”

4

3

_4
3

2
T

os2"



Ejercicio 13

(a) Teniendo la densidad de probabilidad del error, calculamos la media como

A
o0 p) 1
Me :/ xf(x)dx:/ Ed:c
oo a
122 2
Me=——|22=0
CTA2-%
La varianza, que es igual a la potencia, es entonces:
A
%

Z
123 a A3 A3
02:77 2A_
c A3 T3 A 233 233

Como se conoce que es no correlacionado muestra a muestra, la autocorrelacién del ruido es
entonces:

Roln] = o28ln] = = dln]

(b) La potencia de la sefal la podemos calcular evaluando la autocorrelacién en 0.
Se=1

La SNR es entonces:

1 12

SNR= — = =
A2 2
A2 TA

(c) Como el sistema es lineal, el ruido es independiente de la sefial y tiene media nula, puedo
analizar las potencias de senal y ruido por separado:

R, [0] = E{y’[n]} = E{%(I[n] —zln — 1))} =

1 1 1 1
= ﬁE{(xQ[n] —2z[n]z[n — 1] + x2[n -1} = ﬁ(QRm[O] —2R,[1]) = ﬁ@ -1)= T2
R.[0] = E{e*[n]} = E{%(e[n] —eln—1))*} =

1 1 1 A2 1 A2
= ﬁE{(eQ[n] — 2e[nle[n — 1] + 62[n -1} = T2 (2R.[0] — 2R.[1]) = 2ﬁ§ T2 6

La SNR es entonces: ) 6

SNR= & =+

% A

La relacion senal a ruido empeora respesto a la relaciéon senal a ruido de la entrada. Esto es
l6gico ya que el ruido es no correlacionado y por lo tanto tiene componentes de alta frecuencia que
son las mas amplificadas por el derivador. Vale la pena observar que esto no es una deficiencia de
la implementacién de este filtro, sino que esto ocurre por estar implementando un derivador. En
particular si bien esta implementacién del derivador usado no es una aproximaciéon muy buena,
su reaccion frente al ruido es mejor que la de un derivador perfecto.

(d) Si calculamos la respuesta de este filtro utilizando transformada Z:

Y(2)+Y(2)z7t = %(X(z) —X(2)z7h
HE) = pig

Este filtro tiene un polo en la circunferencia unidad. Esto hace que no se pueda encontrar una
implementacién estable de este filtro. Si bien se podria plantear la relacién senal a ruido en la
salida, no tiene sentido considerar el sistema como derivador ya que la salida no tendra nada que
ver con la derivada de la entrada sino que serd basicamente una oscilacién correspondientes a la
frecuencia angular © que es donde estd el polo.
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