CAPIMTWULO

Introduccion a la programacion lineal

1 desarrollo de la programacion lineal ha sido clasificado como uno de los avances cientificos

mas importantes de mediados del siglo XX, y estamos de acuerdo con esta aseveraciéon. Su
efecto desde 1950 ha sido extraordinario. En la actualidad es una herramienta de uso normal que
ha ahorrado miles o millones de ddlares a muchas compaiiias o negocios, incluso empresas me-
dianas, en los distintos paises industrializados del mundo; su aplicacién a otros sectores de la
sociedad se ha ampliado con rapidez. Una proporciéon muy grande de los programas cientificos en
computadoras estd dedicada al uso de la programacion lineal. Se han escrito docenas de libros de
texto sobre esta materia y se cuentan por cientos los articulos publicados que describen aplicacio-
nes importantes.

(Cudl es la naturaleza de esta notable herramienta y qué tipos de problemas puede manejar? El
lector adquirird una nocion de este tema a medida que trabaje en los ejemplos que se presentaran
mds adelante. Sin embargo, un resumen verbal puede permitirle elaborar una idea. Expresado en
forma breve, el tipo mds comiin de aplicacion abarca el problema general de asignar de la mejor
manera posible —es decir, de forma optima— recursos limitados a actividades que compiten entre
si por ellos. Con mds precision, este problema consiste en elegir el nivel de ciertas actividades que
compiten por recursos escasos necesarios para realizarlas. Después, los niveles de actividad que se
eligen dictan la cantidad de recursos que consumird cada una de ellas. La variedad de situaciones a
las que se puede aplicar esta descripcion es sin duda muy grande, ya que abarca desde la asignacion
de instalaciones de produccién a los productos hasta la asignacién de los recursos nacionales a las
necesidades de un pafs; desde la seleccion de una cartera de inversiones hasta la seleccion de los
patrones de envio; desde la planeacidn agricola hasta el disefio de una terapia de radiacion, etc. No
obstante, el ingrediente comun de todas estas situaciones es la necesidad de asignar recursos a las
actividades mediante la eleccion de los niveles de éstas.

La programacién lineal utiliza un modelo matematico para describir el problema. El adjetivo
lineal significa que todas las funciones matematicas del modelo deben ser funciones lineales. En
este caso, la palabra programacion no se refiere aqui a términos computacionales; en esencia es
sinénimo de planeacion. Por lo tanto, la programacion lineal involucra la planeacion de activida-
des para obtener un resultado 6ptimo; esto es, el resultado que mejor alcance la meta especificada
—de acuerdo con el modelo matemético— entre todas las alternativas factibles.

Aunque la asignacidn de recursos a las actividades es la aplicacién mas frecuente, la progra-
macidn lineal tiene muchas otras posibilidades. En realidad, cualquier problema cuyo modelo
matematico se ajuste al formato general del modelo de programacion lineal, es un problema de
programacion lineal. (Por esta razén, un problema de programacion lineal y su modelo se denomi-
nan con frecuencia programa lineal, o incluso s6lo PL.) Atin mds, se dispone de un procedimiento
de solucion muy eficiente llamado método simplex para resolver estos problemas lineales, incluso
los de gran tamaifio. Estas son algunas razones del tremendo efecto de la programacién lineal en
las décadas recientes.

Debido a su gran importancia hemos dedicado a la programacion lineal éste y los siguientes
seis capitulos. Después de presentar aqui las caracteristicas generales de programacién lineal, los
capitulos 4 y 5 se dedican al método simplex. El capitulo 6 analiza los problemas de programacién
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lineal después de la aplicacion inicial del método simplex. El capitulo 7 examina varias extensiones
muy empleadas de este método e introduce el algoritmo de punto interior que en ocasiones se usa
para resolver problemas de programacion lineal atin mas grandes que los que maneja el método
simplex. Los capitulos 8 y 9 consideran algunos problemas especiales de programacién lineal cuya
trascendencia justifica su estudio individual.

Ademads, en varios de los capitulos posteriores se verdn aplicaciones de programacién lineal
a otras dreas de la investigacion de operaciones.

Este capitulo comienza con el desarrollo de un ejemplo prototipico simplificado de un proble-
ma de programacion lineal. Este ejemplo es tan pequeio que puede resolverse de manera directa
en una gréfica. En las secciones 3.2 y 3.3 se presentan el modelo general de programacion lineal y
sus supuestos basicos. La seccién 3.4 proporciona algunos ejemplos adicionales de programacién
lineal. La seccién 3.5 describe como pueden establecerse y resolverse problemas de programa-
cién lineal de tamafio mediano en una hoja de cédlculo. Sin embargo, algunos problemas reales
requieren modelos en verdad masivos. La seccién 3.6 ilustra como suelen surgir estos modelos de
gran tamafio y como se pueden formular de manera correcta con la ayuda de lenguajes especiales
de modelado como MPL —su formulacién se describe en esta seccion— o LINGO (la formulacién
de este modelo se presenta en el suplemento 2 de este capitulo en el sitio web del libro).

3.1 EJEMPLO PROTOTIPICO

La WYNDOR GLASS CO. produce articulos de vidrio de alta calidad, entre ellos ventanas y
puertas de vidrio. Tiene tres plantas. Los marcos y molduras de aluminio se hacen en la planta 1,
los de madera en la planta 2; la 3 produce el vidrio y ensambla los productos.

Debido a una reduccién de las ganancias, la alta administracién ha decidido reorganizar la
linea de produccion de la compaiiia. Se discontinuardn varios productos no rentables y se dejara
libre una parte de la capacidad de produccién para emprender la fabricacion de dos productos
nuevos cuyas ventas potenciales son muy prometedoras:

Producto 1: una puerta de vidrio de 8 pies con marco de aluminio
Producto 2: una ventana corrediza con marco de madera de 4 por 6 pies

El producto 1 requiere parte de la capacidad de produccién en las plantas 1 y 3 y nada en la planta
2. El producto 2 sdlo necesita trabajo en las plantas 2 y 3. La divisién de comercializacién ha con-
cluido que la compaififa puede vender todos los productos que se puedan fabricar en las plantas. Sin
embargo, como ambos productos competirian por la misma capacidad de produccién en la planta 3,
no estd claro cudl mezcla de productos seria la mds rentable. Por lo tanto, se ha formado un equipo
de IO para estudiar este problema.

El grupo comenz6 por realizar juntas con la alta administracion para identificar los objetivos
del estudio. Como consecuencia de ellas se desarrolld la siguiente definicion del problema:

Determinar cudles tasas de produccion deben tener los dos productos con el fin de maximizar las
utilidades totales, sujetas a las restricciones impuestas por las capacidades de produccién limita-
das disponibles en las tres plantas. (Cada producto se fabricard en lotes de 20 unidades, de manera
que la tasa de produccion esta definida como el nimero de lotes que se producen a la semana.) Se
permite cualquier combinacién de tasas de produccién que satisfaga estas restricciones, incluso
no fabricar uno de los productos y elaborar todo lo que sea posible del otro.

El equipo de IO también identificé los datos que necesitaba reunir:

1. Nudmero de horas de produccién disponibles por semana en cada planta para fabricar estos
nuevos productos. (Casi todo el tiempo de estas plantas estd comprometido con los productos
actuales, lo que limita la capacidad para manufacturar nuevos productos.)

2. Numero de horas de fabricacion que se emplea para producir cada lote de cada articulo nuevo
en cada una de las plantas.

3. La ganancia por lote de cada producto nuevo. (Se escogid la ganancia por lote producido
como una medida adecuada una vez que el equipo llegd a la conclusién de que la ganancia
incremental de cada lote adicional producido seria, en esencia, constante, sin que importase el
ntimero total de lotes producidos. Debido a que no se incurre en costos sustanciales para iniciar



Recuadro de aplicacion

Swift & Company es una empresa diversificada productora
de proteina con base en Greeley, Colorado. Con ventas anua-
les de mas de 8 000 millones de ddlares, la carne de res y sus
productos derivados son, por mucho, la parte mas grande del
negocio de la compania.

A fin de mejorar las ventas de la empresa y su desem-
pefio en la manufactura, la alta administracién concluy6 que
necesitaba alcanzar tres objetivos importantes. Uno fue per-
mitir a los representantes de servicio al cliente hablar a sus
mds de 8 000 clientes para transmitirles informacién precisa
acerca de la disponibilidad de inventario actual y futuro, al
mismo tiempo que consideraban fechas de entrega solicitadas
y edad maxima del producto en el momento de su entrega.
Un segundo objetivo fue producir un programa eficiente de
nivel de turno para cada planta en un horizonte de 28 dias. El
tercer objetivo consistié en determinar de manera exacta si
una planta podia embarcar una cantidad solicitada de pedi-
dos-lineas-articulos en la fecha y a la hora requeridas dadas la

disponibilidad de ganado y las restricciones impuestas por la
capacidad de la planta.

Para enfrentar estos tres desafios, un equipo de IO desa-
rroll6 un sistema integrado de 45 modelos de programacion
lineal basado en tres formulaciones de modelo para programar
de manera dindmica sus operaciones de fabricacion de carne
en cinco plantas en tiempo real cuando recibe los pedidos. Los
beneficios totales auditados que se observaron en el primer
aiio de operacion de este sistema fueron de 12.74 millones de
dolares, de los cuales 12 millones correspondieron a la optimi-
zacionde lamezcla de productos. Entre otros beneficios se des-
tacan la disminucién de las 6rdenes perdidas, la reduccién de
los descuentos de precio y la mejora de las entregas a tiempo.

Fuente: A. Bixby, B. Downs y M. Self, “A Scheduling and Capa-
ble-to-Promise Application for Swift & Company”, en Interfaces,
36(1): 39-50, enero-febrero de 2006. (En nuestro sitio web, www.
mhhe.com/hillier, se proporciona un vinculo con este articulo.)

la produccién y la comercializacién de estos nuevos productos, la ganancia total de cada uno es
aproximadamente la ganancia por lote que se produce multiplicada por el niimero de lotes.)

La obtencién de estimaciones razonables de estas cantidades requiri6 del apoyo de personal
clave en varias unidades de la compaiia. El personal de la divisién de manufactura proporciond los
datos de la primera categoria mencionada. En la segunda categoria, el desarrollo de estimaciones
requiri6 un andlisis de los ingenieros de manufactura involucrados en el disefio de los procesos de
produccidn para elaborar los nuevos articulos. Al analizar los datos de costos que se obtuvieron,
junto con la decision sobre los precios de la division de marketing, el departamento de contabilidad
calculo las estimaciones para la tercera categoria.

La tabla 3.1 resume los datos reunidos.

De inmediato, el equipo de 10 reconoci6 que se trataba de un problema de programacion li-
neal del tipo clasico de mezcla de productos y procedié a la formulacién del modelo matematico
correspondiente.

Formulacion como un problema de programacion lineal

La definicién del problema planteado indica que las decisiones que deben tomarse son el nimero de
lotes delos productos que se fabricardn semanalmente, de manera que se maximice su gananciatotal.
Para formular el modelo matemadtico de programacién lineal de este problema se define

x, = numero de lotes del producto 1 que se fabrican por semana
x, = nimero de lotes del producto 2 que se fabrican por semana
Z = ganancia semanal total (en miles de ddlares) que generan estos dos productos

TABLA 3.1 Datos del problema de la Wyndor Glass Co.

Tiempo de produccion
por lote, horas
Producto
Tiempo de produccion
Planta 1 2 disponible a la semana, horas
1 1 0 4
2 0 2 12
3 3 2 18
Ganancia por lote $3 000 $5 000
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Por lo tanto, x, y x, son las variables de decision del modelo. Si se usa el tltimo renglén de
la tabla 3.1 se obtiene

Z =3x, + 5x,.

El objetivo es elegir los valores de x, y x, que maximice Z = 3x, + 5x,, sujeta a las restricciones
impuestas sobre sus valores por las capacidades de produccion limitadas de las cuales se disponen
en las tres plantas. La tabla 3.1 indica que cada lote del producto 1 que se produce por semana
emplea una hora de produccion en la planta 1, y s6lo se dispone de 4 horas semanales. En términos
matematicos, esta restriccion se expresa mediante la desigualdad x; = 4. De igual manera, la plan-
ta 2 impone la restriccién 2x, =< 12. El nimero de horas de produccién usadas a la semana en la
planta 3 que se consume al elegir x, y x, como las tasas de produccion de los nuevos productos seria
3x, + 2x,. En consecuencia, la expresion matematica de la restriccion de la planta 3 es 3x, + 2x,
= 18. Por dltimo, como las tasas de produccién no pueden ser negativas, es necesario restringir las
variables de decision a valores no negativos: x, = 0y x, = 0.

Para resumir, en el lenguaje matemadtico de programacion lineal, el problema consiste en
seleccionar valores de x; y x, para

Maximizar  Z = 3x; + 5x,,

sujeta a las restricciones

X1 = 4
2, = 12
3, + 2x, = 18

x; =0, x=0.

(Observe como la informacién de la tabla 3.1 en esencia se duplica en la distribucién de los coefi-
cientes de x, y x, en el modelo de programacién lineal.)

Solucion grafica

Este pequeifio problema tiene sélo dos variables de decision, esto es, s6lo dos dimensiones, asi que
se puede usar un procedimiento grafico para resolverlo. Este procedimiento incluye la construc-
cién de una grafica de dos dimensiones con x, y x, como los ejes. El primer paso es identificar los
valores de (x,, x,) permitidos por las restricciones. Este objetivo se logra dibujando cada una de
las rectas que limitan los valores permitidos por una restriccion. Para comenzar, observe que las
restricciones de no negatividad x, = 0y x, = 0 exigen que el punto (x,, x,) se encuentre en el lado
positivo de los ejes (incluso sobre cualquiera de los dos ejes), es decir, en el primer cuadrante. Des-
pués, debe observarse que larestriccion x; = 4 significa que (x,, x,) no puede estar a la derecha de
larecta x; = 4. Estos resultados se muestran en la figura 3.1, en la que el 4rea sombreada contiene
los tnicos valores de (x,, x,) permitidos.

De manera parecida, la restriccién 2x, < 12 (o de modo equivalente, x, = 6) implica que la
recta 2x, = 12 debe agregarse a la frontera de la regién permisible. La dltima restriccion, 3x, + 2x,
= 18, se encuentra al graficar los puntos (x,, x,) tales que 3x, + 2x, = 18 (otrarecta) para completar
la frontera. (Observe que los puntos que cumplen 3x, + 2x, = 18 son aquellos que estdn sobre o
por debajo de la recta 3x; + 2x, = 18, por lo que ésta es la recta que limita, y més all4 de ella, la
desigualdad no se satisface.) En la figura 3.2 se muestra la region de valores permisibles de (x, x,),
llamada region factible. (La demostracién llamada Graphical Method —método grafico— en el
OR Tutor proporciona un ejemplo detallado de la construccidn de la region factible.)

El paso final es seleccionar, dentro de esta region factible, el punto que maximiza el valor de
Z = 3x, + 5x,. Para descubrir c6mo realizar este paso de manera eficiente se pueden intentar
algunos valores por prueba y error. Por ejemplo, probar, Z = 10 = 3x, + 5x, para ver si existe
algun valor de (x,, x,) dentro de la regién permisible que dé un valor de 10 para Z. Si se dibuja la
recta 3x;, + 5x, = 10 se puede ver que existen muchos puntos sobre esta recta que estdn dentro de
la region (vea la figura 3.3). Después de intentar este valor arbitrario de Z = 10 se tiene una mejor
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H FIGURA 3.1

El area sombreada muestra
los valores de (x,, x,) per-
mitidos por x;, =0, x, =0,
X, =4.

X2 A

perspectiva, debe intentarse ahora un valor arbitrario més grande, por ejemplo, Z = 20 = 3x, +
Sx,. De nuevo, la figura 3.3 revela que un segmento de la recta 3x, + 5x, = 20 se encuentra dentro
de la regién, de manera que el maximo valor permisible de Z debe ser, por lo menos, 20.

Observe ahora en la figura 3.3 que las dos rectas que se acaban de graficar son paralelas. Esto
no es coincidencia, ya que cualquier recta construida de esta manera tiene la forma Z = 3x, + 5x,

para el valor seleccionado de Z, lo que implica que 5x, = —3x, + Z o, en forma equivalente,
3 N lZ
X, = ——x; +
o5 s

Esta dltima ecuacion, llamada forma de pendiente-ordenada al origen de la funcién objetivo,
demuestra que la pendiente de las rectas es —g (ya que cada incremento de una unidad en x, hace
que x, cambie en — 2 ), mientras que la ordenada al origen de larecta—la interseccion con el eje x,—

¥ FIGURA 3.2

El drea sombreada muestra
los valores permitidos de
(%, X,), llamada la regién
factible.

X2 ﬁ\
10—
3x; + 2x = 18
81—
X1 =4
6 20 =12
41—
Regién
— factible
2=
| | [
0 2 4 6 8
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H FIGURA 3.3

El valor de (x;, x,) que
maximiza 3x, + 5x, es
(2, 6).

X2 A

Z:36:3X1+SXZ

Z=20=3x; + 5x,
4

Z:lO:3X|+5X2

es iZ (puesto que x, = 1Z cuando x, = 0). El hecho de que la pendiente esté fija en —3 significa que
todas las rectas construidas de esta manera son paralelas.

De nuevo, si se comparan las rectas 10 = 3x, + 5x,y 20 = 3x, + 5x, enlafigura 3.3, es posible
observar que la recta que da el valor mayor de Z (Z = 20) se encuentra mas lejos del origen hacia
arriba que la otrarecta (Z = 10). Este hecho también estd implicito en la forma de pendiente-orde-
nada al origen de la funcién objetivo, lo que indica que la interseccién con el eje x, (ng) aumenta
cuando crece el valor seleccionado de Z.

Estas observaciones implican que el procedimiento de prueba y error para construir las rectas
de la figura 3.3 involucra sélo dibujar una familia de rectas paralelas que contengan al menos un
punto en la regién factible y elegir la que corresponda al mayor valor de Z. La figura 3.3 muestra
que esta recta pasa por el punto (2, 6), lo cual indica que la solucién optimaesx, =2y x, = 6.La
ecuacion de esta recta es 3x; + 5x, = 3(2) + 5(6) = 36 = Z, lo cual indica que el valor éptimo de
Zes Z = 36. El punto (2, 6) se encuentra en la interseccion de las dos rectas 2x, = 12y 3x; + 2x,
= 18, que se muestra en la figura 3.2, por lo que el punto se puede calcular de manera algebraica
como la solucién simultdnea de estas dos ecuaciones.

Una vez estudiado el procedimiento de prueba y error para encontrar el punto 6ptimo (2, 6)
es posible seguir los pasos de este método en otros problemas. En lugar de dibujar varias rectas
paralelas, es suficiente marcar una de ellas con una regla para establecer la pendiente y después
mover la regla con pendiente fija sobre la region factible en la direccién en que Z mejora. (Cuando
el objetivo sea minimizar Z la regla deberd moverse en la direccion en que Z decrece.) La regla
se deja de mover en el momento en que todavia pasa por un punto de esta regioén. Este punto es la
solucion optima deseada.

Con frecuencia se hace referencia a este procedimiento como el método grafico de progra-
macion lineal. Se puede usar para resolver cualquier problema de programacion lineal con dos
variables de decisioén. Con alguna dificultad es posible extender el método a tres variables de
decision, pero no més de tres. (En el siguiente capitulo se estudia el método simplex para resolver
problemas mds grandes.)

Conclusiones

El equipo de IO utiliz6 este procedimiento para encontrar que la solucién Optima deseada es
x, =2,x,=6,con Z = 36. Esta soluci6n indica que la Wyndor Glass Co. debe fabricar los produc-
tos 1 y 2 auna tasa de 2 y 6 lotes por semana, respectivamente, con una ganancia total resultante
de 36 000 dolares semanales. No existe otra mezcla de los dos productos que sea tan reditua-
ble, de acuerdo con el modelo.
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No obstante, en el capitulo 2 se puso de manifiesto que un buen estudio de investigacion de
operaciones no sélo encuentra una solucién para el modelo inicial formulado. Cada una de las
seis etapas que se describieron es importante, incluso las pruebas exhaustivas del modelo (vea la
seccién 2.4) y el andlisis pos6ptimo (seccién 2.3).

Sireconoce la totalidad de estas realidades practicas, el equipo de IO esta listo para evaluar la
validez del modelo de una manera mds critica (esta explicacion continuard en la seccion 3.3), y para
llevar a cabo un andlisis de sensibilidad sobre el efecto que tendria el hecho de que las estimaciones
dadas en la tabla 3.1 fueran diferentes debido a inexactitudes, cambios en las circunstancias, etc.
(Este tema continuara en la seccion 6.7.)

Continuacion del proceso de aprendizaje con OR Courseware

Este es el primero de muchos puntos en los cuales sera ttil emplear el OR Courseware que se en-
cuentra en el CD que acompafia al libro. Un programa clave en este CD es el llamado OR Tutor que
contiene un ejemplo de demostracion completo del mérodo grdfico que se estudia en esta seccion.
Esta demostracién comienza por la introduccién de un problema y la formulacién de un modelo de
programacion lineal, antes de aplicar el método grafico para resolverlo, con la intencién de propor-
cionar un ejemplo adicional de formulacién de un modelo. Al igual que muchos otros ejemplos
de demostracién en otras secciones, €ste resalta los conceptos que son dificiles de explicar en una
pagina impresa. En el apéndice 1 se puede consultar la documentacion sobre el software.

Si el lector desea ver mas ejemplos puede consultar la secciéon de problemas resueltos
—Worked Examples— en el sitio web del libro. Esta seccion incluye unos cuantos ejemplos con
soluciones completas para casi todos los capitulos, asi como un complemento de los ejemplos del
libro y del OR Tutor. Los ejemplos de este capitulo comienzan con un problema relativamente
directo que implica la formulacién de un pequefio modelo de programacioén lineal y la aplicacién
del método grafico. Los ejemplos siguientes implicardn de manera progresiva un reto mayor.

Otra parte clave del OR Courseware es un programa llamado IOR Tutorial. Este realiza mu-
chos procedimientos interactivos para ejecutar los diferentes métodos de solucién que se presentan
en el libro, lo que permite que el lector se enfoque en el aprendizaje y la ejecucion de la 16gica del
método en forma eficiente, mientras que la computadora realiza los cdlculos numéricos. Se incluye
un procedimiento interactivo para aplicar el método grafico en la programacién lineal. Una vez
que se haya captado este primer procedimiento, un segundo enfoque permite aplicar con rapidez el
método gréfico para desarrollar andlisis de sensibilidad sobre el efecto de cambios en los datos del
problema. Después, es posible imprimir los trabajos y resultados como una tarea. Como los otros
procedimientos del IOR Tutorial, éstos estan especificamente disefiados para proporcionar al lector
una experiencia de aprendizaje eficiente, amena y enriquecedora mientras realiza sus tareas.

Cuando se formule un modelo de programacién lineal con mas de dos variables de decision,
por lo que no puede usarse el método gréfico, el método simplex descrito en el capitulo 4 permi-
tird encontrar una solucién 6ptima de inmediato. Obtenerla también es util para la validacion
del modelo puesto que encontrar una solucion sin sentido indica que se cometieron errores en la
formulacién del modelo.

En la seccién 1.4 se menciond que el OR Courseware es una introduccion a los tres paquetes
de software comerciales que mds se usan —Excel Solver, LINGO/LINDO y MPL/CPLEX— para
resolver una variedad de modelos de IO. Los tres paquetes incluyen el método simplex para resol-
ver problemas de programacion lineal. En la seccién 3.5 se describe como usar Excel para formular
y resolver modelos de programacioén lineal en el formato de una hoja de célculo. Las descripciones
de los otros paquetes se proporcionan en la seccién 3.6 —MPL y LINGO—, los suplementos 1 y
2 de este capitulo en el sitio web del libro —LINGO—, la seccién 4.8 —CPLEX y LINDO—y el
apéndice 4.1 —LINDO—. Ademas, el OR Courseware incluye un archivo para cada uno de los tres
paquetes que muestra como se puede usar para resolver los ejemplos en este capitulo.

3.2 MODELO DE PROGRAMACION LINEAL

El problema de la Wyndor Glass Co. se disefié para ilustrar un problema comun de programacion
lineal, en version simplificada. Sin embargo, esta técnica es muy versatil como para describirla
mediante un solo ejemplo. En esta seccion se presentardn las caracteristicas generales de los pro-
blemas de programacién lineal y las distintas formas legitimas del modelo matematico.



