Matematica 1
Primer Parcial

CURE

21 de Mayo de 2022

Indicaciones:

e la prueba tiene una duracién total de 3 horas.

e Cada hoja entregada debe indicar nombre, nimero de C.l., y nimero de
hoja. La hoja 1 debe indicar ademas el total de hojas entregadas.

e Se deber utilizar dnicamente un lado de las hojas.

e Cada problema o pregunta se deberd comenzar en una hoja nueva.Se eva-
luard explicitamente la claridad, prolijidad y presentacién de las soluciones,
desarrollos y justificaciones.

Problema 1 [6 pts.]

Sea A C R tal que inf(A) = 0, sup(A) = V2 y ANQ = (. Indicar, en
cada caso, justificando si la proposicién es verdadera, falsa o los datos son
insuficientes para contestar.

1. min(A) =0
2. max(A) =2
3. Ac (0,v2) y A#(0,V2)

4. @ S
5. dzg € A tal que g > 1,41

6. (0,v/2)C A

Problema 2 [18 pts.]

(a) [5 pts.] Sea la funcién g : R — R tal que g(z) = €?**~2 y el intervalo
I =10, %] Pruebe que la ecuacién g(x) — x = 0 tiene una tnica raiz en
el intervalo I.



(b) [5 pts.]Sea f : R — R. Pruebe que si f’(z) >0 Vz € R entonces f tiene
a lo sumo una raiz.

(c¢) [8 pts.] Indicar si cada una de las siguientes afirmaciones es verdadera o
falsa, justificando la respuesta.

i) Si una funcién derivable es estrictamente decreciente en un inter-
valo, entonces su derivada es negativa en ese intervalo.

ii) Si una funcién f presenta un méximo relativo en un punto a, en-
tonces f'(a) =0

Problema 3 [16 pts.]

Sean dos reales a y by la funcién f: R — {5} — R tal que

Arctan(z) — x + 3a — Arctan(2) siz <2

flz) = w—5‘

ar +b+In six>2

2¢—1

(a) [5 pts.] {Qué relacién deben cumplir a y b para que f sea continua en
x =27

(b) [5 pts.] Sabiendo que f es continua en x = 2, halle a y b para que la recta
tangente al gréfico de f en el punto (1, f(1)) sea paralela a la recta de
ecuaciéon y = ax + b

ef—e T2z

(c) [6 pts.] Calcule el siguiente limite: lim,_,o (e

Problema 4 [10 pts.]

(a) [10 pts.] Una ventana como la de la figura, esta formada por un rectangu-
lo de lado 2z e y, terminada en su lado superior por un semicirculo(el
didmetro es 2x). El perimetro de la ventana es de 8m. Hallar el valor de
T + y para que la ventana tenga area maxima.

a

2X

Datos utiles: perimetro de una cfa = diametro = m, drea de una cfa =
radio®



Solucion

Problema 1

1. Falso . Si fuera cierto min(A) =0 —-0€ Q,ANQ=0—-0¢ A (A no

tiene min).

2. Datos insuficientes . No se sabe si /2 € A. Dado que el sup(A) =
V2 — /2 menor de las cotas superiores. Si V2e A= V2= max(A).

3. Datos insuficientes. Dado 1 € (0,v/2),1c QANQ =0 - 1¢ A —
A#(0,v2)
SiV2 e A VI (0V2), 5 A ¢ (0.12)

4. Datos insuficientes. Si A = (0,1/3) U (1,v/2) — @ ¢ A.
SiA=(0,v2) =L ecA

5. Verdadero .
6. Falso . Sil€ (0,v2),1€Q,ANQ=0,—1¢A

Problema 2

(a) Tomando f:[0,1/2] — R/f(x) = g(z) — z. f(x) es continua en [0,1/2],
dado que es suma de funciones continuas.

Como f(0) >0y f(1/2) < 0 — f tiene al menos una raiz en [0, 1/2].
Unicidad: f es derivable en [0, 1/2]( suma de funciones derivables).
f:I—R / f:=2e2*"2 _1=0— f es estrictamente decreciente en I.
Como f tiene al menos una raiz « en I y f estrictamente decreciente en I — «
es Unico.

Seaa€l,/ fla)=0. Tomoun g € Iy f(5) =0, 8 < a.

Como f es estrictamente decreciente en I — (5 < «) f(8) < f(a) = 0,
absurdo , f() = 0. Para el caso donde 8 > « es andlogo. Por lo tanto « es
unica.

(b) Si f'(z) > 0¥z € R — f tiene como mucho una raiz.

Si f(z) >0 Va €R,f es estrictamente creciente —, si Ja € R/ f(a) = 0,
para cualquier z € R,z < « se tiene f(z) < f(a) = 0. De forma andlogo se
tiene f(x) > f(a) =0, Yo € R,z > a. Por lo tanto, f admite como mucho 1
raiz.

(¢) c.i) Falso . Contraejemplo: f(r) = —z3 f estrictamente decreciente,
f(x) <0Va #0
c.ii) Falso . Contraejemplo: f(z) = —|z|.

f presenta en z = 0 un max relativo y Af (0)



Problema 3

(a) lim,_,o- Arctan(x)—x+3a— Arctan(2) = lim,_,o+ ax+b+In

2x—1"
Por lo tanto: a —b=2

(b) Eldato de la recta tangente al grafico en (1,f(1)) nos dice que la recta es
de la forma: y1 (z) = f (z)(x—1)—f(1). f(z) = Arctan(z)—z+3a— Arctan(2)
ya que x < 2. Como y; tiene que ser paralela a yo(x) = ax + b por la tanto
la pendiente debe ser la misma. Usando esto y la relacion de la parte a) se
obtienen los valores de a y b.

(c) Realizando 3 iteraciones del teo. de L’hopital, se llega a que el limite
converge a 2.

Problema 4

(a) Usando el dato que el perimetro de la ventana es de 8m, escribo la ecua-
cién(1): 8 = 2z + 2y + zw. Como me pide el drea maxima, hay que maximizar
el drea de la ventana, la ecuacién(2): 22y + Fa? Despejo 2y de la ecuacion (1),
y sustituyo en la ecuacién (2). Ahora la ecuacion (2) esta en una variable, para
maximizar, hago la derivada primera y hallo los ceros de esta. Estudio el signo
para observar donde se encuentra el valor de x que maximiza la expresion del
area. Luego con este valor de x, busco el valor de y usando la ecuacién (1) y
obtengo el valor de y que hace que el drea sea maxima. El resultado es la suma
de x+y.



