4.4. Polinomios y series de Taylor

(C6mo hallar, sin calculadora, /€, log2 6 senl ? Las funciones més féciles de evaluar son los
polinomios. Si encontramos un polinomio P que se parezca mucho a una funcién f dada cerca
de un punto a (y podemos estimar el error cometido al sustituir f por P), podremos hallar
valores aproximados de f(x) paralos x préximosa a.
Ej. Sea f(x) =e"*. El polinomio de grado 1 mds parecido a f cerca
de x=0 es la recta tangente: P;(x) = f(0)+ f/(0)x =1+x.
Observemos que satisface: P;(0)=f(0); P{(0)=/'(0).
Probablemente se parecerd mds a e* el polinomio P, de grado 2 P, 1
que cumpla P»(0)=£(0); P,(0)=s"(0); P (0)=f"(0), o sea, y
Py(x) = f(0)+ f'(0)x+ ﬂzglxzz 1+x+3x%. ¥

[ P (recta
tdngente)

En general, el P, que mejor aproximara a una funcién f cerca de x=a sera el que coincida
con f ycon sus n primeras derivadas en a. Se comprueba facilmente que:

Def. | Si f tiene n derivadas en a, el polinomio, de grado <n,

Paal®) = £(@) + f(@)r—a LA v—a? - L@ g 0o

(k) X R, {x)
cumple P, (a) :f( )(a), para k=0,..,n. Al P,, se le llama P .(x)
polinomio de Taylor de f de grado n en a. Se llama R, ,(x),

resto del polinomio de Taylor, al error cometido para cada x al : :
sustituir f(x) por P, ,(x),es decir, f(x) =B, 4(x) +Ryq(x). a X
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Es esperable que el R, ,(x) sea pequefo si x es cercano a a y que disminuya al aumentar n.
La siguiente expresion del resto, a pesar de venir en funcidén de un ¢ desconocido, nos va a
permitir acotar este error en muchas ocasiones:

Teorema (forma de Lagrange del resto):

Sif, f, ..., f**1) estan definidas en [a,x] ( 6 en [x,a] ) entonces

para algiin ¢ € (a,x) si x>a [6 c€(x,a) si x<a].

(n+1) (¢ n
Rua() = Ty be—a)"™!

[Otras expresiones del resto son ttiles, pero se necesitan las integrales. Observemos que
si f esun polinomio de grado n se deduce R, , = 0, es decir, que, como debia suceder,
el polinomio coincide con su polinomio de Taylor de grado 7 ].
(n)
Para cada 7 € (a,x) tenemos que f(x) = f(t)+ f'(¢t)x—t]+---+ %Q[x—t]” +Rus(x).
Miremos el resto como funcién de ¢ para x fijo: S(t)=R,,(x) . Derivando respecto a ¢ :
0= f£(t) + (= () + ") =) + (= f"(0) x—t] + L5 r—1)?)

oot (= G e +@Q[x—r]")+s'(r) = () =L O

El TVM de Cauchy en [a,x] para S(¢) y g(t) = [x—¢]"*! implica que Jc€ (a,x) tal que
S@)-S(a) _ S'e) _ f" Q) e 1 _ f"V(e)

s()-gla) ~ g(c) nt =t nkl T (nt 1))
Como S(x)=R,(x) =0, S(a)=Rn.(x), g(x)=0, g(a)=[x—a]"*! se tiene el resultado.
[Igual si x<a].
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Normalmente hallaremos los polinomios para a = 0. En ese caso no escribiremos las a de los
subindices y las expresiones anteriores adoptan la forma (férmula de McLaurin):

Si f, £, ..., f*1) existenen [0,x] [6 [x,0]] entonces para algin c€(0,x) [6 c€ (x,0) ]

16) = B(5) + () = 10) + 7O Lo L0 S0 o

Hallando las derivadas se obtienen facilmente los siguientes polinomios y restos:

e = Lbxt g+ 5+ 5+ Ry(x) con Ry(x) = gy o

3 2n+1 _1\n+l
senx =x— 3+ = g+ o+ (21" Gy Rons () o Rag (1) = Syt

n+1
CoSX = 1—%4-)‘—__)‘__4_..._,_(_1)”@ + Rou(x) con Ra,(x )_g lz)nizcow 2042

[Para senx, como la derivada sen(2*+2) (0) = (=1)"'sen0 =0, es Py, | = P2 por
eso en su resto aparecen 2n+3 y no 2n+2;y algo muy parecido sucede con el cosx].

Dado un x, hay en los tres casos cotas féciles para el resto en términos de cosas conocidas:

para e*: si x>0,es |Ry(x )|<Jn;‘r1—),; six<0,es |Rn(x)|§%’%:—;!;
|23 2n+2

para senx, |Ry,41(x)] < I Vx; para cosx, |Ra,(x)| < 12—"1+—2) Vx .

2n+3

Como probamos en 4.1, una sucesién de la forma |x|*/k!—0 Vx cuando k — oo. Por tanto,
podemos aproximar para cualquier x el valor de e*, senx y cosx con la precision que
queramos utilizando un polinomio de Taylor con n suficientemente grande (aunque habra
que tomar un n mayor cuanto mds lejano de 0 esté el x).

El logx no estd ni definido en x = 0. Por eso lo que se desarrolla es el log (1+4x) . Es fécil ver
que la derivada n-sima de esta funcién es [—1]"~!(n—1)!(1+x)™" y por tanto

log (14x) =x—% +———+ - 1]”’1%"—|—Rn(x) con R,Ax)z%%

Se puede probar ademds (no con esta expresion del resto) que los polinomios del log (1+x)
solo aproximan a la funcionsi —1 <x < 1.

Ej. Calculemos con error menor que 107> el senl. r21 g! 2;:
[2n+3
|Ront1(x)| < 5= 2n+3 7 = [Ranp1(1)] < 2n+3), < 10000 si 2n+32>9 = i 264 l86
=5
sen1~1—3+m—m~0.84147 con error |[R7(1)| < 9, <107°. 5 120 3
6 720 64
Ej. Si aproximamos sen2 con este mismo Py (x) el error serd mayor: 7 5040 128
~ 8, 32 128 . 2 _ 4 8 40320 256
sen2 ~ 2 — % + 120 — 5040 ~ 0.9079 5 ‘R7(2)| S o1 — 2835 0.0014. 9 362880 512
(Estas cotas pronto serdn mas féciles con las series de Taylor). 10 | 3628800 | 1024
Ej. Hallemos ahora log‘—st =log(1— 1) conerror < 1073
1 1 1 _ 1 1
Como ‘R _3 ‘ (it 15"+ (1)1 71/5<<C<0 )5 @5y r )@ < {oo5 SL 1 2> 3,
debemos usar el polinomio de grado 3 : log‘—st —% = % = ﬁ ~ —0.224 con error < 1073 .

De otra forma (que evitard la acotacion del resto en cuanto tengamos las series de Taylor):

1 1

4 _ 1y, 1., 1 _
logz =—log(l+3)~—5+3— 192~ -0.223, con |R3 | TR 0<<1/445<1000
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