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1. Derivabilidad

La nocién de derivada es la herramienta bésica para el estudio de la variacién de una
funcién, que es el objeto de estudio del calculo diferencial.

Una de las motivaciones de la definicién de derivada es obtener la ecuacién de la
recta tangente al grafico de una funciéon en un punto. Veamos ésto. Recordamos que la
ecuacién de una recta por un punto con coordenadas (a,b) y pendiente m es

y=m(x—a)+b

Consideremos una funcién f : D C R — R, y supongamos que P = (a, f(a)) es un punto
del gafico de f en el que existe la recta tangente al grafico; queremos obtener la ecuacién
de esta recta.

Como el punto P ya pertenece a esta recta, sélo necesitamos obtener la pendiente
de la misma. La idea para obtener este valor es considerar rectas secantes al grafico de
f por el punto P y por otro punto (z, f(z)) del grafico, y considerar entonces el limite
de las pendientes de estas rectas secantes cuando x tiende a a.



Observar, en la figura de arriba, que cuanto més cerca se encuentra el punto @ del
punto P, maés cerca estd la recta secante de ser tangente. Por lo tanto las pendientes
de estas rectas secantes se acercan cada vez mas a la pendiente de la recta tangente. Si
llamamos mq a la pendiente de la recta que pasa por Py por @, y mp a la pendiente
de la recta tangente, tenemos que

mp = lim m
Como los puntos @ estén en el gréfico de la funcién, se tiene que @ = (z, f(x)) para
algin x € D. Tomar () cada vez mas cerca de P es equivalente a tomar x cada vez mas
cerca de a:

\

Llamemos m, a la pendiente de la recta secante que pasa por Py por Q = (z, f(z)),
y mq a la pendiente de la recta tangente en (a, f(a)) (es decir: m, = mg, y mq = mp).
Entonces tenemos:

me = lim my
Tr—a



Calculemos ahora m, para un x dado:

Tenemos que

. 1@ = 1@
r—a
y por lo tanto
My = lim M.
A )

Definicién Sea f: D C R — R, decimos que

f es derivable en a si lim f(@) — f(a)
r—a xrT—a

existe y es finito.

A este limite lo llamamos la derivada de f en a y lo denotamos f'(a). Es decir

@) 1 L) = (@

r—a Tr —a

Observar que si * = a + h, donde h puede ser tanto positivo como negativo,
entonces r — a < h — 0, y por lo tanto tenemos

f’(a) :}llii% f<a+h}>l_f<a)




Esta ultima descripcién suele resultar més conveniente a la hora de calcular los
limites. Decimos que f es derivable en un conjunto A si f es derivable en
cada punto a € A.

Ecuacién de la Recta Tangente: Tenemos entonces que si f es derivable
en a, la recta tangente al gréafico por el punto P = (a, f(a)) tiene pendiente f’(a).
Por lo tanto, la ecuacion de esta recta es:

y = [fla)+ f(a)(x — a)

Observar que si f es continua en a, entonces si  — a tenemos que f(x) — f(a)
f(x) = f(a)

Tr —a

y por lo tanto, el numerador y el denominador de tienden a 0 cuando

r)— Jla
x tiende a a. Es decir, lim M
Tr—a T — a
y por lo tanto su cédlculo siempre requiere cierta manipulacion.

fla+h)— f(a)

se intenta factorizar una h del numerador, para luego cancelarla con la h del
denominador.

Comencemos a calcular derivadas. Empezamos con las funciones més sencillas:
las funciones constantes.

«0» )
)

es siempre indeterminado (del tipo “

Si lo vemos con la otra definicion de derivada, lim , en general
h—0

Ejemplo 1.1. Sea f(x) = ¢. Como la recta tangente al gréfico en cualquier punto
es la propia recta y = ¢, cuya pendiente es 0, es de esperar que f’(a) = 0 para
todo a € R. Confirmémoslo usando la definicén de derivada:

€ = limo=o.

Fla) = i Lot ZJ@ g e

h—0 h h—0 h—0

Ejemplo 1.2. Sea f(z) ==z

» Calculemos f’(2). Para ésto tenemos que calcular

/ _ LA — = =

= Observar que si cambiamos el 2 por a la manipulacion es la misma; es decir,

oy la+h)y—a h B
Fla=im = i !



Veamos un ejemplo un poco mas complicado:
Ejemplo 1.3. Sea f(r) = 2%
» Calculemos f'(3):

fB+h) - fB3)

2 -
£(3) = lim _ o BED?—9 L 9+ 6h+ B9

h—0 h h—0 h h—0 h
= HmM =1lim6+h=06
h—0 h—0
» Calculemos en general, f'(a):
. fla+h)— f(a) . (a+h)?—a®> , a®+2ah+ h®—a?
! _ — - =
fla == B I R = R
2
S LCL ) T Py
h—0 h h—0

Proposicién 1.4. Si f es derivable en a = f es continua en a.

Demostracion. Para probar que f es continua en a necesitamos ver que lim f(x) = f(a):

r—a

tim 1) = lim f(2) — f(@) + f(a) = i PO ) g
Como
tim PO =IO _ 4 it
tenemos que
h’mM(aE—a) = f'(a) x0=0

z—a T —a
y por lo tanto

lim f(z) = f(a).

r—a

Veamos ejemplos de cuando una funcién no es derivable.



Ejemplos

1. Por la Proposicién 1.4, si f no es continua en a, entonces no es derivable
en a.

2. Si la recta tangente al grafico en el punto (a, f(a)) es vertical, entonces

L) =S
T—a r—a

y por lo tanto, f no es derivable en a.

\ LT -0
z—0 x—0

3. Si lim f(z) = f(a) = b (finito) y 1lim flz) = f(a)
r—a™t Tr—a g T —a
tonces lim M
z—a T —a
anguloso en a:

= ¢ (finito) y b # ¢ en-

no existe. En este caso se dice que [ tiene un punto



pendiente b

7

pendiente ¢

Y%

En este caso, a las rectas y = b(z — a) + f(a) e y = ¢(x — a) + f(a) se les llama
semitangentes al grafico en el punto (a, f(a))

Otros ejemplos de derivadas

1. Si f(x) = e*, entonces
ea-‘rh — el ea(eh _ 1) 6h -1
! z. Z. a 1¢ a
fla) = illli% h ilzlg(lJ ¢ ilzlgzlz

2. f(x) = V.

o VESVE L JE— v A
fla) = alclirclz T —a _il—{rclz r—a +Jr+a

+o00 sia=0

Tr —a

1
- 1, :1/ - =
oo (7 — a) (VT + @)  oee /T +/a L Gaso0
2\/a

a

Es decir, que f(z) =/ no es derivable en a = 0.

Observar quedada f: D C R — R, sillamamos £ = {a € R | f es derivable en a} C
D, entonces tenemos una nueva funcion

f""ECR—R.

Por los ejemplos realizados hasta ahora, tenemos

1. Si f(x)=c= f'(x)=0.



2. 51 f(x)=2= f'(z)=1.
3. Si f(x)=2*=f
4. Si f(z) =e" = f

() = 2z.
(x) =e".

1
5. Si = = fl(r)=—=, V&>0
@)= VE S f@)= 5o, Ve
Cuando queda claro que x es una variable, estas formulas suelen escribirse, por
ejemplo
(xQ)/ = 2x.

Las siguientes propiedades son tutiles para calcular las derivadas de funciones
menos elementales:

Proposicién 1.5. Sean f y g funciones derivables en a, y o € R. Entonces:

1. af es derivable en a y

2. f+ g es derivable en a y

(f +9)'(a) = f'(a) + ¢'(a)

3. fg es derivable en a y

(f9)'(a) = f'(a) g(a) + f(a) g'(a)

4. Si g(a) # 0 entonces / es derivable en a y
g




Demostracion. La demostracién de las partes a) y b) se hace facilmente utilizando
la linealidad de los limites. Veamos la regla del producto:

o F9@) = (f9)@) _ (@) gla) ~ fla) gla)

T i) ee) - f@ala) + f@lgla) - S@dela)
1) o) — gla) + 9(a) (@) — F(@)
= :I;: f(x) lim —g(:ic) — gﬂga; i g(a) lim —f(x) — flo)
— Fa) @)+ o) £ o

Observar que en el dltimo paso utilizamos el hecho de que, por ser f derivable
en a, entonces es continua en a, y por lo tanto lim f(x) = f(a).
r—a
La regla del cociente se demuestra con una manipulacién similar.

O

Proposicién 1.6 (Regla de la Cadena). Si g es derivable en a y f es derivable
en g(a), entonces f o g es derivable en a y

(fog) (a) = f(9(a)) g'(a)

Demostracion. Por simplicidad lo demostraremos para el caso en que g(x) # g(a),
para todo x en algiin entorno reducido de a.

(fog)(a) = lim?9@)=Fg() f(9(x)) = [ (g(a)) g(z) — g(a)

= lim

r—a r—a T—a r—a g(m) — g(a)
o F@) ~ Fal) o) o)
T B R L

(1 LD =0
a—a g(z) —g(a)

Si llamamos y = g(z), al ser g derivable en a y por lo tanto continua, tenemos que
si x — a entonces y — g(a), y por lo tanto

) = @) L f) S (g(a)
a—a  g(x) —g(a) y—9(a) Y —g(a)

= f'(g(a)) por definicién de f’ (g(a))

9



Y por lo tanto

]

Ejemplo 1.7. Si f(z) = 22 y g(z) = 32+ 1, entonces (fog)(z) = (3z 4+ 1)*. Para
calcular (f o g)'(2), por la regla de la cadena tenemos que

(fo9)(2)=1"(9(2)g'(2).

Como ¢'(2) = 3, 9(2) =7y f(9(2) = f/(7) = 2 x 7 = 14, concluimos que
(fog)(2)=7x3=2L.

Si queremos calcular (f o g)'(x) para cualquier z, tenemos que (f o g)'(z) =
[ (g(@)) g' ().

Tenemos ¢'(x) = (3 + 1)" = 3. Por otro lado f'(z) = (22)' = 2z y por lo tanto
f'(g(z)) =2g(x) = 2(3x + 1). Entonces

(fog)(z)=23x+1)3=06(3z+1).
Comentarios:

= La regla de la cadena se utiliza cuando se tiene una funciéon f aplicada, no a
x, si no a una funcién de z, es decir, a cierta g(x). Como (fog)(x) = f (g(x)),
llamaremos f a la funcién de “afuera” y ¢ la funcién de “adentro”. Tenemos
entonces que

~—— —~—
derivada de || evaluada en por la
la funcién de || 1a funcién de || derivada de
afuera adentro la funcion de
adentro

= Esto quiere decir que, si en vez de x tenemos una funcién como variable,
hacemos la derivada igual que antes, manteniendo la nueva variable, y luego
multiplicamos por la derivada de la variable.

En el ejemplo anterior, puede resultar mas sencillo el siguiente camino:

((3z+1)%)" =28z +1) x (32 + 1) = 2(3z + 1)3 = 6(3z + 1).

10



= Otra notacién que a veces resulta conveniente para la derivada es

d
=2

Si llamamos u = g(x), otra forma de escribir la regla de la cadena es

A f(u) =Ly du = sy ()

d,
donde —f es la derivada de f si u es la variable, y d_u es la derivada de u
x

u
(con variable z). En el ejemplo anterior, si llamamos v = 3z + 1, tenemos

du?  du?
(Bz+1)?) = % - % () = 2u x o' = 2(3z + 1)3 = 6(3z + 1)

A veces en las tablas de derivadas se proporcionan las férmulas con la regla
de la cadena incluida. Por ejemplo, suele aparecer

(uQ)/ =2uu.
» Si f tiene inversa f~!, tenemos que f o f~1 = Id; es decir que

(fof ) ==

y por lo tanto
(fof (@) =1.

Si usamos la regla de la cadena en la izquierda de la ecuacion, obtenemos:

y por lo tanto | (f~1) (z) =

Ejemplo 1.8. Si f: R — RT es f(z) = %, entonces f~1 : RT — Res f~!(z) =
log(z). Entonces

(log(@))' = (f V(@) = —— !

(@)~ f(log(x))

11




Y como f'(z) = (e*) = €”, tenemos que

f'(log(x)) = 8 =

y por lo tanto

(log(x)) = =

Ejemplo 1.9. Veamos ahora las derivadas de las funciones trigonométricas. Para
ésto necesitamos recordar:

1.
2.

sen(a + b) = sen(a) cos(b) + cos(a) sen(b)
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sen(a) sen(b)
HE% ser;(x) 1

}:1;0 cos(.a;) -1 0

Si f(x) = sen(x), entonces:

o) - m?%ma+2fﬁmm):H?ammn%my+m%@%mm—ﬁmm)
::g%<%m@(ﬁﬂ%:i>+aaw(§%@)>:%m@xo+ma@x1
— cos(a).

Si f(z) = cos(x), entonces:

cos(a + h) — cos(a) cos(a) cos(h) — sen(a) sen(h) — cos(a)

rlo) = i SRS — h
::E%(wq@<9ﬂ%ii>—%m@(ﬁ%@)):am@xo—%m@x1
— —sen(a).

12



sen(x)

» Si f(z) = tan(z), como tan(x) = cos(n)’ utilizamos la regla del cociente:
p sen(z)\’  (sen(x)) cos(z) — sen(x) (cos(z))’
(tan(x)) - (COS(ZL‘)) - (COS(I’))z
_ cos(x) cos(x) — sen(z)(—sen(x)) _ cos?(z) + sen?(x)
cos?(x) cos?(x)
B 1
~ cos?(x)

Para finalizar con las formulas de derivadas de las funciones elementales, veamos
las funciones de potencia:

Ejemplo 1.10. Si f(z) = 2" con n € R, entonces

iy e (a+h)t—a”
Ja) = Jim h
Si a = 0, nos queda
B 0 sin—1>0
f’(()):h'mz:h’mhr“1 =¢ foo sin—1<0
h=o h0 1 sin—1=0

Por lo tanto, f es derivable en 0 <= n—12>0.Sin > 1= f(0) = 0. Observar
que, si n = 1, lo anterior nos dice que f’(0) = 1, hecho que ya sabfamos pues
f(z) = x en este caso. Si a € Dom(f) y a # 0, entonces

F(a) = na" ", (1)

No demostraremos el caso general (Vn € R); para n € N, lo demostramos por
induccion completa:

» Caso inicial: n = 0. En este caso f(x) = 1 para todo z, y por lo tanto

f'(a) = 0 para todo a € R, y se cumple la férmula (1).

» Paso inductivo: asumiendo que la férmula (1) se cumple para n, probemos
que se cumple para n + 1. Si f(z) = "™ entonces f(z) = g(x)h(x) donde
g(x) = 2™y h(x) = x. Tenemos que h'(a) = 1 y como la férmula se cumple
para n, tenemos que ¢'(a) = na™'. Utilizamos la regla para la derivada de
un producto:

f'(a) = g (a)h(a) + g(a)h' (a) = na™ 'a+ a1 = na™ + a" = (n + 1)a",

y por lo tanto la férmula se cumple para n + 1.

13



Juntando todos los ejemplos, tenemos la siguiente tabla de derivadas:

L f(=) | f'(=) |
0

ceR

x 1
log(x) 1/x
sen(x) | cos(zx)
cos(x) | —sen(z)
tan(z) | 1/ cos®(z)

Utilizando la férmula para la derivada de la inversa se puede probar que

;o 1
» (arcsen(x)) = N
= (arccos(z)) = —ﬁ
= (arctan(z)) = ﬁ

Derivadas de mayor orden:

Si f: D CR — R es derivable en un intervalo abierto E, tenemos la funcion
f'+ F C R — R. Siesta funcién f’ es derivable en un punto a, a su derivada
la llamamos la derivada segunda de f en a y la escribimos f”(a); tenemos
entonces una nueva funcion,

f'(@) = () ().

De igual manera se definen las derivadas sucesivas. La derivada de orden n se
escribe f(™(a). Tenemos entonces las funciones

flz) = fl(z) = f'(z) = - = fO(z) = (F7 V) ().

Ejemplo 1.11. Se f(z) = z* + 32? + = — 2, entonces f'(z) = 42® + 6z + 1,
f"(z) = 122246, fO(2) = 242, f@(x) = 24, f®)(x) = 0y por lo tanto f™(x) = 0
sin>>5

14



2. Aplicaciones

Estimaciones
Si f es derivable en a, entonces la recta tangente al gréfico en el punto (a, f(a))
es el grafico de la funcién

T(x) = fla) + f'(a)(z —a)

Este es el polinomio de grado 1 que mejor aproxima a f alrededor de a, en el
sentido de que f(a) = T(a) y f'(a) = T"(a). A esta funcién se le llama Polinomio
de Taylor de orden 1. Observar que si b es un punto cercano a a, entonces
T(b) es cercano a f(b), y por lo tanto T'(b) es una estimacién de f(b), es decir

T(b) =~ f(b).

Ejemplo 2.1. Supongamos que queremos aproximar el valor de 1/9,006. Si f(z) =
vz, 1o que estamos buscando aproximar es f(9,006). Como 9.006 es cercano a 9,
y los célculos son més sencillos en 9, podemos utilizar la aproximacion por la
tangente en el punto (9, f(9)) = (9,3). Para ésto necesitamos el valor de f'(9).

Tenemos que f'(z) = ﬁ y por lo tanto f'(9) = = —. Entonces el Polinomio

v
T(x) = f(9) + [(9)(x —9),

de Taylor es

15



es decir

T(x) =3+ é(w —9).

Si utilizamos T'(z) para aproximar /9,006, obtenemos
1 1
T(9,006) = 3+ =(9,006 — 9) =3+ 20,006 = 3,001

y por lo tanto /9,006 ~ 3,001

Otra aplicacién de la aproximacién tangente es estimar el incremento Af de
una funcion en las proximidades de un punto a en el que f es derivable. Si llamamos
Ay al incremento de f correspondiente a un incremento en x de Az, entonces el
incremento correspondiente a T'(x), que llamamos dy es una buena aproximacién

. - Y
de Ay si Ax es pequenio. Ahora, como f’'(a) = —= tenemos que

Ax

dy = f'(a)Aw,

y por lo tanto

Ejemplo 2.2. Si el radio de un circulo aumenta de 2 a 2,001, estimar el cambio
de su area.
Tenemos que el drea del circulo (en funcién de su radio ) es

A= f(r)=r’n.

16



Tenemos que Ar = 0,001 y queremos estimar AA. Utilizamos la aproximacién de
la tangente en a = 2:

AA = Ay ~dy = f'(2)Az = f'(2)0,001.
Como f(r) = r?m, tenemos que f'(r) = 2wr y por lo tanto f'(2) = 4mr. Entonces
AA ~ 471 x 0,001 = 0,0047.

Comentario: La idea de la aproximacion de la funcién f por su tangente
en las cercanias de un punto donde es derivable puede ser mejorada usando un
polinomio de grado n > 2. Una buena aproximacién es a través de un polinomio
P(x) tal que

P(a) = f(a), P'(a)=f'(a), P"(a)=f"(a), - P"(a)=f"(a).
Ejercicio: Sean f: D — R derivable de orden n en a y
P(z) = f(a) + Ai(x — 1) + Ay(x —a)* + -+ + Ay (x — a)"

el polinomio de grado n que mejor aproxima a f en las cercanias de a. Probar que

A P(z) se le llama polinomio de Taylor de f(x) de orden n en a.

Velocidades

Si un objeto se mueve en una recta, y su posicién en el instante ¢ estd dada por
una funcién f(t), para calcular la velocidad instantdnea en un instante ¢, dado,
podemos hacer lo siguiente.

Primero calculamos la velocidad media que tuvo el objeto en el intervalo de
tiempo [to, to + h], a la cual denotaremos por Ujto,to+h]- Tenemos entonces que

5 _ flto+h) = flto) _ flto+h) — f(to)
A h '

Luego la velocidad instantanea del objeto en el instante ¢y es el limite de las
velocidades medias cuando el intervalo de tiempo tiende a 0; es decir

f(to+h) — f(to)
. .

v(to) = 1 Uy g4 = lim

17



Observar que si este limite existe, por la definiciéon de derivada tendremos

. f(to+h) — f(to)
h—0 h

= f'(to)-

Es decir, v(tg) = f'(to).

Si seguimos el mismo razonamiento para calcular la aceleracién instantanea
a(ty) del objeto en el instante ¢y, teniendo en cuenta que la aceleracién es la tasa
de variacion de la velocidad, tendremos

a(te) = v'(to) = f"(to).

Por lo tanto

Si la posicion de un objeto en el instante ¢ esta dada
por f(t),y f es derivable =
la velocidad instantanea del objeto en el instante t es
u(t) = f'(t)

y la aceleracion instantanea es

a(t) = f(t).

Tasas de variacion instantaneas

El ejemplo anterior de velocidades instantaneas es un caso particular de tasas
de variacién instantaneas. Si el estado de un sistema en el instante t estd dado por
una funcién f(t) (f puede ser temperatura, tamano, volumen, posicién...), entonces
la variacion del estado en el intervalo de tiempo [tg, to+h] es f(to+h)— f(t), y por
lo tanto, la tasa de cambio media en ese intervalo es w Entonces, al igual
que para el ejemplo de velocidades, si f es derivable en t; la tasa de variacién

instantanea en el instante tq es

r(to) = f'(to)-

3. Valores extremos de una funcion

Las derivadas también se usan para hallar los valores extremos de una funcion.

Definicién 3.1. Sea f: D C R — R. Si a es un punto interior de D, decimos
que f tiene un méximo relativo en a si existe un entorno FE(a,d) tal que

18



f(z) < f(a), Vx € E(a,0). Esto quiere decir que f(a) es mayor o igual a los
valores de la funcién en puntos cercanos a a.

Anélogamente, decimos que f tiene un minimo relativo en a si existe un
entorno E(a,0) tal que f(x) > f(a), Vo € E(a,0). Es decir, f(a) es menor o igual
a los valores de la funcién en puntos cercanos a a.

A
maximo relativo en a

minimo relativo

Y

Decimos que f tiene un extremo relativo en a si tiene un maximo o un minimo
relativo en a.

Observar en la siguiente figura que en los extremos relativos las tangentes al
grafico son horizontales.

A

- - -
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Esto sucede en general:

Teorema 1 (Condicién necesaria para la existencia de extremo relativo). Sea
f:DCR—R. Sif tiene un extremo relativo en a y existe f'(a) = f'(a) = 0.

Decimos que a es un punto critico de f si f'(a) =0 o si f'(a) no existe.
El teorema anterior nos dice que:

Los candidatos para extremos relativos de f son los puntos criticos de f.

Comentarios:

» La funcién f puede tener un extremo relativo en a sin que exista f’(a). Por
ejemplo, si f(z) = |z|, f/(0) no existe y sin embargo f tiene un minimo
relativo en 0:

3

» También puede ocurrir que f'(a) = 0 aunque f no tenga un extremo rela-
tivo en a. Por ejemplo, si f(z) = 23, entonces f'(x) = 3x2, y por lo tanto
1/(0) = 0; sin embargo, f no tiene ni minimo ni maximo relativo en 0:

20



Ejemplo 3.2. Hallar los puntos criticos de f(z) = 2* — 3z + 1.

Necesitamos hallar los puntos a tales que f’(a) no existe o f’(a) = 0. Como
f es un polinomio, f’(a) existe para todo a € R. Calculamos f'(z) = 32> — 3 y
resolvemos f'(x) = 0:

Fl@) =0 <= 30°—3=0 «= 3(2*—1) =0 «= 2?—1=0 « § *=1
r=—1

Por lo tanto, los puntos criticos de f son 1y —1.

Definicién 3.3. Sean f: D C R — R y J C D un intervalo. Decimos que f
tiene un maximo absoluto en J si existe a € J tal que f(a) > f(x) para todo
x € J. Al valor f(a) lo llamamos el maximo de f en J. Andlogamente, decimos
que f tiene un minimo absoluto en J si existe b € J tal que f(b) < f(z) para
todo x € J. Al valor f(b) lo llamamos el minimo de f en J

Comentarios:

= Si un extremo absoluto de f se presenta en un punto a interior a .J, entonces
f tiene un extremo relativo en a.

= Por lo tanto los extremos absolutos de f se pueden encontrar solamente en
algunos de los siguientes puntos: extremos de J, puntos de J donde f'(z) no
existe y puntos de J donde f'(z) = 0.

Y MAXIMO
/ ™ ABSOLUTO

m —=MINIMO l

ABSOLUTO minimo relativo
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A
maximo
relativo
A MAXIMO
M ™ ABSOLUTO
m - MINIMO ¢
ABSOLUTO minimo
relativo
a b

El siguiente resultado asegura la existencia de extremos absolutos en determi-
nadas condiciones:

Teorema de Weierstrass:

Si f es continua en el intervalo [a, b], entonces
[ tiene maximo absoluto y minimo absoluto en [a, b].
Es decir, 3 ¢,d € [a,b] tal que f(c) < f(z) < f(d) Yz € [a,]]

Ejemplo 3.4. Hallemos el maximo y minimo absoluto de f(z) = 23 — 3z + 1 en
el intervalo [0, 2]. Por el Teorema de Weirstrass, sabemos que existen el méaximo
absoluto y el minimo absoluto de f en el intervalo [0,2]. Ya vimos que los puntos
criticos de f son 1y —1, pero solamente z = 1 € [0,2]. Tenemos entonces los
siguientes candidatos para puntos en los que se pueden encontrar el méaximo y el
minimo absolutos:

» Extremos del intervalo: x =0y x =2
s Puntos criticos en el intervalo: x = 1.

Como el maximo y el minimo de f se toman en esos puntos, el mayor de los valores
f(0), f(2) y f(1) sera el maximo absoluto de la funcién en [0, 2], y el menor de esos
valores serd el minimo absoluto. Calculamos f(0) =1, f(2) =2 —-3x2+1=3y
f(1) =1—-3+1= —1. Por lo tanto, el méximo de la funcién en el intervalo [0, 2]
es 3 (y se daen z =2), y el minimo es —1 (y se daen z = 1).
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4. Teorema del Valor Medio

Es uno de los resultados mas importantes que involucra la nociéon de derivada.
Bajo ciertas condiciones, como se observa en la siguiente figura, hay por lo menos
un punto (¢, f(c)) por el cual la tangente al grafico de f es paralela a la recta que

pasa por los puntos (a, f(a)) y (b, f(b).

- pendiente W

pendiente f(c)

O

Teorema del Valor Medio (Lagrange):

Si f: [a,b] — R es continua, y es derivable en (a,b) =

3ce (a,b)/—f(b;):i:(a) = f'(c)

Consecuencias del Teorema del Valor Medio:

Proposicién 4.1. Si f: [a,b] — R es continua y f'(x) =0V x € (a,b), entonces
f(z) = f(a)V z € [a,b] (es decir, f es constante).

Demostracion. Si x € (a,bl], aplicando el Teorema del Valor Medio en [a, z| obte-

nemos que 3 d € (a,x) tal que @) = /) = f'(d) = 0. Entonces f(z)— f(a) =0
r—a

y por lo tanto f(z) = f(a). O

Corolario:
Sean f,g: [a,b] — R continuas y tales que f'(z) = ¢'(x) V = € (a,b) = f(z) =
g(xz) + K (K constante) ¥ x € [a, b].

Proposicién 4.2. Sea f: [a,b] — R.

1. Si f'(x) > 0 para todo x € (a,b), entonces f es creciente en (a,b).
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2. 8i f'(x) <0 para todo x € (a,b), entonces f es decreciente en (a,b).

3. Si f es continua en ¢ € (a,b) y f'(x) > 0 en (a,c) y f'(x) <0 en (c,b)
entonces [ tiene un maximo en c.

4. Si f es continua en ¢ € (a,b) y f'(z) < 0 en (a,¢) y f'(x) > 0 en (c,b)
entonces [ tiene un minimo en c.

Demostracion. Probaremos la parte 3) (las otras se demuestran de forma similar).
Primero probaremos que f(x) < f(c), Vo € (a,c); esto es equivalente a probar
que la pendiente de la recta por los puntos (x, f(z)) y (¢, f(c)) tiene pendiente
positiva o nula.

Ahora, la pendiente de la recta secante es

fle) = f(=)

cC—X

y, aplicando el Teorema del Valor Medio en el intervalo [z, ¢], tenemos que existe
T € (z,c) tal que
fle) = f(z)

cC—XT

~ f@) =0,
Observar que esto implica f(c¢) > f(z) yaquec—2 >0y

F(e) = f(@) = f(#)(c—) = 0.

De la misma forma se prueba que Vz € (c,b), f(x) < f(c) y por lo tanto f
tiene en ¢ un maximo. ]
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Ejemplo 4.3. Estudiar el crecimiento de f(x) = 2* — 3z + 1. Por la Proposicién
anterior, tenemos que estudiar el signo de f’(x). Ya vimos que f'(z) = 0 <=

x =10 x = —1. Por lo tanto tenemos las raices de f'(z) y nos resta saber el signo
de f’ en los intervalos determinados por estos puntos. Tenemos:
0 0
sen(f) _ T I +
-1 1

y por lo tanto, f es creciente en los intervalos (0o, —1) y (1, +00) y decreciente en
el intervalo (—1,1).

0 0
sen(f) T — | +
1

\j

1
-1

—1 1

Si calculamos los valores de f(—1) y f(1) podemos obtener un bosquejo de la
grafica de f. Tenemos que f(—1) = -1+3+1=3y f(1)=1-3+1=—1
Calculamos también los limites en infinito:

h'IE f(z) =400 ¥y lim f(z) = —oc.

Bosquejamos con toda esta informacién:

\j

Ejemplo 4.4. Hallar, si existen, los extremos absolutos de f(z) = 322 + 6x + 2.
Como no estamos trabajando en un intervalo cerrado, no podemos utilizar el
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Teorema de Weierstrass y por lo tanto no sabemos si f tiene maximo o minimo
absoluto en R. Estudiemos entonces el crecimiento de la funcion; necesitamos el
signo de f’(z). Tenemos

f(2)=0 <= 62+6=0 < z=—-1.

Veamos ahora el signo de f” en los intervalos determinados por este punto:

— +
sgnf’ I

-1

f \l/
|
1

\j

\j

Por lo tanto, f es decreciente en (—oo, —1) y creciente en (—1,400); entonces f
no tiene maximo absoluto en R, pero tiene minimo absoluto (y se da en z = —1).
El minimo absoluto de fes f(—1) =3 —-6+2= —1.

Ejemplo 4.5. Se fabrican envases cilindricos metélicos de espesor constante con
un volumen V = 16 cm? fijo. Se quiere determinar las dimensiones del envase para
que se utilice la menor cantidad de metal posible.

La cantidad de metal utilizado estd dada por el area de la superficie del cilindro.
Si el cilindro tiene altura h y radio r, el area de la superficie es

A= 27mrh + 2(r*n)

L 2mr
v
h 2rrh h
-
v

Esta funcién de area depende de dos variables (r y h). Pero tenemos una

condicién, y es que el volumen tiene que ser 16. V = 7r?h = 16 y por lo tanto h =

16 . . .
— - Entonces la funcién de drea nos queda solamente con variable r (sustituyendo
r
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1
en la férmula de A, h = —62)
s

16 32
A(r )—27T7“—2+2T 7r——+2r7r
o

Ahora necesitamos encontrar el minimo de la funcién A(r) con r € (0,400). Para
ésto necesitamos el signo de A’(r). Tenemos

1 43 — 32
Al(r) 32(_1)ﬁ + 4mr —
32 1
y por lo tanto A'(r) =0 < r =

=2
4 &S

N/t

/////

Por lo tanto, el minimo absoluto de A(r) se da cuando r = 2?; para este
T
1 1 4
valor del radio, la altura del cilindro es h = —6 0

5. Regla de L’Hopital

La Regla de L’Hopital resulta de aplicar las derivadas para calcular limites con
indeterminaciones del tipo “0” “en.

y

e Sean f,g: D - RyceRU{£oo}. Si
tfm £ @)
= g'(z)

(x) # 0 para todo = # ¢ en un intervalo que contiene a ¢ y

= L € RU {£o0},

lim f(z) = limg(z) =0

0
lim | f(r) |=lim | g(z) |= o0
entonces

TAACO R P HC)

g(x)  a—e g (x)

L
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Ejemplos:

|
1. Calculemos lim og(x) .
Tr——+00 €T

Como 11/51_1 log(z) = 11/5{1 r=-+o00y (') =1 # 0Vx, podemos utilizar la

regla de L’Hopital y tenemos:

1 1 ' 1
m 108 g, los@) o Ve
T—+00 €T r—400 ({L’), z—+oo 1
2. En este ejemplo utilizamos la regla dos veces:
, ef—1—x et —1 et 1
lim ——— = lim =lim — = -.
z—0 :L‘2 z—0 2q z—0 2 2

3. A veces, si bien la expresion no esta pronta para utilizar la regla, una pequena
manipulacién nos permite utilizarla:

, . log(x) 1z B

Es decir, con una manipulaciéon adecuada, la regla también es 1util para in-
determinaciones del tipo “c00”.

4. El resultado anterior nos permite calcular un limite con indeterminacién del
tipo “0°7:

; . = .
lim % = ehmx—>0+ log(z®) _ ehmx—>0+ zlog(z) _ 60 -1
z—07F
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