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Conceptos Basicos de Funciones

Definiciones

1.

Si Ay B son conjuntos no vacios, una funcién de A en B es una correspondencia
tal que a cada elemento de A le hace corresponder uno y sélo un elemento de
B. Al conjunto A se lo llama dominio de la funcién y a B el codominio y lo
indicaremos por Dom(f).

. Al conjunto B se lo llama codominio de f. Escribiremos f : A — B, y para un

elemento a € A, a su correspondiente lo llamamos f(a).

. El conjunto de valores “alcanzados” por la funciéon f es el recorrido de f y lo

escribimos Rec(f) = {f(a) : a € A} C B. Por ejempllo, en la funcién de de la
Figura 2, Rec(f) = {c, d}

En este curso se trabajara con funciones cuyo dominio y codominio son subconjun-
tos de los niimeros reales (f : D C R — R). Sino se aclara el dominio de la funcién,
tomaremos como dominio al mayor conjunto en R para el cual tenga sentido la
expresion f(x). Por ejemplo, si f(x) = 1/z, entonces Dom(f) = {z € R t.q = # 0}

.Sif D C R — R, el grafico de f es el conjunto de puntos del plano con

coordenadas de la forma (a, f(a)); es decir Grafico(f) = {(z, f(z)) : = € D}.

. Una funcién es inyectiva si a dos elementos distintos del dominio le hace corre-

sponder elementos distintos del codominio. Es decir, si a # b entonces f(a) # f(b)
(ver Figuras 1 y 2). Para funciones cuyo dominio y codominio son subconjuntos
de los numeros reales, la inyectividad se puede ver facilmente con el grafico de f.

Una funcién f: A C R — R es inyectiva si y sélo si, toda recta paralela
al eje Ox corta al gréfico de f a lo sumo una vez.




Figura 1: f no inyectiva y sobreyectiva Figura 2: f inyectiva y no sobreyectiva

6. Una funcion f : A — B es sobreyectiva si todo elemento de B es “alcanzado”
por f, Es decir, si Vb € B, Ja € A tal que f(a) = b (esto es lo mismo que decir
geue Rec(f) = B). Ver Figuras 1 y 2.

Para funciones f : R — R, la sobreyectividad se puede ver facilmente con el grafico
de f.

Una funcién f : A € R — R es sobreyectiva si y sélo si, toda recta
paralela al eje Ox, corta al grafico de f por lo menos una vez.

Ejemplo 1.1. La funcién f : R — R dada por f(z) = 22 no es ni inyectiva ni
sobreyectiva:

flx) = 2

f no inyectiva

f no sobreyectiva

7. Para cualquier conjunto A, tenemos la funcién identidad en A; Id4 : A — A, dada
por Ids(a) = a. Si A = R, entonces el grifico de Idg estd dado por todos los



puntos del plano de la forma (z,x); por lo tanto el grafico de esta funcién es la

recta y = x:

flx) ==

La funcion Id 4 es inyectiva y sobreyectiva.
8. Una funcién es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

A B
f

Figura 3: f biyectiva

9.5 f: A— Byg:B — C, podemos definir una nueva funcién h : A — C. Si
a € A, entonces f(a) cae dentro de By por lo tanto a este valor le podemos aplicar
la funcién g. Entonces, definimos h(a) = g(f(a)). A esta funcién h se la denota
go [y decimos que es la composicién de f con g.



10.

h=gof

Ejemplo 1.2. Si f(z) = 2% + 1y g(z) = 2? + 2, entonces:

(gof)a)=g(f(x) =g (®*+1) = (@*+1)2+2=2%+ 22 +3

(fog)(@) = flg(x)) = (* +2)° +1 = b 4 62 + 122 + 9.
Observar que en general go f # fog.

Si f: A — B es biyectiva, se puede invertir la correspondencia; definimos una
nueva funcién f~! : B — A dada de la siguiente forma: si b = f(a) entonces
f71(b) = a. BEs decir, que f~! “deshace” lo que f “hace”. (; Por qué necesitamos
que f sea biyectiva para definir f~17).

Notar que f~!(f(a)) = a para todo a € Ay f(f~'(b)) = b para todo b € B; es
decir



fFlof=Idyy fof!=1Idp.

Observar que si un punto con coordenadas (a,b) estd en el grafico de la funcién f,
esto quiere decir que f(a) = by por lo tanto f~!(b) = a y por lo tanto el punto con
coordenadas (b, a) estd en el grafico de la funcién f~!. Adem4s, si simetrizamos el punto
(a,b) con respecto la recta y = x, obtenemos el punto (b,a). Por lo tanto, el grafico de
la funcién f~! se obtiene simetrizando el grafico de f con respecto a la recta y = .

Figura 4: Gréfico de la funcién inversa

Ejemplo 1.3. Veamos algunos ejemplos de funciones inversas:

1. f(z) = 22 no es inyectiva ni sobreyectiva. Sin embargo, si reducimos el dominio
y el codominio: f : R>g — R>g entonces es biyectiva y por lo tanto tiene inversa
ft: R>0 — R>q. ;, Quien es la inversa de f? Tenemos que ver qué funcién deshace
lo que hace f; es decir, qué funcion hay que aplicarle a 2? para recuperar z...la
raiz cuadrada. Entonces f~1(z) = /.

2. f(x) = 23 es biyectiva y por lo tanto tiene inversa f~!: R — R. Igual que antes,
vemos que f~1(z) = V.



Veamos a continuacién los gréaficos de /z y ¢/z a partir de los graficos de 2% y 23

respectivamente.

Ejemplo 1.4. Veamos la funcién exponencial f(x) = e*, esta funcién no es biyectiva
pues no es sobreyectiva (toma sélo valores mayores que 0), pero si es inyectiva (realizar
el test de la linea horizontal en el grafico). Por lo tanto, si consideramos f : R — R+,



entonces es biyectiva y tiene inversa f~!: Ry — R. El nombre de la funcién inversa es
el logaritmo natural (o neperanio, o en base €) y se denota log(x).

Observar que entonces tenemos que log(a) = b < e’ = a.

Utilizando que log(z) es la funcién inversa de e* y las propiedades de la funcién
exponencial, tenemos:

= Dom(log) = Ryg

(
)

) =
- log(1) = 0
= log(a) + log(b) = log(ab)
= log(a) — log(b) = log (%)
= nlog(a) = log(a™)

Ahora construimos el grafico de log(z) a partir del gréfico de e®.

. y = logx




2.

Limites y Continuidad
Repasamos las notaciones para los distintos tipos de intervalos de nimeros reales:
1. Sean a y b dos nimeros reales. Definimos:

» [a,b] = {zr € R/a <z <b} (intervalo cerrado)

a b

v (a,b) ={xr € R/a <z < b} (intervalo abierto)
5
~

b

-
S
a

v [a,b) ={zxeR/a <z <b}
v (a,400) ={z€eR/a<z}

Anélogamente se definen (a,b], (—o0, a), (—00, al y [a, +00). En particular (—oo, +00) =
Ry (0,+00) =R*.

2. Seaac€RyecRT,

» Llameremos entorno de centro a y radio € al intervalo (a — €,a + €). Lo
notaremos FE(a,€).

C | A

a—e€ a a—+e€

» Llamaremos entorno reducido de centro a y radio ¢ al intervalo (a —
€,a + €) menos el punto a; es decir E(a,€) — {a}. Lo notaremos E*(a,¢€).




2.1. Limites

Sea f: D CR — Ry a tal que un entorno reducido centrado en a esté incluido en
el dominio de f.

Definicion 2.1. Decimos que el limite de f cuando z tiende a a es b, y lo denotamos

lim f(z) =b

r—a

si dado € > 0, existe 0 > 0 tal que si z € E*(a,0), entonces f(z) € E(b,¢€).
Equivalentemente, si dado € > 0, existe 6 > 0 tal que f (E*(a,d)) C E(b,€).

FE @) || b=1m f(@)j----mmm oo

1) 0

Esto quiere decir, que no importa que tan chico sea el intervalo centrado en b (por
eso, dado € > 0...), siempre podemos encontrar un intervalo centrado en a (existe ¢...),
tal que f lleva todos los puntos del intevalo, salvo quizas a, adentro del intervalo centrado
en b. Es decir, cuanto més se acerca x a a (pero = # a), los valores de f(x) se acercan
ab.



Observar que la definicién no implica ni que f esté definida en a ni tampoco que si
estd definida, entonces f(a) = b. La definicién de limite sélo involucra lo que sucede para
valores cercanos a a, pero no involucra nada respecto a lo que sucede en a. Entender
ésto es fundamental para entender el concepto de continuidad que veremos en la préxima
seccion.

Definiciéon 2.2. Se puede ser un poco mas especifico, y estudiar el comportamiento
de f(x) para x cerca de a pero, por ejemplo, a la derecha de a. Definimos entonces los
limites laterales.

= Decimos que el limite de f cuando x tiende a a por la derecha es b, y lo denotamos

lim f(z) =05

z—at

si dado € > 0, existe 0 > 0 tal que si = € (a,a + ), entonces f(x) € E(b,€).

fl(a,a+9))
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= Decimos que el limite de f cuando z tiende a a por la izquierda es b, y lo

denotamos
lim f(z) =10

si dado € > 0, existe 6 > 0 tal que si z € (a — d,a), entonces f(z) € E(b,¢).

A

f(a)

b= lim f(x)
o= Jin 1)

Y

a
Notar que
lim f(x) =05
z—at
lim f(z) =b < y
e lim f(z) =b.
Tr—a~
Ejemplos
1. Si f(x) = ¢ (funcién constante), entonces
lim f(z) =c¢
r—a
para todo a € R.
2. llmz=a
r—a
3. Definimos la funcién signo:
1 six >0
Sgn(zx) =4 0 sizx=0
-1 six <0

11



Tenemos que
lim Sgn(z) =1

z—0t
lim Sgn(z) = —1.
z—0~

En particular, h’r% Sgn(x) no existe.
T—

Limites infinitos
En algunos casos, cuando z se acerca a a, los valores de f(z) si bien no se acercan a
ningtn valor, son, por ejemplo, cada vez mas grandes:

= Decimos que el limite de f(z) cuando x tiende a a es infinito, y escribimos

lim f(x) =400
r—a

si dado k > 0, existe § > 0 tal que si z € E*(a,0), entonces f(z) > k. Esto quiere
decir, que acercéndonos lo suficiente a a (existe J...), los valores de f(z) son tan
grande como queramos (f(z) > k).

12



En todos los casos anteriores, decimos que la recta = a es una asintota vertical
para f.
» Andlogamente, decimos que el limite de f(z) cuando x tiende a a es menos

infinito, y escribimos

lim f(x) = —o0

si dado k > 0, existe 6 > 0 tal que si x € E*(a,d), entonces f(z) < —k.

13



» También los limites laterales pueden ser 400 0 —oo. Por ejemplo, para f(x) = 1/x,
tenemos que
lim f(z) =400y lim f(z)= —oc.

z—0t z—0~

f(x)=1/z

14



= Otro tipo de limites infinitos, es cuando estudiamos qué pasa con los valores de f(x)
cuando x toma valores cada vez mas grandes o cada vez mas chicos. Mostramos
estos casos en las figuras. En este ejemplo tenemos que

lim f(x)=b vy wllir_noo f(z)=c.

T——400

En este caso decimos que las rectas y = b e y = ¢ son asintotas horizontales
para f.

En el siguiente ejemplo, f(x) = x*, notar que cuanto mds grande son los valores
de z, mas grandes son los valores de f(x). Y si x es un nimero negativo de valor
absoluto grande, f(x) es positivo y grande. Tenemos entonces que

2

lim f(z) =400 vy lim f(z) = 4o0.

T—400 T——00

flz) =a?

T 2
Propiedades: las siguientes propiedades, si bien las escribimos para x — a, valen
también para limites laterales (z — a® y # — a™), y para limites en infinito (z — +o00

y & — —00).
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1. lim ¢f(z) = ¢ lim f(x)

2. Si lim f(z) y lim g(x) son finitos, entonces:
e lim f(2) + gla) = lfm /(@) + lim g(a)
+ lim (f(2)g(x) = lim f(z) lim g(a)

r—a
lim,_,
= y si lim g(z) # 0, entonces lim (@) = l,ml“ af(m).
T—a z—a g(x) lim, ., g(x)

2.2. Continuidad

La siguiente definicién formaliza el hecho de que al dibujar el grafico de la una funcién
f por el punto con coordenada x = a, no se levanta el trazo para pasar de uno al otro
lado de = = a.

Definicion 2.3. Sea f : D C R — R. Decimos que f es continua en a, si y sélo si,
dado € > 0, existe d > 0, tal que f(D N E(f(a),d)) C E(f(a),e).

En otras palabras, f es continua en a si f lleva puntos del dominio cercanos a a, tan
cerca como queramos de f(a).

b+ e

f(E(a,9))

16



La definicién implica que si f es continua en a, entonces f estd definidaena (a € D.)
Si @ es un punto con un entorno centrado en a incluido en el dominio de f, entonces:

f es continua en a <= lim f(z) = f(a).

r—a

Esto significa que se satisfacen las siguientes 3 propiedades:
1. f(a) existe

2. lim f(z) existe (y es finito)

r—a

3. los dos valores anteriores son iguales, es decir, lim f(z) = f(a).
Tr—a

Notar que pueden ser verdaderas (1) y (2) y sin embargo f no ser continua en a. Por

ejemplo:
_Jx+1 siz#0
f(x)_{O sixz=0.

En este ejemplo

1. f(0) =0 (dato)

2. ;lli%f(x) :iiirbl%—l:l.

3. lim,_,o f(x) # f(0) y por lo tanto f no es continua en 0.
Pero si definimos

g(x):{ r+1 siz#0

1 six=0.

entonces g es continua en z = 0.

17



b= lim f(z) /@

y

lim f(z) existe pero f no es continua en a
Tr—a

Decimos que f es continua en un conjunto A si f es continua en A para todo a € A.
Continuidad lateral.

Si por ejemplo, f esta definida s6lo para x > a, entonces f es continua en a si 'y solo
si lim f(z) = f(a).
r—a™t
Si nos interesa saber que pasa con los valores de f(x) cuando x se acerca a a por la
derecha o por la izquierda, tenemos las siguientes definiciones:

» [ es continua en a por la derecha < h’m+ f(z) = f(a)
r—a

= f es continua en a por la izquierda < lim f(z) = f(a)
Tr—a~

A

N\

b= lm f(x) T lim f(z) = f(a) k,

r—a r—a

lim f(x) = f(a)|---- °® c= 11'111+ fl@) |----

rz—at T—a |
I
|
- . -
a a
f es continua en a_por la derecha [ es continua en la %or 1ahlzqu1erda,
pero no por la izquierda pero no por la derecha

18



Igual que para la continuidad bilateral, la continuidad lateral implica 3 aserciones.
Por ejemplo, para continuidad por la derecha:

e f(a) existe
f es continua por la derecha en a < ¢ ® xllgh f(z) existe y es finito

e los dos valores anteriores coinciden
Observacion 2.4. Si a es interior al dominio de f, tenemos:

f es continua en a por la derecha
f es continua en ¢« < y
f es continua en a por la izquierda

<  lim f(zx)= lim f(x)= f(a)

z—a~ z—at
Proposicion 2.5. SI f y g son funciones continuas en a y «, 3 € R, entonces:
1. af + Bg es continua en a
2. fg es continua en a
3. st gla) #0= § es continua en a

Esta proposicién es consecuencia de las propiedades de linealidad, producto y co-
ciente de los limites.

Ejemplo 2.6. Veamos algunos ejemplos de funciones continuas:

Es facil ver que la las funciones constantes son continuas en todo R.

» f(z) =z es continua en todo R

Por (2) de la proposicién anterior, tenemos entonces que si n es un entero positivo,
f(z) = 2™ es continua en R.

Y por lo tanto, por (1) de la proposicién, tenemos que los polinomios son continuos
en todo R

» f(z) = e” es continua en todo R.

= f(x) =log(z) es continua en su dominio; es decir, es continua en R*.

Otro ejemplo de funciones continuas son las funciones trigonométricas. Dado un
angulo 0 en radianes, definimos su seno y coseno segun la siguiente figura:

19



sen(6)

—1

Es decir, que (cos(f), sen(f)) son las coordenadas del punto de interseccion de la semirec-
ta que forma dngulo 6 con el eje Ox y el circulo centrado en el origen y radio 1.

Observar, que por el Teorema de Pitdgoras y dado que el radio del cirulo es 1 (y por
lo tanto la medida de la hipotenusa es 1), tenemos que

(sen(6))? 4 (cos(6))? = 1
Ejercicio 2.7. Completar la siguiente tabla:

| 6 | cos(d) | sen(d) |

0 1 0
/4 | V2/2

/2 0

T
3772 || 0
/2 |0
—m/2

—0 —sen(6)
0+ 7 —sen(f)
m™—0

20



Veamos los gréficos de sin(z) y cos(x):

|
B}

ISIEN

—1

Gréfico de sen(z)

Gréfico de cos(x)

Observar que lim sen(z)y lim cos(x) no existen pues éstas funciones oscilan. Ambas
T—-+00 T—-+00

funciones son continuas en R.

Para valores de 6 tal que cos(f) # 0, podemos definir la tangente del dngulo 6
sen(0)
cos(6)

tan(f) =
Veamos el grafico de esta funcién’:
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\
rof3

3
Gréfico de tan(x)
Observar que tan(z) es continua en z, para todo x # —%, —3%, ey o F# g,?)g e
Observar también que
lim tan(z) =400 y lim tan(z) = —ooc.
=5 m~>%+

Proposicién 2.8 (Continuidad de la funcién compuesta). Sean f y g dos funciones
tales que Rec(f) C Dom(g). Si f es continua en a y g es continua en f(a), entoces go f
es continua en a.

Demostracion. Como f es continua en a,

lim f(z) = /(a).

r—a

Es decir, que si y = f(z) y * — a, entonces y — f(a). Como g es continua en f(a),
tenemos que

ylf?(la) 9(y) = g(f(a)).

Por lo tanto

lim g(f(x)) = lim g(y) = g(f(a))

T—a y—1(a)

y go f es continua en a U

Theorem 2.9 (Teorema del Valor Intermedio). Si f es continua en [a,b] y p es un
nimero entre f(a) y f(b), entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =p

Es decir, si f es continua en [a,b], entonces f tomo todos los valores entre f(a) y

f(0).

22



Corolario 2.10 (Teorema de Bolzano). Si f es continua en [a,b] y f(a)f(b) < 0,
entonces existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0. (Es decir, si f(a) y f(b) tienen signos
diferentes, entonces f se anula en algin punto entre a y b).

Demostracion. Si f(a)f(b) < 0, entonces p = 0 es un ndmero entre f(a) y f(b); el
Teorema del Valor Intermedio, nos dice entonces que existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =
0. O

Ejemplo 2.11. Todo polinomio f de coeficientes reales y grado impar tiene al menos
una raiz real. Supongamos que el coeficiente de mayor grado es positivo. Entonces

lim f(z) =40

T——+400
y por lo tanto, existe b > 0 tal que f(b) > 0. Por otro lado

lim f(z) = —o0

r— —00

y por lo tanto, existe a < 0 tal que f(a) < 0. Por el Teorema de Bolzano, por ser f
continua en R, existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =0.
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