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Guia 2

(La finalidad de la guia es orientar acerca del desarrollo de la clase, es decir se presenta una sintesis
de lo desarrollado en clase, en modo alguno sustituye la clase o bibliografia de estudio)

Nuimero Real

. Cudles son las insuficiencias de los racionales que hacen necesrio presentar una nueva
estructura algebraica? Presentamos una, no la tinica. Consideramos la ecuacion 22 = 2
y trataremos de probar que no existe un racional z tal que elevado al cuadrado sea 2.
La idea de la prueba sera suponer que x es racional y llegar a una contradiccion.

Par cubrir esta, asi como otras, carencias de los racionales itroduciremos a los niimeros
reales. Para ello existen fundamentalmente dos caminos.! El constructivo, crear a los
naturales, a partir de ellos a los enteros, luego los racionales y a partir de estos tltimos
generar a los ntmeros reales. El otro camino, que usaremos nosotros, consiste en crear
directamente a los reales, siendo los naturales, los enteros y los racionales subestructuras
de los reales.

Consideraremos los ntimeros reales como concepto primitivo que satisfacen un cierto
nimero de propiedades que tomamos como axiomas Los axiomas se agrupan en tres
grups: Axiomas de cuerpo, aximas de orden y axioma de completitud(o continuidad, o
del extremo superior).

Axiomas de Cuerpo

En un conjunto que llamaremos de los nimeros reales, y anotaremos
mathbbR, en el cual estan definidas dos operaciones 2 que denominamos adicién y
multiplicacion, y anotamos + y - respectivamente, que cumplen:

Axioma 1. Conmutativa
a+b=b+c Va,b,eR
a-b=>b-a Va,beR
Axioma 2. Asociativa
a+(b+c)=(a+b)+c Va,beR
a-(b-c)=(a-b)-c Va,bjceR

!Cualquiera de los dos caminos implica la utilizacién del método aximéatico
2Una operacién en un conjunto no vacio A, es una funciéon A x A — A, por tanto debe cumplirse
que «el resultado de la operacion» debe pertenecer al conjunto y debe ser tnico.
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Axioma 3. Distributiva

a-(b+c)=a-b+a-c Va,bceR
Axioma 4. Existencia de elemantos neutros

R, a+0=0+a=a VaelR

J1eR 1#0, a-1=1-a=a YaeR a#0
Axioma 5. FExistencia del opuesto
VaeR F—a€R, a+(—a)=(-a)+a=0
Axioma 6. Ezxistencia del inverso
VaeR a#0 EI%GR, a-%:%-azl

Observacion 1. Por el Azioma 4 podemos afirmar que R es un conjunto no vacio, que
tiene al menos dos elementos: el 0 y el 1 neutros de la suma y el producto.

Algunas consecuencias de los axiomas de cuerpo
Teorema 1. Unicidad de los neutros
1) 0 es el dnico neutro de la adicion.
2) 1 es el inico neutro de la multiplicacion.
Teorema 2. Cancelativas
1)a+b=a+c=b=c
2)a-b=a-cya#0=b=c
Teorema 3. Absorcion
a-0=0 VaecR
Teorema 4. Ausencia de divisores de 0

a-b=0=a=00b=0

Axiomas de Orden
Este grupo de axiomas introduce una relacion de orden en los niimeros reales.

Existe un subconjunto de los reales a los cuales denominaremos reales positivos y ano-
taremos R, que cumple:
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Axioma 7. Sia,be Rt =a+beRT y a-beRT

Axioma 8. Para todo real a # 0, se cumple que a € RT
ambos.

Axioma 9. 0 # R"

Algunas consecuancias de los axiomas de orden
Teorema 5. R* # () (Probar que 1 € RT)
Definicién 1. Sean a,b € R decimos que:

1)a<b&sb—aeRT

2)a>bsb<a

3)a<bsa<b o a=b

4)a>bsb<a

Teorema 6. a >0 < a € RT

o —a € R, pero no

Definicién 2. Liamamos conjunto de los reales negativos y anotamos R~ al conjunto

formado por los opuestos de los reales positivos.

R-={reR/ -z eR"}

Teorema 7. (Tricotomia) Para a y b reales cualesquiera se verifica una y sdlo una

de las tres relaciones a < b, b < a, a=1>b

Teorema 8. Transitiva Sia < b y b < c entonces a < c
Teorema 9. Sia < b entonces a+c<b+c

Teorema 10. Sia < b y ¢ # Oentonces ac < be
Teorema 11. a> >0 VaeR

Teorema 12. 1 >0

Teorema 13. Sia < b y ¢ <0 entonces ac > bc

Teorema 14. St a < b entonces —a > —b

Teorema 15. Si ab > 0 entonces a y b son o ambos positivos o ambos negativos.

Teorema 16. Sia <cyb<d entoncesa+b<c+d
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Teorema 17. (Densidad) Dados dos nimeros reales cualesquiera a y b con a < b se
cumple que: Ic € R tal que a < ¢ < b

Bibliografia utilizada en la elaboracion de la guia:

Apostol, Tom M. «Calculos» Volumen 1. Reverté
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