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Prefacio

El objetivo de un primer curso de cdlculo es ensefiar a los estudiantes los con-
ceptos fundamentales de derivada e integral, y las técnicas basicas y aplicaciones
relacionadas con ellas. Los alumnos muy inteligentes, con aptitudes obvias para
las matemadticas, requerirdn en seguida un curso sobre funciones de una variable
real, mas o menos como lo entiende un matematico profesional. Este libro no se
dedica a ellos de manera especial (aunque espero que con él tendran una buena
introduccién a temprana edad).

No he escrito este curso en el estilo que hubiera usado para una monografia
avanzada, o para temas sofisticados. Uno escribe una monografia avanzada para
si mismo, porque quiere dar forma permanente a la visién particular de alguna
parte bella de las matemadticas-que de otra manera no seria accesible, algo pare-
cido a cuando un compositor escribe su sinfonia en notacién musical.

Este libro estd escrito para los estudiantes a fin de darles acceso inmedia-
to y agradable al tema. Espero haber logrado un equilibrio adecuado entre el
tiempo excesivo dedicado a los detalles particulares y la insuficiencia de ejercicios
técnicos necesarios para adquirir la familiaridad deseada con el tema. En todo
caso, para un primer curso no son adecuados ciertos habitos rutinarios de los
matematicos sofisticados.

Rigor. Esto no significa que deba abandonarse el llamado rigor. El desarrollo-
légico de las matemdticas en este curso, a partir de los axiomas mas basicos, se
da a través de las etapas siguientes:

Teoria de conjuntos Nimeros (i.e. nimeros reales)
Enteros (nimeros completos) Limites
Nimeros racionales (fracciones) Derivadas y subsecuentes.

Nadie en su sano juicio sugiere que se deba comenzar un curso con teoria de
conjuntos. El mejor lugar para entrar al tema es entre limites y derivadas. En
otras palabras, cualquier estudiante est4 preparado para aceptar como intuitiva-
mente obvios los conceptos de niimeros y limites y sus propiedades bésicas. La
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experiencia muestra que los estudiantes no tienen la base psicolégica adecuada
para aceptar un estudio tedrico de los limites y se resisten de manera formidable.

De hecho, sucede que se puede tener lo mejor de ambas ideas. Los razo-
namientos que muestran de qué manera se pueden reducir las propiedades de
los limites a las de los ntiméros forman un conjunto completo en si mismo. En
términos 16gicos su lugar es antes del tema de nuestro curso, pero lo incluimos
como apéndice. Si alglin estudiante lo considera necesario, basta que lo lea
como si fuese el capitulo 0. En ese caso, todo lo que sigue es tan riguroso como
cualquier matematico pudiera desear (al menos en lo que respecta a los objetos
que tienen una definicién analitica). No es necesario cambiar ni una palabra
en ninguna demostracién. Espero que esto termine de una vez con las posibles
controversias acerca del llamado rigor.

La mayoria de los estudiantes no lo consideran necesario. Mi opinién es que
la épsilon-delta deberfa quedar completamente fuera de un curso ordinario de
calculo.

Lenguaje y légica. No se suele reconocer que algunas de las principales
dificultades al ensefiar matematicas son andlogas a las de la ensefianza de una
lengua extranjera. (Las escuelas secundarias son las responsables de esto. Un
entrenamiento adecuado en las escuelas secundarias eliminaria por completo esta
dificultad.) Por ello, he hecho un gran esfuerzo por guiar verbalmente al estu-
diante, por decirlo asi, en el uso de un lenguaje matemdtico apropiado. Me
parece fundamental que se exija a los estudiantes que escriban sus trabajos de
matematicas en frases completas y coherentes. Una gran parte de sus dificulta-
des con las matematicas surge del uso cadtico de los simbolos matematicos y de
férmulas aisladas de frases con sentido y de cuantificadores apropiados. Se debe
exigir que los trabajos sean limpios y legibles, y que no se vean como si acabara
de brincar del tintero una mosca borracha. Al insistir en niveles razonables de ex-
presioén se producirad una impresionante mejoria en el rendimiento matematico.
Deberé ensefiarse el uso sistematico de palabras como “sea,” “existe,” “para
todo,” “si...entonces,” “por lo tanto,” como en las frases:

Sea f(z) la-funcién tal que ....

Existe un nimero tal que ....

Para todos los nimeros z con 0 < £ < 1, tenemos ....

Si f es una funcién diferenciable y K una constante tal que f'(z) = K f(z),
entonces f(z) = CeX® para alguna constante C.

Conexién. Me parece que no tiene sentido considerar la “teoria” como rival
de las aplicacic;?s’ o de los “calculos.” Este libro trata ambos aspectos como
complementarids entre si. Un teorema nos proporciona casi siempre una herra-
mienta para efectuar cdlculos mas eficientes (p.ej. la formula de Taylor para
calcular valores de funciones). Esté claro que en distintas clases se podran resal-
tar diferentes aspectos, y quiza se omitan algunas demostraciones, pero segiin mi
experiencia, si no se actia con excesiva pedanteria, los alumnos estan dispuestos
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e incluso deseosos de entender las razones que justifican un resultado, i.e. su
demostracién. :

Es perjudicial para los estudiantes aprender cilculo (o para el caso, cualquier
otra rama de las matematicas) con miras a simplemente “conectar” férmulas
prefabricadas. La ensefianza adecuada consiste en hacer que el alumno tenga la
aptitud de manejar un gran nimero de técnicas en forma rutinaria (en particu-
lar, saber c6mo conectarlas), pero también consiste en adiestrar a los alumnos
para que conozcan algunos principios generales que les permitan ocuparse de
situaciones nuevas para las cuales no se conocen férmulas que conectar.

Es imposible en un semestre, o en un afio, tener tiempo para tratar con todas
las aplicaciones deseables (economia, estadistica, biologia, quimica, fisica, etc.);
por otro lado, al cubrir el balance adecuado entre las aplicaciones elegidas y los
principios generales seleccionados se brindara a los estudiantes la capacidad de
manejar por si mismos otras aplicaciones o situaciones.

Problemas y ejercicios resueltos. Para conveniencia tanto de alumnos
como de maestros, en la presente edicion se ha afiadido gran cantidad de pro-
blemas resueltos, y muchos de ellos se han colocado en la seccién de respuestas,
para su referencia. Lo hice asi por dos razones cuando menos. Primera, en el
texto podrian oscurecer las ideas principales del curso. Segundo, es buena idea
hacer que los estudiantes piensen acerca de un problema antes de verlo resuelto.
Seran entonces mds receptivos, y retendran mejor los métodos por haber enfren-
tado ellos mismos las dificultades (cualesquiera que sean, dependiendo de cada
estudiante). Tanto la inclusién de ejemplos resueltos como su ubicacién en la
seccién de ejercicios fueron peticiones de los estudiantes. Desafortunadamente,
con esto entran en conflicto los requerimientos para una buena ensefianza, exa-
minacién y presién académica. Los estudiantes muestran una tendencia de facto
a objetar que les pidan pensar (aunque fallen), pues tienen miedo a ser castiga-
dos con malas calificaciones en las tareas que realizan en casa. Los profesores
pueden imponer grandes exigencias a los estudiantes, o bien, pueden adoptar el
camino del menor esfuerzo y no pedirles sino que pongan nuevos nimeros en un
tipo de ejercicio que ya se ha resuelto (en la clase o en el libro). Me parece que
las condiciones de los exdmenes (tiempo limitado, presiones de otros cursos y
otros exdmenes) hacen dificil (si no es que irracional) examinar a los estudian-
tes con algo mas que los problemas basicos de rutina, pero no concluyo que el
curso debiera consistir exclusivamente en este tipo de material. Algunos estu-
diantes adoptan la actitud de menospreciar el material del curso que no viene en
los exdmenes. Yo me opongo rotundamente a esta actitud, pero no tengo una
solucién global para estas presiones conflictivas.

Organizacién general. No he hecho grandes innovaciones en la exposicién
del cilculo. Es natural que asi sea, pues el tema se descubrié hace mds de 300
afos.
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He reducido la cantidad de geometria analitica a lo que es necesario y su-
ficiente para un primer curso general de esta rama de las matem4ticas. Para
algunas aplicaciones se requiere mds, pero estas aplicaciones son bastante espe-
cializadas. Por ejemplo, si se requieren las propiedades particulares acerca del
foco de una parabola en un curso de Sptica, entonces ése es el lugar para presen-
tarlas, no en un curso general dirigido a matematicos, fisicos, quimicos, biélogos
e ingenieros, sélo por mencionar algunos. Considero como un desafortunado ac-
cidente histérico el tremendo énfasis en la geometria analitica de las cénicas que
ha sido la moda durante muchos afios. Lo importante es que la idea basica de
representar un grafica mediante una figura en el plano sea comprendida en su
totalidad, junto con ejemplos basicos. Deben pasarse por alto las mas abstrusas
propiedades de las elipses, parabolas e hipérbolas.

Se cubren primero la diferenciacién y las funciones elementales; la integracién
se estudia en segundo lugar. Cada tema forma un todo coherente. Por ejem-
plo, en la parte de diferenciacién se presentan tres veces los problemas de ra-
zones de cambio para ilustrar el mismo principio general pero en contextos
de diversas funciones elementales (primero polinomios, después funciones tri-
gonométricas y después funciones inversas). Esta repeticién a intervalos breves
es pedagdgicamente adecuada y contribuye a la coherencia del tema. También es
natural deslizarse de la integracién a la férmula de Taylor, probada con el término
de residuo mediante integracién por partes. Seria un tanto inconveniente romper
con esta secuencia.

La experiencia ha mostrado que los capitulos IIT a VIII constituyen un pro-
grama adecuado para un semestre (diferenciacién y funciones elementa-
les), mientras que los capitulos IX a XIII forman un programa adecuado para
un segundo semestre (integracién y férmula de Taylor). Los primeros
dos capitulos se pueden usar como un rapido repaso para grupos que no estén
particularmente bien preparados.

Me parece que todos estos factores compensan con creces la posible desventaja
de que en otros cursos (fisica, y quizd quimica) se necesite integracién desde el
principio. Esto puede ser cierto, pero también se necesitan los otros temas, y
desafortunadamente el curso ha de proyectarse de manera totalmente ordenada
en el eje del tiempo.

Ademds, estudiar el log y la exponencial antes de la integracién tiene la
ventaja de que nos encontramos con un caso particular y concreto de la situacién
donde hallamos una antiderivada por medio del 4rea: logz es el area bajo 1 /z
entre 1 y z. Vemos también en este caso concreto cémo dA(z)/dz = f(z),
donde A(z) es el drea. Después esto se hace en toda su generalidad al estudiar
la integral. Mas aiin, al haberse utilizado en este caso concreto las desigualdades
que incluyen sumas inferiores y sumas superiores, se comprenden mas facilmente
en el caso geperal. Las clases que comienzan su curso sobre integracién sin pasar
por diferenciacién bien podrian comenzar con la tltima seccién del capitulo sobre
logaritmos, i.e. la wltima seccién del capitulo VIII.

La férmula de Taylor se prueba con la forma integral del residuo, el cual
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se estima de manera adecuada. La demostraciéon con integracién por partes es
més natural que la otra (diferenciar una expresién complicada sacada de quién
sabe ddnde), y es la que se generaliza al caso de dimensién superior. Coloqué la
integracién después de la diferenciacidn, pues, de no ser asi, no se dispondria de
técnicas para evaluar integrales.

En lo personal pienso que los cdlculos que surgen de manera natural de la
férmula de Taylor (cdlculos de valores de funciones elementales, calculo de e,
log 2, célculos de integrales definidas hasta unos cuantos decimales, a los que se
les da poca importancia en los cursos de calculo) son importantes. Esto ya era
evidente hace muchos afios, y es mds patente ahora a la luz de la proliferacién de
las calculadoras de bolsillo. El disefio de dichas calculadoras se basa precisamente
en medios efectivos de célculo que emplean los polinomios de Taylor. Cuando
se aprende cémo estimar de manera efectiva el término de residuo en la férmula
de Taylor se adquiere una excelente idea de las funciones elementales, que no se
podria obtener de otra manera.

También se debe destacar el cdlculo de integrales como

1 . o1,
/ e % dx o / e % dzx
0 0

que se puede realizar con facilidad numéricamente, sin el uso de una forma
sencilla para la integral indefinida. De nuevo, este calculo da una buena idea, que

"no se puede obtener de otra manera, de un aspecto de la integral. Muchos libros.

dan poca importancia a estas aplicaciones en aras de un amplio tratamiento de
las aplicaciones de la integracién a varias situaciones de ingenieria, como presién
de fluidos sobre una presa, principalmente por accidente histérico. No tengo
nada en contra de la presién del fluido, pero se debe tener presente que dedicar
mucho tiempo a algiin tema evita que se asigne a otros el tiempo adecuado. Por
ejemplo, Ron Infante me dice que el calculo numérico de integrales como

lsenz
dz,
0oz

que se efectiia en el capitulo XIII, se presenta con frecuencia en el estudio de
redes de comunicacién, en relacién con ondas cuadradas. Cada profesor debe
usar su criterio para elegir el tema que deberia enfatizar, a costa de otros.

Los capitulos sobre funciones de varias variables se incluyen para clases que
puedan avanzar a mayor velocidad, y, por lo tanto, que tengan tiempo para
estudiar material adicional en el primer afio. En circunstancias ordinarias
no se cubrirdn estos capitulos durante un curso de primer ano. Por
ejemplo, no se cubren durante el curso de primer ano en Yale.

Induccién. Pienso que durante el primer curso de célculo se estd en un buen
momento para aprender induccién. Sin embargo, al tratar de ensefiar induccién
sin haber encontrado primero ejemplos naturales, se afrontan grandes dificultades
psicolégicas. Por lo tanto, durante la parte de diferenciacién no he mencionado
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formalmente la induccién. Cuando surge una situacién donde se puede usar
induccién he realizado procedimientos por pasos para ilustrar el procedimiento
inductivo. Después de suficientes repeticiones, el estudiante esta listo para ver
un patrén que pueda resumirse mediante la “induccién” formal, que sera ahora
un nombre dado a un concepto que ya se ha comprendido.

Material de repaso. La presente edicién también subraya la importancia
de presentar mas material de repaso. El entrenamiento deficiente en la ensefianza
media elemental es responsable de la mayoria de las dificultades experimenta-
das en el nivel medio superior. Estas dificultades no se deben al problema de
comprender el calculo sino a la incapacidad de manejar el algebra elemental.
Gran parte de los estudiantes no pueden dar de manera automética el desarrollo
de expresiones como

(a+b)%, (a-1b)?, o (a+b)(a-0).

Las respuestas se deben memorizar como las tablas de multiplicar.
Memorizar de rutina estas férmulas bésicas no es incompatible con aprender los
principios generales: es complementario.

Para evitar malas interpretaciones, deseo afirmar explicitamente que la pobre
preparacién de tantos estudiantes de ensefianza media elemental no se puede
atribuir a las “nuevas matematicas” versus las “matemadticas antiguas”. Cuando
comencé a ensefiar célculo como estudiante graduado en 1950, hallé que la ma-
yoria de los alumnos de primer afio de los colleges estaban mal preparados. Hoy
dia se halla sdlo cierto niimero (es dificil medir cuéntos). Por otro lado, un grupo
.de tamaiio definido, de los mejores, ha tenido la oportunidad de aprender algo de
célculo, incluso hasta por un afio, lo cual hubiera sido inconcebible en tiempos
anteriores. Por mala que sea la situacién, hay, sin embargo, una mejoria.

Deseo agradecer a mis colegas de Yale y a otros mds antiguos el haber suge-
rido mejoras al libro: Edward Bierstone (University of Toronto), Folke Eriksson
(University of Gothenburg), R. W. Gatterdam (University of Wisconsin, Par-
kside), y George Metakides (University of Rochester). Agradezco a Ron Infante
su ayuda con la revisién de galeras.

Mi reconocimiento también para Anthony Petrello por verificar los ejemplos
resueltos y las respuestas en las ediciones anteriores.

S. Lang
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CAPITULO |

Numeros y funciones

No es posible probar todo cuando se comienza el estudio de cualquier tipo de
matemaéticas. Cada vez que introducimos un nuevo concepto debemos definirlo
en términos de un concepto cuyo significado ya conocemos, y es imposible conti-
nuar por siempre estas definiciones de manera regresiva. Asi que debemos escoger
un punto de partida, lo que suponemos conocido, y lo que deseamos explicar y
probar en términos de lo supuesto.

Al principio de este capitulo describiremos la mayoria de las cosas que supon-
dremos conocidas para este curso; en realidad, es muy poco. A grandes rasgos,
suponemos que se sabe acerca de niimeros, suma, resta, multiplicacién y divisién
(entre nimeros distintos de 0). Recordaremos las propiedades de las desigual-
dades (cuando un nimero es mayor que otro). En algunas ocasiones daremos
por conocidas ciertas propiedades de nimeros con las que quizd no se hayan
encontrado antes y que siempre deberan precisarse. Para los interesados, en el
apéndice se proporcionan las demostraciones de estas propiedades.

I, §1. ENTEROS, NUMEROS RACIONALES Y NUMEROS REALES

Los niimeros mds comunes son los nimeros 1, 2, 3,... que se llaman enteros
positivos.
Los nimeros —1, —2, —3,... se llaman enteros negativos. Cuando que-

remos hablar de los enteros positivos junto con los enteros negativos y el 0,
los llamamos sencillamente enteros. Asi los enteros son 0, 1, —1, 2, -2, 3,
-3,....

La suma y el producto de dos enteros también son enteros.
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Ademais de los enteros tenemos fracciones, como %, -5.;, —8 — 27 igr

que pueden ser positivas o negativas, y que se pueden escribir como cocientes
m/n, donde m, n son enteros y n no es igual a 0. Dichas fracciones se llaman
nimeros racionales. Todo entero m es un nimero racional, pues se puede
escribir como m/1, pero, por supuesto, no es cierto que todo nimero racional
sea un entero. Observamos que la suma y el producto de dos niimeros racionales
también son numeros racionales. Si ¢/b y m/n son dos niimeros racionales (con
a, b, m, n enteros y b, n distintos de 0), entonces su suma y su producto estin
dados por las férmulas siguientes, que conocen desde la escuela elemental:

am _am

bn bn’
a m _an+bm
b n - b

En esta segunda férmula simplemente pusimos las dos fracciones sobre el deno-
minador comin bn.

Podemos representar los enteros y los nimeros racionales de manera geo-
métrica sobre una recta. Primero seleccionamos una unidad de longitud. Los
enteros son los miltiplos de esta unidad, y los nimeros racionales son partes
fracionarias de esta unidad. En la recta a continuacién hemos trazado algunos
niimeros racionales.

t
-2 -1 -

0

i
T

2

1

ol
it
LA

Observen que los enteros y niimeros racionales negativos estan a la izquierda del
cero.

Finalmente, tenemos los niimeros que se pueden representar mediante de-
cimales infinitos, como v2 = 1.414... o 7= = 3.14159..., y que se llamardn
nimeros reales o simplemente niimeros.

Los enteros y los niimeros racionales son casos particulares de estos decimales
infinitos. Por ejemplo,

3 = 3.000000...,
y

3 =10.7500000.. . ,

1=10.3333333... .
Vemos que puede haber muchas maneras de denotar el mismo niimero, por ejem-
plo, como la fraccién % o como el decimal infinito 0.33333.... Hemos escrito

los decimales con puntos suspensivos al final. Si detenemos el desarrollo decimal
en cualquier lugar dado, obtenemos una aproximacién al nimero. Cuanto mds
lejos detengamos el decimal, mejor aproximacién obtendremos.

Es fécil hallar el desarrollo decimal para una fraccién mediante el proceso de
divisién que conocen desde la escuela elemental.

I, §2] DESIGUALDADES 5

Ma3s adelante aprenderemos a hallar desarrollos decimales para otros nimeros
de los cuales quiz4 ya hayan ofdo hablar, como 7. Probablemente les han dicho
que m = 3.14... pero no les dijeron por qué. En el capitulo XIII aprenderan a
calcular un nimero arbitrario de lugares decimales para = .

Los niimeros se representan geométricamente como la coleccién de todos los
puntos sobre la recta, no sélo aquellos que son una parte racional de la unidad
de longitud o un muiiltiplo de ella.

Notamos que la suma y el producto de dos niimeros son niimeros. Si a es un
nimero distinto de cero, entonces hay un nimero tnico b tal que ab=ba=1,
y escribimos

b= o b=a

SR

Decimos que b es el inverso de a, o “a inverso.” Hacemos énfasis en que la:
expresién
1/0 o (1 no estd definida.

En otras palabras, no podemos dividir entre cero, y no atribuimos significado
alguno a los simbolos 1/0 6 0-1.

Sin embargo, si a es un nimero, entonces el producto 0 - a estd definido
y es igual a 0. El producto de cualquier ntiimero por 0 es 0. Mas aln, si b
es cualquier nimero distinto de 0, entonces 0/b estd definido y es igual a 0;
también se puede escribir 0 - (1/b).

Si @ es un nimero racional # 0, entonces 1/a también es un nimero racional.
En efecto, si podemos escribir a = m/n, con enteros m y n ambos diferentes
de 0, entonces

Q|
3=

también es un ndimero racional.

I, §2. DESIGUALDADES

Ademas de la suma, multiplicacién, resta y divisién (entre nimeros distintos de
0), estudiaremos ahora otra importante caracteristica de los ntimeros reales.

Tenemos los niimeros positivos, representados geométricamente sobre la
recta por aquellos niimeros distintos de cero que estin a la derecha de 0. Si a
es un nimero positivo, escribimos a > 0. Sin duda ya habran trabajado con
nimeros positivos y con desigualdades. Las dos propiedades siguientes son las
mas bésicas acerca de la positividad.

POS 1. Si a y b son positivos, entonces también lo son el producto ab y la
suma a+b.

POS 2. Si a es un niimero, entonces a es positivo, 0 a =0, 0 —a €s posi-
tivo, y estas posibilidades son exclusivas entre si.
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Si un nimero no es positivo y no es 0, entonces decimos que este nimero es
negativo. Por POS 2, si a es negativo, entonces —a es positivo.

Aunque ya sepan que el nimero 1 es positivo, de hecho se puede p??bar a
partir ‘de nuestras dos propiedades. Quiza les interese ver la d?mosttaclon_, que
va como sigue y es muy sencilla. Por POS 2 sabemos que 1 6 —1 es positivo;
si 1 no es positivo, entonces —1 es positivo. Por POS 1 se deduce entox}ces que
(=1)(-1) es positivo, pero este producto es igual a l En consecuencia, es el
1 el que debe ser positivo, no el —1. Usando la propiedad POS 1,‘p‘odr1amos'
concluir ahora que 1+ 1 = 2 es positivo, que 2+ 1 = 3 es positivo, y asi
sucesivamente. _ .

Si a > 0, diremos que a es mayor que 0. Si queremos decir que a es
positivo o igual a 0, escribimos

a>0
y esto se lee “a es mayor o igual que 0.” o

Dados dos niimeros a y b, diremos que ¢ es mayor que b y lo escribimos
a>bsia—b>0. Escribimos a < 0 (a es menor que 0)si —a >0y a<b
si b>a. Asi, 3> 2 porque 3—2>0. )

Escribiremos a > b cuando queramos decir que a es mayor o igual que b.
Asi, 3> 2y 3 > 3 son desigualdades verdaderas.

Hay otras reglas vélidas acerca de las desigualdades.

En lo que sigue, sean @, b y ¢ nimeros.

Regla 1. Sia>b y b> c, entonces a > c.
Regla 2. Sia>b y c> 0, entonces ac > bc.
Regla 3. Sia>b y ¢ <0, entonces ac < be.

La regla 2 expresa el hecho de que se preserva una dgsigualdad multiplicada
por un nimero positivo. La regla 3 dice que si multiphc‘amos ambos. lad.os de
una desigualdad por un nimero negativo, entonces la desigualdad se invierte.
Por ejemplo, tenemos la desigualdad

1<3

Como 2 > 0, tenemos también que 2-1 < 2-3. Pero —2 es negativo y, si
multiplicamos ambos lados por —2, obtenemos

-2 > —6.

En la representacién geométrica de los niimeros reales sobre la recta, —2 estd a
la derecha de —6. Esto nos da la representacién geométrica del hecho de que
—2 es mayor que —6. -

Si desean, pueden dar por supuestas estas tres reglas, como lo hicieron con
POS 1y POS 2; todo esto se usa en la practica. Sucede que las tres reglas se
pueden probar en términos de POS 1y POS 2. Ahora bien, no quemos dar
por supuestas todas las desigualdades que se encuentrer{ en la praf:tlca, por lo
cual, sélo para mostrar algunas técnicas a las cuales conviene recurrir para otras

v
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aplicaciones, mostraremos c6mo se pueden deducir estas tres reglas a partir de
POS 1y POS 2. Si desean pueden omitir estas (breves) demostraciones.

Para probar la regla 1 se supone que a > b y b > ¢. Por definicién, esto
significa que (a—b) > 0 y (b—c) > 0. Usando la propiedad POS 1, concluimos
que :

a—-b+b-c>0,

y cancelando b nos da (a—c) > 0. Por definicién, esto significa que a > ¢, como
debia demostrarse.

Para probar la regla 2 se supone que a > by ¢ > 0. Por definicién,

a—56>0.

Y usando la propiedad de POS 1 respecto al producto de niimeros positivos,
concluimos que . ]

. (a=b)c> 0!
El lado izquierdo de esta desigualdad no es otro que ac— be, que es por lo tanto
> 0. De nuevo por definicién, esto nos da s

ac > be.

Dejamos la demostracién de la regla 3 como ejercicio.
Damos un ejemplo para mostrar cémo usar las tres reglas.

Ejemplo. Sean a, b, ¢ y d niimeros con ¢, d > 0. Suponer que
a b ‘
<7
Deseamos probar la regla de la “multiplicacién cruzada”

ad < be.
Usando la regla 2, al multiplicar por ¢ cada lado de la desigualdad original,
obtenemos
a < be/d.
Usando de nuevo la regla 2 y multiplicando cada lado por d obtenemos
ad < be,
segin se deseaba.
Sea @ un nimero > 0. Entonces existe un niimero cuyo cuadrado es a. Si
b? = a observamos que
(=b) =¥
también es a, de modo que b o —b es positivo. Acordamos denotar por 1/a la
raiz cuadrada positiva y llamarla simplemente rafz cuadrada de a. Asi, V4
es igual a 2 y no a —2, aunque (—2)? = 4. Esta es la convencién mds practica
que podemos hacer acerca del uso del signo 1/~ . Por supuesto, la raiz cuadrada

de 0 es el 0 mismo. Un niimero negativo no tiene raiz cuadrada en los nimeros
reales. :
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Asi, hay dos soluciones a una ecuacién
2

?=a
con a‘> 0. Estas dos soluciones son z = y/a y ¢ = —/a. Por ejemplo, la
ecuacién z? = 3 tiene las dos soluciones

z=v3=1732... y z=-/3=-1732....

La ecuacién z2 = 0 tiene exactamente una solucién, a saber, z = 0. La
ecuacién z2 = a con a < 0 no tiene solucién en los niimeros reales.

Definicién. Sea a un nimero. Definimos el valor absoluto de @ como

|a] = V2.

En particular,

la]? = a®.

Asi, el valor absoluto de un nimero siempre es > 0. El valor absoluto de un
nimero positivo siempre es positivo.

|3|=\/3—2=\/§=3,
|-31= V3P = VB =3,

Ademads, para cualquier nimero a obtenemos
| - a| = /(=a)? = Va? = |a|.

Teorema 2.1. Si a es cualquier nimero, entonces
. a si a>0,
la] = .
—a si a<0.

Demostracién. Si a > 0, entonces a es el tnico nimero > 0 cuyo cuadrado
es a2, de modo que |a| = Va2 =a. Si a <0, entonces —a >0 y

Ejemplo. Tenemos

pero

/s (__a)2 - a2,
s .. \ 2
por lo cual, en esta ocasién, —a es el tinico nimero > 0 cuyo cuadrado es a ,
de donde |a| = —a. Esto prueba el teorema.

Teorema 2.2. Si a y b son nimeros, entonces
Jabl = lal bl
Demostracion. Tenemos
|ab] = v/(ab)? = Va?b? = Va?Vb? = || |b].
Como ejemplo, vemos que )
|—6]=1|(-3)-2|=|-3]]2|=3-2=6.

Hay una tltima desigualdad sumamente importante.
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Teorema 2.3. Sia y b son dos niimeros, entonces

la + 5] < |a| + [b].

Demostracién. Observamos primero que ab es positivo, negativo, o bien 0.
En cualquier caso, tenemos

ab < |ab| = |a| [3].
Entonces, al multiplicar ambos lados por 2, obtenemos la desigualdad
2ab < 2|a] |b).
Usando esta desigualdad hallamos:
(a+8)? =a®+2ab+ b2
< a® + 2|a] |b| + b?
= (jal + IB)*.

Podemos extraer la raiz cuadrada de ambos lados y usar el teorema 2.1 para
concluir que

la + 8] < |a] + 18],
con lo que probamos el teorema.
Més adelante hallardn gran cantidad de ejercicios para que practiquen con

desigualdades; desarrollaremos algunos ejemplos numéricos para mostrarles el
camino.

Ejemplo 1. Determinar los ntimeros que satisfacen la igualdad
e+ 1 =2.

Esta igualdad significa que z+1 = 2 o que —(z + 1) = 2, porque el valor
absoluto de z + 1 es el mismo (¢ + 1) o bien —(z +1). En el primer caso, al .
despejar z obtenemos z = 1, y en el segundo caso obtenemos —z -1 = 2 o
2= —3. Asi, la respuestaes =10 z=-3.:

Sean a y b mimeros. Podemos interpretar

la— b= /a=b?

como la distancia entre a y b.

Por ejemplo, si a > b, entonces esto estd geométricamente claro a partir. de
la figura.
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a—b
——
: +
- b a

Por otro lado, si @ < b, tenemos
la=bl=|-(b-a)|=|b-al

y b > a, de modo que vemos de nuevo que |a — b| = [b — a| es la distancia entre
ayhb.
En el ejemplo anterior, el conjunto de nimeros z tales que

lz+1] =2
es el conjunto de nimeros cuya distancia a —1 es 2, pues podemos escribir
z+l=z-(-1).

Asi, de nuevo vemos geométricamente que este conjunto de niimeros est4 formado
por 1 y —3, como se muestra en la figura.

-
-

o+

& Il

hd T
—3-9—
También daremos un ejemplo para mostrar cémo se determinan los ntimeros
que satisfacen determinadas desigualdades. Para ello necesitamos cierta termi-

nologia. Sean a y b nimeros, y supongamos que a < b.

La coleccién de nimeros z tales que a < = < b se llama intervalo abierto -

entre a y b, y a veces se denota por (a,b).

La coleccién de nimeros z tales que a < ¢ < b se llama intervalo cerrado
entre a y b, y a veces se denota por [a,b]. A un solo punto también se le llamard
intervalo cerrado.

En los dos casos anteriores, los niimeros a y b se llaman puntos extremos
de los intervalos. En ocasiones queremos incluir uno solo de ellos dentro del
intervalo, y entonces definimos la coleccién de nimeros z tales que a < z < b
como intervalo semicerrado, y de manera similar para aquellos nimeros z
tales qug a <z<b.

Por ultimo, si @ es un nimero, llamamos intervalo infinito a la coleccién
de nimeros > a,0 £ >a,0 z < a, o0 z < a. A continuacién se muestran
dibujos de intervalos.

b a
Abierto Cerrado
a
Semicerrado Semiabierto
a
Intervalo infinito

IL, §2] DESIGUALDADES 1

Ejemplo 2. Determinar todos los intervalos de niimeros que satisfacen
l=| < 4.
Distinguimos dos casos; el primero es z > 0. Entonces, |z| = z, y en este
caso, nuestra desigualdad equivale a
0<z<4.
El segundo caso es z < 0, donde |z| = —z, y nuestra desigualdad equivale a
—% < 4 o en otras palabras, —4 < z. Asi, en el segundo caso, los nimeros que
satisfacen nuestra desigualdad son precisamente los que estan en el intervalo
-4<z<0.
Si consideramos ahora ambos casos, vemos que el intervalo de ntimeros que
satisfacen nuestra desigualdad |z| < 4 es el intervalo
-4<z<A4.
También podemos expresar la respuesta en términos de distancia. Los niimeros
z tales que |z| < 4 son precisamente aquellos nimeros cuya distancia al origen
es <4 y en consecuencia conforman el intervalo cerrado entre —4 y 4, como se
muestra en la figura.

-4-3-2-1 0 1 2 3 4

De manera mds general, sea a un niimero positivo. Un nimero z satisface
la desigualdad |z| < a si, y sélo si,

- —e<z<la.
El argumento para probar esto es el mismo que en el caso particular a = 4 recién
estudiado.

Ejemplo 3. Determinar todos los intervalos de niimeros que satisfagan la
desigualdad

|z + 1] > 2.
Esta desigualdad es equivalente a las dos desigualdades
z+1>2 o -(z+1)>2.

De la primera obtenemos la condicién z > 1, y de la segunda, la condicién
—z—1> 2 o, en otras palabras, z < —3. Se tienen asi dos intervalos (infinitos),
a saber

z>1 y z < -3

— | j——

-3-2-1 0 1

Ejemplo 4. Ahora, en cambio, queremos determinar el intervalo de niimeros
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z tales que
le+1] < 2.

Estos son los nimeros z cuya distancia a —1 es < 2, pues podemos escribir
z+1l=z-(-1).
Por lo tanto, es el intervalo de niimeros que satisfacen
-3I<z<l1

segin se muestra en la figura.

————— —————————

-3-2-1 0 1

1, §2. EJERCICIOS

Determinar todos los intervalos de nimeros z que satisfacen las desigualdades siguien-

1. |z] <3 2. 22+1|<1

3. |22 -2| <1 ) 4. |z -5|>2

5. (z+1)(z—2)<0 6. (z—1)(z+1)>0
7. (z=5)(z+5)<0 8 z(z+1)<0

9. z%(z—-1)>0 10. (z —5)*(z+10) <0
11. (z—-5)*(z+10) <0 12. (2z+1)6(:c—1)20/
13. (4z+7)*°(2z +8) <0 4. [z +4|<1 ‘
15. 0< |z +2| <1 16. |z| < 2

17. |z -3] <5 18. |z -3| <1

19. |z -3]<7 20. |[z=-3|>7

21. |z 43|>7

Probar las desigualdades siguientes para todos los nimeros z y y.

22. |z +y| > |z| - |y| [Idea: Escribir £ = z + y — y y aplicar el teorema 2.3 junto con

el hecho de que | — y| = |y| ]
23. |z —y| 2 |=| - |yl 24. |z —y| <zl + 1yl
25. Sean a y b nimeros positivos tales que @ < b. Mostrar que a® < b%.

26. Sean a, b, ¢ y d nimeros > 0 tales que a/b < c/d. Mostrar que
g atc ate ¢

b <b+d Y bra 7T

27. Sean a y b nimeros > 0. Mostrar que

\/‘ES a+b'

2

28. Sea 0 <a<by 0<c< d. Probar que
ac < bd.
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I, §3. FUNCIONES

Una funcién, definida para todos los ntimeros, es una asociacién que a
cualquier nimero dado asocia otro niimero.
Se acostumbra denotar una funcién mediante una letra, asi como una letra
“#” denota un nimero. Asi, si denotamos por f una funcién dada y z es un
nimero, entonces denotamos por f(z) el niimero asociado con z mediante la
_ funcién. Claro que esto no significa “f por z”: no hay multiplicacién aqui. Los
simbolos f(z) se leen “f de z.” A veces se denota la asociacién del ntmero
f(z) al niimero z mediante una flecha especial, a saber

z — f(z).

Por ejemplo, consideremos la funcién que a cada niimero  asocia el ntimero
z2. Si f denota esta funcién, entonces tenemos f(z) = z2. En particular, el
cuadrado de 2 es 4 y por consiguiente, f(2) = 4. El cuadrado de 7 es 49, por lo
que f(7) = 49. El cuadrado de v/2 es 2 y por lo tanto f(V2) = 2. El cuadrado
de (z+1) es '

2242 +1
yasi f(x+1)=2?+2z+1. Si h es cualquier ntimero,
f(z+h) =z 4 2zh + B2

Para tomar otro ejemplo, sea ¢ la funcién que a cada niimero asocia el ntimero
z + 1. Entonces podemos describir g mediante los simbolos

z—z+1
y escribir g(z) = 2+ 1. Por lo tanto, 9(1) = 2. Ademis, ¢(2) = 3, 9(3) =4,
IV2)=v2+1y g(z + 1) = z + 2 para cualquier ntimero z.
Podemos ver el valor absoluto como una funcién,
v z +— |z|

definida por la regla: Dado cualquier néimero a, le asociamos el mismo niimero
asia>0,y leasociamos el niimero —a si a < 0. Denotemos por F la funcién
valor absoluto. Entonces F(z) = |z| para cualquier ntimero z. Tenemos en
particular que F(2) = 2, y también que F(-2) = 2. El valor absoluto no se
define mediante una férmula como z2 o z + 1. En seguida damos otro ejemplo
de una funcién que no esta definida mediante una férmula.

Consideremos la funcién G descrita por la siguiente regla:

G(z)=0  siz es un nimero racional.
G(z)=1 siz no es un nimero racional.
Entonces en particular, G(2) = G(3)=G(-2) =0 pero
) GV =1.

Deben comprender que es posible construir una funcién con sélo prescribir de
- manera arbitraria la regla que asocia un niimero a uno dado.
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Si f es una funcién y z un nimero, entonces f(z) se llama valor de la
funcién en z. Asi, si f es la funcién .

T 22

el valorde f en 2 es 4 yel valorde f en 1 es §.

Para describir una funcién necesitamos simplemente dar su valor en cualquier
nimero z. Esta es la razén por la cual empleamos la notacién z — f(z). A
veces, por brevedad, hablamos de la funcién f(z), queriendo referirnos con ello
a la funcién f cuyo valor en z es f(z). Por ejemplo, dirfamos “sea f(z) la
funcién z3 + 5” en lugar de decir “sea f la funcién que a cada nimero z le
asocia z3 + 5.” Usando la flecha especial +, también podriamos decir “sea f
la funcién z +— 23 +5.”

También nos gustaria poder definir una funcién para algunos niimeros y de-
jarla indefinida para otros. Por ejemplo, nos gustaria decir que \/z es una
funcién (la funcién raiz cuadrada, cuyo valor en un nimero z es la raiz cua-
drada de ese niimero), pero observamos que un nimero negativo no tiene raiz
cuadrada. Por tal motivo, es deseable hacer un poco mds general el concepto de
funcién enunciando explicitamente para qué niimeros esta definida. Por ejemplo,
la rafz cuadrada esti definida sélo para nimeros > 0. Esta funcién se denota
por /z. El valor \/ es el tnico niimero > 0 cuyo cuadrado es z.

Asi en general, sea S una coleccién de nimeros. Por funcién definida en
S, entendemos una asociacién que a cada niimero z en S le asocia un nimero.
Llamamos a S el dominio de definicién de la funcién. Por ejemplo, el dominio
de definicién de la funcién raiz cuadrada es la coleccién de todos los nimeros
>0.

Demos otro ejemplo de una funcién que no esti definida para todos los
nimeros. Sea S la coleccién de todos los nimeros # 0. La funcién

@)=

est4 definida para nimeros z # 0 y, por lo tanto, esté definida en el dominio S.
Para esta funcién particular tenemos f(1) =1, f(2)=3, f(3)=2,y

V2= 7.

En la préctica, las funciones se usan para denotar la dependencia de una

cantidad con respecto a otra. v
Ejemplo. El drea dentro de un circulo de radio r estid dada por la féormula
A=mrl . k
Asi pues, el area es una funcién del radio r, y podemos escribir también
A(r) = nrt.
Si el radio es 2, entonces el area dentro de un circulo de radio 2 esta dada por
A(2) = 722 = 4x.

1, §3] FUNCIONES 15

Ejerflplo. p'n automovil se mueve a una rapidez constante de 50 km/hr. Si
se r.rude' el tiempo en horas, la distancia recorrida es una funcién del tiempo, es
decir, si denotamos por s la distancia, entonces

s(t) = 50¢.

La distanci'a. es el producto de la rapidez por el tiempo transcurrido, de modo -
que, después de dos horas, la distancia es

5(2) =50-2 = 100km.

’U.na palabra final antes de pasar a los ejercicios: No existe ninguna razén
magica por la cual siempre debamos usar la letra z para describir una funcién
f(:c.). En lugar de hablar de la funcién f(z) = 1/z podriamos de igual manera
dGCI.l‘ f(y) =1/y o f(g) = 1/q. Desafortunadamente, la manera més neutral de
escribirlo serfa f(espacio) = 1/espacio, y esto no es conveniente en absoluto.

I, §3. EJERCICIOS

—

- Sea f(z) =1/z. ;Cudles f(-32)?

. Se; delx;l;evo f(z) =1/z. ;Cudl es f(2z + 1) (para cualquier niimero z tal que
z -3)!

Sea g(z) = |z| — z. ;Cuéles son g(1), g(~1), g(—54)?
4. Se? f(y) = 2y —y*. ;Cudles son f(z), f(w)?

5. jPara qué nimeros se podria definir una funcién f(z) mediante la ‘1'6rmula

f(z)= =

z2 -2
(Cudl es el valor de esta funcién para z = 57

~N

Ll

?

6. (Para qué niimeros se podrfa definir una funcién f(z) mediante la 5
1 =
V/z (raiz ciibica de z)? ;Cuél es f(en? (=) 6rmula f(z)

7. Sea f(z) = z/|z|, definida para z # 0. ;Cusles son:

(a) £(1) (b) £(2) () f(-3) @) f(-3)?
8. Sea f(z) =z + |z|. ;{Cudles son:

(@) £3) (b) £2) () f(-9) (d) f(-5)?
9. Sea f(z) =2z +2? —5. ;Cuales son:

(a) £(1) (b) f(-1) (9 fz+1)?

10. ;Para qué nimeros se podria definir una funcién f(z) mediante la férmula f(z) =

Wz (raiz cuarta de z)? ;Cuil es f(16)?

11. Se dice que una funcién (definida para todos los nimeros) es una funcién par si

f(z) = f(~2) para todo z. Se dice que es una funcién impar si f(z) = —f(~z)
para todo z. Determinar si las funciones siguientes son impares o pares.

(2) f(x)=2 () f(z) =2 © fl)=2

(@) f(z)=1/z sis#0y £(0)=0. »
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12. Sea f cualquier funcién definida para todos los nimeros. Mostrar que la funcién
g(z) = f(z) + f(—x) es par. ;Qué sucede con la funcién

h(z) = f(z) - f(-=2),

es par, impar o ni lo uno ni lo otro?

I, §4. POTENCIAS

En esta seccién simplemente resumimos algo de aritmética elen:‘ental. ;

Sea n un entero > 1 y sea a cualquier niimero. Entonces a™ es el producto
de a consigo mismo n veces. Por ejemplo, sea a = 3. Sin = ‘2’, entonc;s
a? = 9. Si n = 3, entonces a® = 27. Asi obtenemos una funcién llamada

=9. K a fu
n-ésima potencia. Si f denota esta funcién, entonces f(z) = z".

Recordemos la regla .

P = g™y
para cualquier nimero z y enteros m, n > 1. ) . .

De nuevo, sea n un entero > 1, y sea a un niimero positivo. De mmf)sdad
como el nico niimero positivo b tal que " = a. (Con l3ase en las propiedades
de los niimeros se sobreentiende que existe ese nimero tinico b.) Obtenemos un;
funcién llamada la raiz n-ésima. Asi, si f es la rafz cuarta, entonces f(16) =
y f(81)=3. 5 ‘ ' ‘

La funcién raiz n-ésima también se puede definir en 0, haciendo que la raiz
n-ésima de 0 sea el 0 mismo.

Si @ y b son dos nimeros > 0 y n es un entero > 1, entonces

(ab)l/n = al/nblln‘

1/n

Hay otra regla iitil y elemental. Sean m y n enteros 2 1 ysea gl 111/1nn1imero
> 0. Definimos a™/® como (al/")™, que también es igual a (a™)!/". Esto
;ermite definir potencias fraccionarias, y da una funcién

f(z)=2m"
definida para = > 0. ' tefini

Prosigamos ahora con potencias con nimeros negativos o 0. Deseamos definir
z® cuando a es un nimero racional negativo o 0 y z > 0. Queremos que la
regla fundamental

aca+b - zaxb

sea cierta. Esto significa que debemos definir z° como 1. Por ejemplo, como
340 _ 3 o0
93 = 23+0 = 9390
vemos en este ejemplo que la tnica manera de que se cumpla esta ecuacion es

estableciendo 2° = 1. De manera analoga, en general, si la relacién

2% = xa+0 - zazo

es cierta, entonces z° debe ser igual a 1.
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Supongamos finalmente que a es un nimero racional positivo, y sea z un
nimero > 0. Definimos

—e_ 1
F —_———
z
Asi pues,
1 1 1
-3 _ - -2/3 _
Temtyp Y =gm

.

Observamos que, en este caso particular,
(4—2/3)(42/3) - 40 =1.

En general,
%270 =20=1.

Estamos tentados a definir % incluso si @ no es un nimero racional. Esto
es mas delicado. Por ejemplo, carece totalmente de sentido decir que 2VZ es el
producto de 2 por si mismo un ntimero raiz cuadrada de 2, veces. El problema de
definir 2% (o 2%) cuando @ no es racional se posterga para un capitulo posterior.
Hasta ese capitulo, donde trataremos de dicha potencia, supondremos que existe
una funcién, que se escribe 22, descrita como lo hemos hecho anteriormente para
los ntimeros racionales y que satisface la relacién fundamental

200 — zazb’ 20 = 1.

Ejemplo. Tenemos una funcién f(z)= zV2? definida para todo z > 0. Sin
lugar a dudas es dificil describir sus valores para nimeros particulares, como
2Y2, Durante mucho tiempo no se supo si 2V2 era o no un nimero racional. La
solucién (no lo es) fue hallada apenas en-1927 por el matematico Gelfond, quien -
cobré fama, por resolver un problema catalogado como verdaderamente dificil.

Advertencia. No se confunda una funcién como z2 con una funcién como
2%. Dado un niimero ¢ > 0, podemos ver e® como una funcién definida para
todo z (la cual se analizard en detalle en el capitulo VIII). Esta funcién se llama
funcién exponencial, de manera que 2° y 10° son funciones exponenciales.
Seleccionaremos un nimero

e=2718...

y la funcién exponencial e* como la que presenta ciertas propiedades que la
hacen mejor que cualquier otra funcién exponencial. El significado de nuestro
uso de la palabra “mejor” se explicara en el capitulo VIII.

I, $4. EJERCICIOS

Hallar a® y z° para los siguientes valores de z y a.
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e=2yz=3 2. a=5yz=-1

a=lyz=4 4. a=tyz=2

a=-1lyz=4 6. a=3yz=2

a=-3yz=-1 8. a=-2yz=-2

a=-1y z=—4 10. a=-}yz=9

Si n es un entero impar como 1, 3, 5, 7,..., jse puede definir una funcién de raiz

n-ésima para todos los nimeros?

CAPITULO 1I

Gréficas y curvas

Las ideas contenidas en este capitulo nos permiten traducir enunciados o afirma-
ciones entre el lenguaje de los niimeros y el lenguaje de la geometria, en ambos
sentidos.

Esta posibilidad es fundamental para todo lo que sigue, pues asi podemos
usar nuestra intuicién geométrica como ayuda para resolver problemas acerca
de nimeros y funciones y, reciprocamente, podemos usar teoremas acerca de
nimeros y funciones para obtener resultados acerca de geometria.

Il, §1. COORDENADAS

Una vez seleccionada una unidad de longitud, podemos representar los nimeros
como puntos sobre una recta. Extenderemos ahora este procedimiento al plano
y a pares de nimeros.

Consideremos una recta horizontal y una recta vertical intersecindose en un
origen O.

Estas rectas se llamaran ejes coordenados o simplemente ejes.
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Se selecciona una unidad de longitud y se corta la recta horizontal en segmen-
tos de longitudes 1, 2, 3, ... hacia la izquierda y haC{a la dferecha, y haf:en?os
lo mismo con la recta vertical, pero hacia arriba y hacia abajo, como se indica
en la figura siguiente. ‘ .

Sobre la recta vertical se puede considerar que los punto§ que estan por abajo
del cero corresponden a los enteros negativos, asi como consideramos que los pun-
tos de la izquierda sobre la recta horizontal corresponden a los enteros negativos.

Vean la figura.

43
f2
+1
— —
-4 -3 -2 -1 011 2 3 4
1-2
+-3

Ahora es posible cortar el plano en cuadrados cuyos lados tengan longitud 1.

(3, 4)

»

1,2

- N W

(—37 _2)

Describamos cada punto donde se intersecan dos rectas mediante un par de
enteros. Supongan que tenemos dados un par de enteFos como (1,?). Nos
desplazamos hacia la derecha del origen 1 unidad y verticalmente ha'c’la arriba
2 unidades para obtener el punto (1,2) sefialado en la figura. También hemos
sefialado el punto (3,4). El diagrama es muy semejante a un mapa.

Mais aun, también podemos usar numeros negativ.os. Por e_]eplplo, para des-
cribir el punto (—3, —2) nos desplazamos hacia la izquierda del origen 3 unidades
y verticalmente hacia abajo 2 unidades. o

En realidad no existe razén alguna para que nos debamos limitar ai puntos
descritos por enteros. Por ejemplo, también podemos tener el punto (3,—1) y

el punto (—v/2,3) como en la figura de la pagina siguiente.

[I1, §1] COORDENADAS 21
= \/59’-?-)-«03
i 1/2
Y- ' T
—19-9(1/2, —1)

No trazamos todos los cuadrados sobre el plano, sino sélo las rectas ttiles
para hallar nuestros dos puntos.

En general, si tomamos cualquier punto P en el plano y trazamos las rectas
perpendiculares hacia el eje horizontal y hacia el eje vertical, obtenemos dos
nimeros z y y como en la figura que sigue.

P Y

La recta perpendicular desde P hacia el eje horizontal determina un nimero
T que es negativo en la figura porque esta a la izquierda del origen. El niimero
y determinado por la perpendicular desde P hacia el eje vertical es positivo,
pues estd arriba del origen. Los dos ntimeros z y y se llaman coordenadas del
punto P,y podemos escribir P = (z, Y).

Todo par de niimeros (z,y) determina un punto del plano. Hallamos el punto
desplazédndonos una distancia z desde el origen O en la direccién horizontal y
después una distancia y en la direccién vertical. Si z es positivo nos desplazamos
hacia la derecha de O; si z es negativo, lo hacemos hacia la izquierda de O.
Si y es positivo, vamos verticalmente hacia arriba y si y es negativo vamos
verticalmente hacia abajo. Las coordenadas del origen son (0,0). Usualmente
el eje horizontal se llama eje z y el eje vertical, eje y. Si un punto P
se describe por dos niimeros, digamos (5,—10),.es costumbre llamar al primer
nimero coordenada z o abscisa y al segundo nimero coordenada y u ordenada.
Asi, 5 es la abscisa y -10 es la ordenada de nuestro punto. Es obvio que podemos
usar otras letras ademas de z y y, por ejemplo ¢ ys,ouyw.

Nuestros dos ejes separan el plano en cuatro cuadrantes, los cuales estan
numerados como se indica en la figura:
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Il I
111 v

Si (z,y) es un punto en el primer cuadrante, entonces tanto £ como y son
> 0. Si (z,y) es un punto en el cuarto cuadrante, entonces z > 0 pero y < 0.

» §1. EJERCICIOS

1. Localizar los puntos siguientes: (—1,1), (0,5), (-5,-2), (1,0).

2. Localizar los puntos siguientes: (1,3), (-3,-2), ($,-2), (-4, 3)-

3. Sean (z,y) las coordenadas de un punto en el segundo cuadrante. ;Es z positivo,
o negativo?  Es y positivo, o negativo?

4. Sean (z,y) las coordenadas de un punto en el tercer cuadrante. ;Es z positivo, o
negativo? ;Es y positivo, o negativo?

5. Localizar los puntos siguientes: (1.2,—2.3), (1.7,3).
6. Localizar los puntos siguientes: (—2.5, %), (-3.5, f)

7. Localizar los puntos siguientes: (1.5, —1), (—1.5,—1).

I, §2. GRAFICAS

Sea f una funcién. Definimos la gréfica de f como la coleccién de todos los
pares de nimeros (:c, f (:c)) cuya primera coordenada es cualquier mim'ero para
el cual f esta definido y cuya segunda coordenada es el valor de la funcién en la
primera coordenada.

Por ejemplo, la grifica de la funcién f(z) = 22 esta format.ia por todos los
pares (z,y) tales que y = z2. En otras palabras, es la coleccién de todos los
pares (z,z2), como (1,1), (2,4), (-1,1), (-3,9), etc.

Como cada par de niimeros corresponde a un punto sobre el plano (una
vez seleccionado un sistema de ejes y una unidad de longitud), podemos ver la
gréfica de f como una coleccién de puntos en el plano. En la siguiente figura
se ha trazado la grafica de la funcién f(z) = z? junto con los puntos que dimos
como ejemplo.
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(3,9 + (3,9

1 y=z?
(=2, 9 T 2, 4

(-1, D&y 1 g, D

Para determinar la grafica localizamos multitud de puntos construyendo una
tabla con las abscisas y ordenadas.

En esta etapa del juego no hay sino este método de ensayo y error para determinar
la grafica de una funcién. Més adelante desarrollaremos técnicas que permitirdn
elaborarlas con mayor destreza.

Daremos ahora varios ejemplos de graficas de funciones que se presentan con
frecuencia en nuestro estudio.

Ejemplo 1. Considerar la funcién f(z) = z. Los puntos sobre esta grafica

son del tipo (z,2). La primera coordenada debe ser igual a la segunda. Asi,
f(1) =1, f(=v2) = —/2, etc. La gréfica se ve asf:

1, 1
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Ejemplo 2. Sea f(z) = —z. Su gréfica se ve asi:

(—1) 1)

Se puede observar que las gréficas de las dos funciones anteriores son rectas. Mas
adelante estudiaremos el caso general de una recta.

Ejemplo 3. Sea f(z) = |z|. Cuando z > 0, sabemos que f(z) =z, y
cuando z < 0, sabemos que f(z) = —z, de aqui que la grifica de |z| se obtenga
combinando las dos anteriores y se vea asi:

y=|=l

+

Todos los valores de f(z) son > 0, sin importar si = es positivo o negativo.

Ejemplo 4. Hay una clase de funciones incluso mas sencillas que las recién
vistas, a saber, las funciones constantes. Por ejemplo, podemos definir una
funcién f tal que f(x) = 2 para todos los nimeros z. En otras palabras,
asociamos el nimero 2 a cualquier niimero z. Es una asociacién muy sencilla,
y la gréifica de esta funcidn es una recta horizontal que interseca al eje vertical
en el punto (0,2).

flz)=2
(0,2)
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Si tomdramos la funcién f(z) = —1, la grafica seria una recta horizontal que
intersecara al eje vertical en el punto (0,—1).

En general, sea ¢ un nimero fijo. La grafica de cualquier funcién f(z) = ¢
es la recta horizontal que interseca al eje vertical en el punto (0,¢). La funcién
f(z) = ¢ se llama funcién constante.

Ejemplo 5. El iltimo de nuestros ejemplos es la funcién f(z) = 1/z (de-
finida para z # 0). Tras localizar unos cuantos puntos de la grafica, observaran
que se ve como sigue.

(-1, -1 T

Por ejemplo, se pueden localizar los puntos siguientes:

T 1/ z 1/z
1 1 -1 -1
2 3 -2 -1
3 i -3 -3
% 2 -3 -2
3 3 -3 -3

Conforme z se hace positivo muy grande, 1 /% se va haciendo muy pequefio. A
medida que z se acerca a 0 desde la derecha, 1 /z se va haciendo muy grande.
Un fenémeno similar ocurre cuando = se acerca a 0 desde la izquierda; en ese
caso z es negativoy 1/z es negativo. Por lo tanto, en ese caso 1 /z es negativo
muy grande.

Al tratar de determinar cémo se ve la grafica de una funcién, conviene obser-
var lo siguiente:

Los puntos en los que la grafica interseca a los dos ejes coordenados.
Lo que sucede cuando z se vuelve muy grande positivo y muy grande nega-
tivo.

Pero, en términos generales, la técnica principal que usaran-al resolver los
ejercicios es localizar multitud de puntos hasta discernir c6mo se ve la grafica.
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Il, §2. EJERCICIOS

Trazar las grificas de las funciones siguientes y localizar al menos tres puntos sobre
cada grifica. En todos estos casos damos el valor de la funcién en z.

1. z+1 2. 2z 3. 3z
4. 4z 5 2z+1 6. 5z+%
7. §+3 8. —3z+2 9. 22° —1
10. =3z +1 1. ° 12. «*
13. Vz 14. 712 15. 2z +1
16. z+3 17. |z|+ 2z 18. |z]+ 2z
1
19. —|z] 20. —|z|+ =z 21. o
1 1 1
. 24.
?2' z -2 23 z+3 z—3
2 2 2
. 26. 27. =
% -2 z+2 T
-2 3 T
. 29. 30, —
28 z+5 z+1 |z

(En los ejercicios 13, 14 y del 21 al 30, las funciones no estin definidas para todos los
valores de z.)

31. Esbozar la grifica de la funcién f(z) tal que:
f(z)=0siz2<0. f(z)=1siz>0.

32. Esbozar la grifica de la funcién f(z) tal que:
f(z)=zsiz<0. f(0)=2. f(z)==zsiz>0.

33. Esbozar la grifica de la funcién f(z) tal que:
f(z)=22siz<0. f(z)=zsiz>0.

34. Esbozar la grifica de la funcién f(z) tal que:
f@)=lel+zsi -1<z <1
f(z) =3 si z > 1. [f(z) no estd definida para otros valores de z.]

35. Esbozar la grifica de la funcién f(z) tal que:
f(z)=2*siz<0. f(z)=1si0<z<2. f(z)=2"siz>2.

36. Esbozar la grifica de la funcién f(z) tal que:
fz)== si0<z<1l. f(r)=z-1s 1<z<L2.
f(z)=z-2si 2<z2<3. f(z)=r-3 si 3<z<4.

[f(z) quedé indefinida para otros valores de z, pero intenten definirla de manera que
se preserve la simetria de la gréfica.]
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Il, §3. LARECTA

Uno de los tipos basicos de funciones es el tipo cuya grafica representa una recta.
Ya vimos que la gréfica de la funcién f(z) = z es una recta. Si tomamos f(z) =
2z, entonces la recta se inclina y se empina mads, y ain més para f(z) = 3z. La
grafica de la funcién f(x) = 10000z se veria casi vertical. En general, sea a un
nimero positivo # 0. Entonces, la grifica de la funcién

f(z)=az

representa una recta. El punto (2,2a) estd sobre la recta, pues f(2) = 2a.
El punto (v/2,v2a) también esti sobre la recta, y si ¢ es cualquier niimero,
el punto (c,ca) esta sobre la recta. Las coordenadas (z,y) de estos puntos se
obtienen construyendo una transformacién de semejanza, comenzando con las
coordenadas (1, a) y multiplicdndolas por algiin niimero c.

Podemos visualizar este procedimiento mediante tridngulos semejantes. En
la figura que se muestra a continuacién tenemos una recta. Si seleccionamos un
punto (z,y) sobre la recta y bajamos la perpendicular desde este punto al eje
z, obtenemos un tridngulo rectangulo.

(cz,cy)

@ )

Si z es la longitud de la base del tridngulo mas pequefio de la figura y y es su
altura, y si cz es la longitud de la base del tridngulo més grande, entonces cy
es la altura del tridngulo més grande: el tridngulo mas pequefio es semejante al
mas grande.

Si a es un mimero < 0, la grifica de la funcién f(z) = az también sera una
recta, la cual se inclina hacia la izquierda; por ejemplo, las graficas de

f#)=-z o  f(z)=-2z.

Damos ahora ejemplos de rectas mas generales, que no pasan por el origen.

Ejemplo 1. . Sea g(x) = 2z+1. Cuando z = 0, entonces g(z) = 1. Cuando

g(z) = 0, entonces = = —%. La gréfica se ve como en la figura de la pigina

siguiente.
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Ejemplo 2. Sea g(z) = —2z — 5. Si ¢ = 0, entonces g(z) = —5. Si
g(z) = 0, entonces z = —3. La grafica se ve como sigue

0, 0

\y = —22z—5

—t
LEN man

Con frecuencia nos referiremos a una funcién f(z) = az+b como a una recta

(aunque, por supuesto, es la grafica la que es una recta).

El nimero a que es el coeficiente de z se llama pendiente de la recta, y
determina cuanto se inclina la recta. Como acabamos de ver en los ejemplos,
cuando la pendiente es positiva, la recta esta inclinada hacia la derecha, y cuando
la pendiente es negativa, la recta esta inclinada hacia la izquierda. A la relacién
y = az + b se le llama también ecuacién de la recta, y da la relacién entre la
abscisa y la ordenada de un punto sobre la recta.

Sea f(z) = az+b una recta, y sean (21,41) y (%2,y2) dos puntos de la recta.
Es facil hallar la pendiente de la recta en términos de las coordenadas de estos
dos puntos. Por definicién sabemos que

vy =azy +b

Y2 = ary + b.
Restando tenemos
Y2 — Y1 = azz — azy = a(zT2 — T1).

En consecuencia, si los dos puntos son distintos, z2 # z1, entonces podemos
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dividir entre 3 — z; y obtener

pendiente de la recta = g = 22 YL
Ty— I

E'ste?, férmula da la pendiente en términos de las coordenadas de dos puntos
distintos sobre la recta.

Geométricamente, nuestro cociente

Y2—U
T3 —

es simplemente la razén del lado vertical y el lado horizontal del tridngulo del
diagrama siguiente:

En general, sea a un nimero y (21,y;) algtin punto.

Deseamos hallar la ecuacion de la recta que tenga pendiente igual a a y que
pase por el punto (z1,y;).

La condicién de que un punto (z,y) con z # z1 esté sobre la recta es equi-
valente a la condicién de que '
Yy—un _

-2
Asi, la ecuacién de la recta deseada es

Yy—un =a(1«'—1€1)-

(xz» yz)

Y2 — U

(1, ¥1)

-_— .
T — 1,
/ 2”4
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Ejemplo 3. Sean (1,2) y (2,—1) dos puntos ;Cual es la pendiente de la
recta que los une? ;Cudl es la ecuacién de la recta?
Primero hallamos la pendiente. Tenemos:

pendiente = :Z : :11 = _21__12 =-3.
La recta debe pasar por el punto dado (1,2). Por lo tanto, su ecuacién es
y—2=-3(z-1).
Esta es una respuesta correcta. A veces puede ser itil poner la ecuacién en la
forma

y=-3z+5,
pero es igualmente vilido dejarla en la primera forma. )
Observen que no importa a cual punto llamemos (z1,¥:1) y a cual llamemos
(z2,y2). Obtendriamos la misma respuesta para la pendient.e.
También podemos determinar la ecuacién de una recta si conocemos la pen-
diente y un punto. (

Ejemplo 4.
el punto (—1,2).
La ecuacién es

Hallar la ecuacién de la recta con pendiente —7 que pasa por

y—2=-7(z+1).

-

Ejemplo 5. En general, sean (21,y1) y (z2,y2) dos puntos distintos con
z, # z2. Deseamos hallar la ecuacién de la recta que pasa por estos dos puntos.
Su pendiente debe, pues, ser igual a
Y2—U0
T — I ’
Por ello la ecuacién de la recta se puede expresar mediante la férmula

Y-y _¥2—un
r— 9 — I

para todos los puntos (z,y) tales que z # 2, o para todos los puntos mediante

y—y = (x _zl)(z z).

Por 1ltimo, debemos mencionar las rectas verticales. Estas no se pueden
representar mediante ecuaciones del tipo y = az + b. Supongamos que tenemos
una recta vertical que interseca al eje z en el punto (2,0). La coordenada yu
ordenada de cualquier punto sobre la recta puede ser arbitraria. Asi, la ecuacién
de la recta es simplemente z = 2. En general, la ecuacién de la recta vertical
que interseca al eje z en el punto (c,0) es z =c. ) )

Podemos hallar el punto de interseccién de dos rectas al resolver simultédnea-
mente dos ecuaciones lineales.

e

\
\
0
|

i

1]
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Ejemplo 6. Hallar el punto de interseccién de las dos rectas
y=3z-5 y y= -4z +1.
Resolvemos
3z—-5=—-4z+1
o de manera equivalente, 7z = 6. Esto da z = %, de donde

6 18
y= 3- 7—5—-?—5

Por consiguiente, el punto comin es
6 18
(7, 7 5) .

1l, §3. EJERCICIOS

Trazar las grificas de las rectas siguientes:
l. y=-2z+5
3. y=247

. Yy= 2

2. y=5z -3
z
4. y=—=—+1
Yy 3 +
\@Cué.l es la ecuacién de la recta que pasa por los puntos siguientes?
5 (-1,1) y (2,7=7) 6. 3,1y (4,-1)
. (VE-1) y (V3 1) 8. (=3,-5) y (v3,4)
>(¢Cual es la ecuacién de la recta que tiene la pendiente dada y pasa por el punto dado?
9. pendlente 4 y punto (1,1)
11. pendiente —1 y punto (v/2,3)

10. pendlente —2 y punto (3,1)
12. pendiente v/3 y punto (-1,5)
Trazar las grificas de las rectas siguientes:

13. =5
16. y=—-4

4. z=-1
17. y=2

15. z=-3
18. y=0
/ iCuil es la pendiente de la recta que pasa por los puntos siguientes?

19. (1L,1) y (-1,1) 20. (3,1) y (4,-1)
21. (2,3) vy (V2 1) 22. (V3,1) y (3,2)

\'/‘"LGuél es la ecuacién de la recta que pasa por los punt&s siguientes?
23. (m,1) y (v2,3) 24. (vV2,2) y (1,7)
25. (-1,2) y (V2,-1) 26. (-1,v2) y (~2,-3)
27. Trazar las grificas de las siguientes rectas:

(a) y=2z (b) y=2z+1

(c) y=2z+5
(d) y=2z-1 () y=2z-5
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28. Se dice que dos rectas son paralelas si tienen la misma pendiente. E:'aean y=az+b
y y = cz + d las ecuaciones de dos rectas con b # d. (a) Si son paralelas,
demostrar que no tienen punto en comin. (b) De no ser paralelas, demostrar
que tienen exactamente un punto en comuin.

")("29. Hallar el punto en comiin de los siguientes pares de rectas:
" (a) y=3z+5yy=2z+1 b) y=3z-2y y=—-z+4
(c) y=2cy y=—-x+2 @ y=zs+1y y=2s+7

Il, §4. DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

Sean (z1,y1) ¥ (z2,y2) dos puntos en el plano, como en los diagramas siguientes,
por ejemplo.

(-'Cz: y2)

] (12, '!/2)

(1, 1) (1, y1)

(a) (b)

De este modo podemos construir un tridngulo rectangulo. Por el teorema de Pi-
tagoras, la longitud del segmento de recta que une nuestros dos puntos se puede
determinar a partir de las longitudes de los dos lados. El cuadrado del lado
inferior es (z2 — 21)?, que es igual a (z; — z2)%.

El cuadrado de la longitud del lado vertical es (y2 —y1)?, que es igual a (y; —
y2)%. Si L denota la longitud del segmento de recta, entonces, por Pitégoras,

LP= (21— 22)* + (11 — 12)°

yen consecuencia,

L=/(z2—21)?+ (y2 — 9)?.

Ejemplo 1. Sean los dos puntos (1,2) y (1,3). Entonces la longitud del
segmento de recta entre ellos es

VaA-1)2+(3-22=1

‘A la longitud L también se le llama distancia entre los dos puntos.

Ejemplo 2. Hallar la distancia entre los puntos (—1,5) y (4,-3).
La distancia es :

VA= (DY + (-3 -5 = V&9,
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Il, $4. EJERCICIOS

Hallar la distancia entre los puntos siguientes:
. Los puntos (-3,-5) y (1,4) i

. Los puntos (1,1) y (0,2)

. Los puntos (—1,4) y (3,-2)

. Los puntos (1,-1) y (-1,2)

. Los puntos (,2) y (1,1)

S Ut B W N e

. Hallar las coordenadas de la cuarta esquina de un rectingulo cuyas otras tres es-
quinas son (—1,2), (4,2), (-1,-3). ‘

- ;Cuales son las longitudes de los lados del rectingulo encontrado en el ejercicio 67

-3

8. Hallar las coordenadas de la cuarta esquina de un rectingulo cuyas otras tres es-
quinas son (—2,-2), (3,-2), (3,5).

9. {Cudles son las longitudes de los lados del recténgulo del ejercicio 8?7
10. Si £ y y son niémeros, definir la distancia entre estos dos nimeros como lz — 9.

Mostrar que esta distancia es la misma que la distancia entre los puntos (z,0) y
(,0) en el plano.

I, §5. CURVAS Y ECUACIONES

Sea F(z,y) una expresién que incluya un par de nimeros (z,y). Sea ¢ un
nimero. Consideremos la ecuacién

F(z,y)=c.

Definicién. La gréfica de la-ecuacién es la coleccién de puntos (a,b) en el
plano que satisfacen la ecuacién, esto es, tal que
F(a,b)=c.
Esta gréafica también se conoce como curva, y usualmente no haremos distincién
entre la ecuacién
Flz,y)=c¢
y la curva que representa la ecuacidn.
Por ejemplo, )
. z+y=2
es la ecuacién de una recta y su grafica es la recta. Estudiaremos a continuacién
importantes ejemplos de ecuaciones que surgen .con frecuencia.
Si f es una funcién, entonces podemos formar la expresién y — f(z), y la
grafica de la ecuacién
y—f(=z)=0
no es otra que la gréfica de la funcién f como ya lo estudiamos en la seccién
§2.
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Deberan observar que hay ecuaciones del tipo

] F(z,y)=c
que no se obtienen a partir de una funcién y = f(z), i.e. de una ecuacién
y— f(z) =0.

Por ejemplo, la ecuacién z2 + y? = 1 es una de dichas ecuaciones.
Estudiaremos ahora ejemplos importantes de graficas de ecuaciones

F(z,y)=0 o F(z,y)=c.

Il, §6. EL CIRCULO

La expresién F(z,y) = 22 +y? tiene una interpretacién geométrica sencilla. Por
el teorema de Pitagoras, es el cuadrado de la distancia del punto (z,y) al origen
(0,0). Asi, los puntos (z,y) que satisfacen la ecuacién

2?+y’=1=1

son simplemente aquellos puntos cuya distancia al origen es 1. Ellos forman el
circulo de radio 1, con centro en el origen.
De manera ansloga, los puntos (z,y) que satisfacen la ecuacién

2?2+t =4
son-aquellos puntos cuya distancia al origen es 2. Ellos forman el circulo de
radio 2. En general, si ¢ es cualquier nimero > 0, entonces la grifica de la
ecuacion
2?4y’ =c?
es el circulo de radio ¢, con centro en el origen.
Ya hemos seiialado que la ecuacién

Z'2+y2=1

0 z2+y? —1 =0 no es del tipo y — f(z) = 0. Sin embargo, podemos escribir
nuestra ecuacién en la forma
v =1-2%

Para cualquier valor de z entre —1 y +1 podemos despejar y y obtener .

y=-V1-1z2

Siz#1yz# —1, entonces obtenemos dos valores de y para cada valor de
z. Geométricamente estos dos valores corresponden a los puntos indicados en el
diagrama de la pagina siguiente.

y=V1-1z2 o
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(z, V1I-22)
(z, — V1-22)

Existe una funcién, definida para —1 < z < 1, tal que

f(z) =V1—22,

y la gréfica de esta funcién es la mitad superior de nuestro circulo. De manera

analoga, existe otra funcién
9(z) = =1 — 22,

definida también para —1 < z < 1, cuya gréfica es la mitad inferior del circulo.
Ninguna de estas funciones esta definida para otros valores de .

Ahora pedimos la ecuacién del circulo cuyo centro es (1,2) y cuyo radio tiene
longitud 3. Estd formado por los puntos (z,y) cuya distancia a (1,2) es 3.
Estos son los puntos que satisfacen la ecuacién

(z-12+(@-27°=09.
eje y :eje y'

eje =’

\\/ eje =

En la figura anterior se ha trazado la gréfica de esta ecuacién. También podemos
poner

/
y=y-2
En el nuevo sistema coordenado (z’,y), la ecuacién del circulo es, pues,

’'=z-1 vy

22 +y%=0.
Hemos trazado los ejes (z’,y’) como lineas punteadas.

Como un ejemplo mds, deseamos determinar los puntos que estdn a una
distancia 2 del punto (—1,—3). Son los puntos (z,y) que satisfacen la ecuacién

(z-(-1))*+ (y-(-3)* =4
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o, en otras palabras,

(z+1)2+(y+3)% =4
(iObserven cuidadosamente la cancelacién de los signos menos!) Asi, la grafica
de esta ecuacion es el circulo de radio 2 y centro (—1,-3).

En general, sean a y b dos nimeros y r un nimero > 0. Entonces
el circulo de radio r y centro (a,b) es la gréfica de la ecuacién

(z—a)?+(y—-0b)?%=r2

Podemos poner
’=z—a y ' =y-b,
por lo que, en términos de las nuevas coordenadas z’, y’, la ecuacién del circulo

e 2 2
z' +yl ____1,2.

Completar el cuadrado
Ejemplo. Supongamos que se da la ecuacién
224+ +22-3y—-5=0,
donde z? y y? tienen el mismo coeficiente 1. Deseamos ver si ésta es la ecuacién

de un circulo, para lo cual usamos el método de completar el cuadrado, que

repasamos ahora.
Queremos que la ecuacién sea de la forma

(z—a)?+ (y—b)? =12,
porque asi sabriamos inmediatamente que representa un circulo con centro en
(a,b) y de radio r. Por ello, necesitamos que z2? 4 2z sea el primero de los dos
términos del desarrollo

‘ (z —a)? = 2% - 2az + a>

De manera anéloga, necesitamos que y? — 3y sea el primero de los dos términos
del desarrollo

(y - b)z = yz — 2by + b2.
Esto significa que @ = —1 y b = 3/2. Entonces,

' ' 3\? 9
P+2+y -3y-5=(c+1)2 -1+ (y—-2-) 375

Asi, 22+ y? + 2z — 3y — 5 = 0 es equivalente a

3\?2 9 33
r1)? 4 2) =5414+2=22"
(2+1) (y 2) =5+1 47 4

En consecuencia, nuestra ecuacién dada es la ecuacién de un circulo de radio

v/33/4, con centro en (-1,3/2).
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Il, §6. EJERCICIOS

Esbozar la grifica de las ecuaciones siguientes:

L (a) (z-2°+(y+1)’=25 b) (z—2)° 2
(©) -2 +(y+1)*=1 fai &-23&813%3

2. (a) 22+ (y-12=9 b) 2?4+ (y-1)* =
() @+ (y-1)°>=25 Ed; .'52+8:—1;2=i4

3.(a) (z+10+¢* =1 (b) (s+1)2+y?=4
() (z+1)°+4* =9 (d) (z+1)2+42=25

4 2+ — 2 +3y-10=0
5. 3'2(+3/2+21—3y—15=0
6. z?+y2+z/—2y=16
T. 2%+’ —z42y=25

Il, §7. DILATACIONES Y LA ELIPSE

Dilataciones

Antes‘ de esfudia,r la elipse queremos hacer algunas observaciones acerca de “es-
tiramientos” o, para usar una palabra mas adecuada, dilataciones.

.Sea (z,y) un punto en el plano. Entonces (22, 2y) es el punto obtenido al
estirar sus C!OS coordenadas en un factor de 2, como se ilustra en la figura 1
donde también hemos trazado (3z,3y) vy (3=, 1y). ,

(32, 3y)
(22, 2y)

(=, 9)
(=, 4y)

brz 2z 3

Figura 1

Definicién. En general, si ¢ > 0 es un niimero positivo, a (cz,cy) le llama-

mos dilatacién de (z,y) en un factor c.

Ejemplo. Sea
u? + v? = 1
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la ecuacién del circulo de radio 1. Pongamos
z=cu y y=cv.
Entonces,
u=zfe y v=y/e
Por lo tanto, z y y satisfacen la ecuacién
2 2

z Yy

S+ =1

2 ' ¢? ’
o, de manera equivalente,

224 y? =c2

El conjunto de puntos (u,v) que satisfacen esta ecuacién es el circulo de radio
¢. Asi, podemos decir:

La dilatacién del circulo de radio 1 en un factor de ¢ > 0 es el circulo de
radio c.

Esto se ilustra en la figura 2 con ¢ = 3.

x? +y? =37

(N o
Ny

Figura 2

La elipse
No hay razén alguna por la cual debamos dilatar la primera y la segunda coor-
denadas en el mismo factor; podemos usar factores diferentes. Por ejemplo, si
ponemos :

z=2u y y=3v
estamos dilatando la primera coordenada en un factor de 2, y estamos dilatando
la segunda coordenada en un factor de 3. En ese caso, supongamos que (u,v)
es un punto sobre el circulo de radio 1; en otras palabras, digamos que se tiene

w+0?=1.

Entonces, (z,y) satisface la ecuacién

122 y2
—+4+==1.
4+9
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Interpretamos esto como la ecuacién de un “circulo estirado,” como se muestra
en la figura 3.

Figura 3

De manera mas general, sean a y b nimeros > 0. Pongamos
z = au y y = bv.

Si (u,v) satisface

(*) wl4v?=1,
entonces (z,y) satisface
2 2
2y
(%) v pol + 7= 1.

Reciprocamente, podemos poner u = z/a y v = y/b para ver si los puntos que
satisfacen la ecuacién () corresponden a los puntos de (**) bajo esta transfor-
macidn, y viceversa.

Definicién. Una elipse es el conjunto de puntos que satisfacen una ecuacién
(**) en algiin sistema coordenado del plano. Acabamos de ver que una elipse es
un circulo dilatado, mediante una dilatacién en factores a, b > 0 en las primera
y segunda coordenadas, respectivamente.

Ejemplo. Esbozar la grifica de la elipse’
1:_2 + gi =1.
4 25
Esta elipse es un circulo dilatado en factores de 2 y 5, respectivamente. Noten
que,
2

cuando z = 0, tenemos L

2% =1, de modo que y? =25 y g = +5.

Ademas,
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2
cuando y = 0, tenemos % =1,demodo que 22 =4y z = +2.

Por lo tanto, la grafica de la elipse se ve como en la figura 4.

eje y

eje =

Figura 4

Ejemplo. Trazar la grifica de la elipse

(z-1)?  (y+2)*
=1.
%t 4

En este caso, pongamos
d=z-1 y y=y+2
Sabemos que en las coordenadas (u,v)
w4l =1

es la ecuacién de un circulo con centro (1,—2) y radio 1. A continuacién pone-
mos

oL

2
u:-s- y v =

La ecuacién original es de la forma

$/2 y/2 _1
mteE=h

que puede escribirse en términos de u y v como
w4vi=1.
Asi, nuestra elipse se obtiene del circulo u? + v? = 1 mediante la dilatacién

u=z'f5 y v=y/2
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o, de manera equivalente,
2’=5u y ¢y =2

La manera més facil de esbozar su grafica es dibujar el nuevo sistema de coor-
denadas con coordenadas z’, y’. Para hallar los cruces de la elipse con estos
nuevos ejes, vemos que cuando y’ = 0, entonces

12

z
= 1, de modo que z’ = +5.
Del mismo modo, cuando z’ = 0, entonces
y/2

7= 1, de modo que y = +2.

La gréfica se ve como sigue:

eje y -1)? 2
\eje y' Grafica de (x—Z?)—+ o .:2)

—+—-4L———-——

1, -2
(——f—)—r-——o——»-—

—— - —--¢eje z’

b

Il, §7. EJERCICIOS

Trazar las gréficas de las curvas siguientes.

2 2 2 2
LY _ z LY _
Lo+ =1 2. T+ =1
1:2 y2 22 2
3 ?+E=l 4 T-l-g—s:l
z—1)2 2)? :
5, B=D° L @42 6. 427 + 25¢* = 100
9 16
1)? 2)?
7. (“'; ) +(“;) =1 8. 2522 + 16y = 400

9. (z - 1) + _(y-;3)2 =1
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"I, §8. LA PARABOLA

Una pardbola es una curva que es la grifica de una funcién

y = az’
en algiin sistema coordenado, con a # 0.

Ejemplo. Ya sabemos cémo se ve la grafica de la funcién y = z2. Conside-
remos ahora
y=—z2
Por simetria se puede ver ficilmente que la gréifica es semejante a la de esta
figura.

eje y

eje =

y=—a

Si graficamos la ecuacién y = (z — 1)2, notaremos que se ve exactamente
igual, pero como si el origen estuviera colocado en el punto (1,0).
~ De manera andloga, la curva y — 2 = (z — 4)? se ve de nuevo como y = z2
excepto que toda la curva se ha movido como si el origen fuera el punto (4,2).
En el siguiente diagrama se han trazado las graficas de estas ecuaciones.

e ! 4 Il 1
+

a, 0

Podemos formalizar estas observaciones como sigue. Supongan que en nuestro
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sistema de coordenadas dado escogemos un punto (a,b) como el nuevo origen.
Ponemos las nuevas coordenadas £’ =z —a y ¥ =y —b. Asi, cuando z = a,
tenemos z’ = 0, y cuando y = b, tenemos y’ = 0. Si tenemos una curva
; y/ = :c'2
en el nuevo sistema coordenado cuyo origen esté en el punto (a,b), entonces se
produce la ecuacién
(y=b)=(z~—a)?

en términos del sistema de coordenadas antiguo. Este tipo de curva se conoce
como parabola.

Podemos aplicar la misma técnica de completar el cuadrado que usamos para
el circulo. ‘

Ejemplo. ;Cudl es la gréfica de la ecuacién
2y—z?—4x+6=07
Completando el cuadrado, podemos escribir
’ 2?4z =(z+2)% -4
Asi, nuestra ecuacién se puede reescribir como
2y =(z+2)*-10
o
2y +5) = (z +2)° .
Ahora escogemos un nuevo sistema de coordenadas
=z+2 y y=y+5
de modo que nuestra ecuacién se vuelve
‘ % =z’ o Y= %a:ﬂ.
Esta es una funcién cuya grafica ya conocen; su elaboracién queda como ejercicio.

Observemos que, si tenemos una ecuacién
z—y> =0
o
z =y’
obtendremos una parabola inclinada horizontalmente.

z=y2

Podemos aplicar ahora la técnica de cambiar el sistema coordenado para ver
cémo es la grafica de una ecuacién mds general.
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Ejemplo. Trazar la grifica de
-y +2y+5=0.
Podemos escribir esta ecuacién en la forma
(z+6)=(y-1)?

¥, por lo tanto, su grafica se ve asi:

y’ Yy - 2
i Grificade (x + 6) = (y — 1)
|
i
|
)
I
)

(=61

Supongan que nos dan la ecuacién de una parébola
y:f(:c) =a1:2+b:c+c,

con a # 0. Deseamos determinar dénde interseca esta pardbola al eje z. Estos
son los valores para los cuales f(z) = 0 y se llaman raices de f. En lasecundaria
se muestra que las raices de f estan dadas por la férmula cuadratica:

_ =b+ /b2 —4dac

2a

Deben leer esta formula en voz alta tantas veces como sea necesario para que la
memoricen, igual que las tablas de multiplicar. Debers usarse automdticamente,
sin mayor razonamiento, para hallar las raices de una ecuacién cuadratica.

Ejemplo. Queremos hallar las raices de la ecuacién
222 4+52—-1=0.

Las raices son

o BEVE-B 5+ VIT_5+V17
Too2(-2) T a4 T a1

Asi, las dos raices son
5+ V17 5— 17
1 y VR

Estos son los dos puntos donde la pardbola y = —2z% + 5z — 1 cruza al eje z, y
su grafica se muestra en la figura.
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Demostracion de la férmula cuadritica. Daremos ahora la demostracién de
la férmula cuadratica para convencerlos de que es cierta. Con este fin, queremos
resolver

(*) az? +br+c=0.

Como suponemos que a # 0, esto equivale a resolver la ecuacién

(+%) x2+§z+§=0
obtenida al dividir entre a. Recordemos la férmula
(z+1)? =22 + 2z + 2.
Queremos hallar ¢ de modo que z? + (%) z tenga la forma z? + 2tz. Esto

significa que tenemos
b b
-=2 t = —.
a , esto es 4 %

2
Sumamos ahora (Ebz;) en ambos lados de la ecuacién (), y obtenemos

32+£z+ i ‘2+£— i ?
a 2a) " a  \2/

Esto se puede reescribir en la forma

:c+—b— 2+£" 2 ’
2a a \2a)’

0, de manera equivalente,

s 2Y (2 e _ ¥ -dac
2a) ~ \2a a”  4a?

Al sacar rafz cuadrada tenemos

b Vb2 — 4ac
T+ — =
2a 2a
de donde
s —b 4 /b2 - 4ac

2a ’
lo cual prueba la férmula cuadratica.
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Observacién. Puede suceder que b2 — 4ac < 0, en cuyo caso la ecuacién
cuadratica no tiene solucién en los niimeros reales.

Ejemplo. Hallar las raices de la ecuacién

322 -2z 4+1=0.
Las raices son
o= —(-2)+v4-12
= 5 .
Como 4 — 12 = —8 < 0, la ecuacién no tiene raices en los nimeros reales. La
ecuacién )
y=3z2-2z+1

es la ecuacién de una parabola cuya gréifica se ve como en la figura. La grafica
no cruza el eje z.

El estudio de la férmula cuadritica en esta seccién ilustra algunos principios
pedagdgicos generales acerca de la relacién entre la memorizacién rutinaria y el
papel de las demostraciones al aprender matemadticas.

1. Deben memorizar de oido la férmula cuadratica:

z es igual a menos b mds menos la raiz cuadrada de b cuadrado
menos 4ac sobre 2a

como si memorizaran un poema, repitiéndolo en voz alta. Dicha memorizacién
es necesaria para ciertas cuestiones de matematicas basicas, a fin de inducir
la obtencién de la respuesta correcta como un reflejo condicionado, sin perder
tiempo.

2. Independientemente de usar la férmula como reflejo condicionado, deberan
ver la demostracién completando el cuadrado. Aprender a manejar la légica y el
idioma espaifiol para establecer teoremas también es parte de las matemdticas.
Ademas, la técnica de completar los cuadrados surge a menudo en el contexto de
graficar circulos, elipses, pardbolas y ademas, en la férmula cuadratica. Saber
la férmula como reflejo condicionado y conocer la demostracién son dos funcio-
nes complementarias diferentes en el entrenamiento matematico, ninguna de las
cuales excluye a la otra.
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11, §8. EJERCICIOS

Trazar la gréifica de las ecuaciones siguientes:
l. y=-z+2 2. y=2z24z-3
3.2—4y2=0 4.z-y2+y+l=0

Completar el cuadrado en las siguientes ecuaciones y cambiar el sistema de coordenadas
para ponerlas en la forma

z_'2+y'2=r2 ° yl=czI2 ° z'=cy'2
para cierta constante c.
N5, gl 4y —4r 42y —20=0 6. 2 4y° —2y—8=0
T. e +9y? +22-2=0 8. y—2r°—~z5+3=0
N, y—-z?—4z—-5=0 10. y—z24+2z43=0
11. 224+ * + 22 — 4y = -3 12. 224 4% —4z -2y = -3
13 2-2y —y+3=0 M) z -y’ —4y=5

I, §9. LA HIPERBOLA

Ya sabemos cémo se ve la gréfica de la ecuacién
zy=1 o y=1/=.
Es evidente que es igual a la grifica de la funcién
f@)=1/z "

(definida para z # 0). Si escogemos un sistema de coordenadas cuyo origen esté
en el punto (a,b), la ecuacién

1
z—a
se conoce como hipérbola. En términos del nuevo sistema de coordenadas

y-b=

=zr—a
¥y ¥ =y — b, nuestra hipérbola tiene el antiguo tipo de ecuacién
'y =1.
Si nos dan una ecuacién como '
xylg}c‘4:3y= 1-
queremos poner esta ecuacion en la forma
Az —a}y—-"b)=c¢,
o expandiendo,
zy—ay—br+ab=c.
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Esto nos dice cdmo deben ser @ y b. Asi
Ty — 2:c+3y (:c+3)(y 2) + 6.
Por lo° tanto zy — 2z + 3y 1es equlvalente a
(z+3)(y-2)+6=1

o, en otras palabras,
(r+3)(y—2)= —_
La gréfica de esta ecuacidn se ha trazado en el siguiente diagrama.

eje y' .

I €je y

1 [

1

' L

1

! L

i

|

1 L

--------- 4l e o

(=3,2),

! 1

+——t—+ '4(: eje x

|

| ]

H J

| ]

|

|

1

Hay otra forma para la hipérbola. Tratemos de graficar la ecuacién
22—y =1.

Si despejamos y obtenemos
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de modo que

y=%vVz? -
La gréfica es simétrica porque, si (z, y) es un punto sobre la grifica, resulta que
(-z,9), (z,-y) ¥ (—x,—y) son también puntos sobre la grifica. En efecto,
veamos la gréfica en el primer cuadra,nte cuando z >0y y>0.

Como z% — 1 = y?, se sigue que z2 — 1 > 0, de modo que z2 > 1. Por ello
la gréfica existe sélo para £ > 1. Afirmamos que en el primer cuadrante se ve
como en la figura de la pagina anterior. Para corroborarlo podemos, claro esté,
construir primero una tabla con unos cuantos valores para ver de manera experi-
mental la apariencia de la grifica. Higanlo. Aqui la describiremos teéricamente

A medida que crece z, la expresién z2—1 crece, de modo que vzZ — 1 crece
también y lo mismo sucede con y. )

Ademas, como y? = z% — 1, se sigue que y? < 22, de modo que y < z para
z, y en el primer cuadrante. Hemos trazado la recta y = z. El conjunto de
puntos con y < z se encuentra debajo de esta recta en el primer cuadrante.

Dividamos la ecuacién y? = £ — 1 entre z2. Obtenemos

Cuando z se vuelve grande, sucede que

1- 1 tiende a 1.
z

La razén y/z es la pendiente de la recta que va del origen al punto (z,y).
Por lo tanto, esta pendiente tiende a 1 cuando z se vuelve grande. Ademas, de

la expresién
y=v 32 - la

vemos que cuando z es grande, z2 — 1 es casi igual a z2 y, por ende, su raiz
cuadrada ser4 casi igual a z. Con esto la gréfica de la hipérbola se acerca més
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y mas a la gréfica de la recta y = z. Esto justifica que hayamos dibujado la

grafica de esa manera. -
Finalmente, por simetria, toda la grafica de la hipérbola se ve como la figura

anterior. Esta se obtiene al reflejar la grafica del primer cuadra'nte sobre el eje
z y sobre el eje y, y también reflejando la gréfica respecto al origen.

Il, §9. EJERCICIOS

Trazar las grificas de las curvas siguientes:

1. (z-1)(y-2)=2 2. z(y+1)=3

3. zy—4=0 4.y=1__:E
5"'/:1:-1}-1 6. (z+2)(y—-1)=1
7. (z-1)(y-1)=1 8. (z-1)(y-1)=1
9. y=—+4 10.y=;%——2
11. y = 4::27 12. y= —:%l
l3.y=:ti 14.y=:;i

15. Graficar la ecuacién y% — 2% =1.
16. Graficar la ecuacién (y — 1)2 —(z—-2)*=1.

17. Graficar la ecuacién (y+1)> — (z —2)* =1.

»

Parte dos

Diferenciacion y
funciones elementales

En esta parte aprenderemos a diferenciar. Geométricamente hablando esto equi-
vale a hallar la pendiente de una curva, o su razén de cambio. Analizaremos
sistematicamente las técnicas para hacerlo y la manera en que se aplican a
las funciones elementales: polinomios, funciones trigonométricas, funciones lo-
garitmicas y exponenciales y funciones inversas.

Una de las razones por las que diferimos la integraciéon para después de esta
seccion es que las técnicas de integracion dependen, hasta cierto punto, de nuestro
conocimiento de las derivadas de ciertas funciones, pues una de las propiedades
de la integracién radica en ser la operacién inversa a la diferenciacién.

En los capitulos III, §9, IV, §4 y VII, §4, hallaran que los problemas de razones
aplicados son semejantes entre si pero con diferentes tipos de funciones. Este es
un ejemplo de cémo se hilvana de manera coherente la misma idea a lo largo de
la parte de diferenciacién.



