CAPITULO  IX

Integracion

En este capitulo resolveremos de manera mas o menos simultinea los problemas
siguientes:

(1) Dada una funcién f(z), hallar una funcién F(z) tal que
F'(z) = f(2).
Esto es lo inverso de la diferenciacién y se llama integracién.

(2) Dada una funcién f(z) que sea > 0, dar una definicién de 4rea bajo la
curva y = f(z) que no recurra a la intuicién geométrica.

En realidad, en este capitulo damos las ideas que dan origen a las soluciones
de nuestros dos problemas. Las técnicas que nos permiten calcular realmente
cuando se dan datos especificos se postergaran para el capitulo siguiente.

Al desarrollar el problema (2) seguiremos una idea de Arquimedes. Se trata
de aproximar la funcién f mediante funciones horizontales, y el drea bajo f
mediante la suma de pequefios rectidngulos.

/I’X,/§—1.\ LA INTEGRAL INDEFINIDA

Sea f(x) una funcién definida en un intervalo.
Definicién. Una integral indefinida para f es una funcién F tal que
F'(z) = f(z) paratodo z en el intervalo.

Si G(z) es otra integral indefinida de f, entonces también G'(z) = f(z). Por
lo tanto, la derivada de la diferencia F — G es 0: '

(F - G)(2) = F'(x) - G'(¢) = f(z) - f(z) = 0.
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En consecuencia, por el corolario 3.3 del capitulo V, existe una constante C tal
e F(z)=G(z)+C
para todo z en el intervalo. )

Ejemplo 1. Una integral indefinida para cosz seria senz. Pero también
senz + b es una integral indefinida para cosz.

Ejemplo 2. logz es una integral indefinida para 1/z, y también lo es
logz +10 o logz — 7. . '

En el capitulo siguiente se desarrollaran técnicas para hallar mtegrale? md;e-
finidas. Aqui simplemente observamos que cada vez que se prueba una férmula

para una derivada, tiene una analoga para la .integral. .
Es costumbre denotar una integral indefinida de una funcién f por

/f 0 /f(z)dz.

En esta segunda notacién, la dz carece de sentido por si mi.sma. Es lfz e;c—
presién completa [ f(z) dz la que tiene sentido. Cuando estuti’leglos el método
de la sustitucion en el siguiente capitulo, confirmaremos lo practico de nuestra

notacién. ) ) .
Haremos ahora una tabla de algunas integrales indefinidas usando la infor-

macién obtenida sobre las derivadas.
Sea n un entero, n # —1. Entonces tenemos

zn+1
n p—
/z dz = ntl

/ldz = logz.
z

(Esto es cierto sélo en el intervalo z > 0 J)
En el intervalo z > 0 tenemos ademas

zc+1
Cdp =
/ z¢dz = o
para cualquier nimero ¢ #-1. . o .
Las siguientes integrales indefinidas son validas para todo z.

Si n = —1, entonces

/coszd:c: sen z, /_sen:cdz: —cosz,

/e”dm =", /1-:22 dz = arctanz.
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Finalmente, para —1 < z < 1 tenemos

/ 1

—————dz = arcsen z.

V1-—2z2

En la practica se omite con frecumm:ervalo en el cual estan definidas

las diferentes funciones con las que trabajamos. Sin embargo, debemos tenerlo
presente en cualquier problema especifico. Por ejemplo, si escribimos

/2—1/3 dz = g ‘zz/a,

esto es valido para £ > 0 y también es vilido para £ < 0. Pero 0 no puede
estar en ninguin intervalo de definicion de nuestra funcién. Asi, podriamos tener

/z'”sd:c =3.22345
cuando z <0,y

/z‘l/sdzz $.223-2
cuando z > 0. También se podrian usar otras constantes cualesquiera ademas
de 5y —-2.

Acordemos que las integrales indefinidas estan definidas sélo sobre intervalos.

Asi, al considerar la funcién 1/z, tenemos que considerar separadamente los
casos £ > 0y £ < 0. Para z > 0 ya observamos que logz es una integral

indefinida. Sucede que también para el intervalo £ < 0 podemos encontrar una
integral indefinida, y de hecho tenemos

/%d.’c =log(—z), para z<0.

Observen que, cuando z < 0, —z es positivo, y asi log(—z) tiene sentido. Por la
regla de la cadena, la derivada dé log(—z) es igual a 1/z; a saber, sea u = —=z.
Entonces du/dr = -1,y

dlog(-z) 1 1
dz —z( = z
Para z < 0, cualquier otra integral indefinida esta dada por
log(—z) + C,

donde C es una constante.
A veces se dice que, para todos los casos,

/%d:c:log]zH-C.

Con nuestras convenciones no atribuimos significado a esto, pues nuestras fun-
ciones no estan definidas sobre todos los intervalos (lo impide la ausencia del
punto 0). En todo caso, la férmula seria falsa. En efecto, para £ < 0 tenemos

/id:c = log|z| + Ci,
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y para £ > 0 tenemos
/idz =log|z| + C>.

Sin embargo, las dos constantes no son iguales necesariamente, y, por lo tanto,
no podemos escribir

/idz:log|z|+0

para todos los casos. Esta férmula es cierta sélo sobre un intervalo que no
contenga a 0.

iIX, §1. EJERCICIOS

Hallar integrales indefinidas para las funciones siguientes:

1 1
3. pa 4, 32
(En estos dltimos dos problemas, especificar los intervalos sobre los cuales se halla la
integral indefinida.)

1. sen2z 2. cos3z

IX, §2. FUNCIONES CONTINUAS

Definicidén. Sea f(z) una funcién. Diremos que. f es continua si
lim f(z+h) = £(z)

para todo z para el cual estd definida la funcién.

Se sobreentiende que, al tomar el limite, sélo se consideran valores de h para
los cuales f(z + h) esta definida. Por ejemplo, si f estd definida en un intervalo

a<z<b
(suponiendo que a < b), entonces diriamos que f es continua en a si
ll_tg f(a+ k) = f(a).
A>O0

No podemos tomar h < 0, ya que la funcién no estaria definida para a + h si
h<O0.

En términos geométricos, una funcién es continua si no hay cortes en su
gréfica. Todas las funciones diferenciables son continuas. Ya habiamos observado
este hecho, pues si un cociente

f@+h) - f(z)
h
tiene un limite, entonces el numerador f(z + k) — f(z) debe tender a 0, puesto
que

lim f(z + h) = f(z) = Jim pfEh) - 1(=) +’2 = f(z)

=limhh’mw=0.

—0 h—0
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Las siguientes son graficas de funciones que no son continuas.
En la figura 1 tenemos la grafica de una funcién como‘ :
f(z)=-1 si z2<0,
f(z)=1 si z>0.

____1. -1
Figura 1

Vemos que
fla+h)=f(h)=1
para todo h > 0. Por lo tanto,
}g{% fla+h)=1,
lo que no es igual a f(0).

Un fenémeno similar ocurre en la figura 2, en donde hay cortes. (Ver el
ejemplo 6 del capitulo III, §2.)

LS

IX, §3. AREA

Sean a < b dos niimeros y sea f(z) una funcién definida en el intervalo a <z<
b. Este intervalo cerrado se denota por [a,}].

Deseamos hallar una funcién F(z) que sea diferenciable en este intervalo y
tal que
Fi(z) = f(2).

En esta seccién apelamos a nuestra intuicién geométrica respecto al area.
Suponemos que f(z) > 0 para todo z en el intervalo. Sea:

F(z) = medida numérica del 4rea bajo la grafica de f entre a yz.
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La figura siguiente ilustra esto.

a T b

Tenemos entonces que F(a) = 0. El drea entre a y a es 0.
Teorema 3.1. La funcién F(z) es diferenciable, y su derivada es f(z).

Demostracién. Dado que definimos geométricamente a F', tendremos que
argumentar geométricamente. :
Tenemos que considerar el cociente de Newton
F(z+h) - F(z)
—_—
Supongamos primero que z no es igual al punto extremo b, y supongamos

ademds que consideramos solamente valores de h > 0.
Entonces, F(z + h) — F(z) es el drea entre z y z + h, lo cual, representado

en una figura, se veria asi.

£(s)

@

El srea sombreada representa F(z + h) — F(z).

Sea s un punto, en el intervalo cerrado [z,z + k], que es un méximo para
nuestra funcién f en ese pequeiio intervalo. Y sea ¢t un punto, en el mismo
intervalo cerrado, que es un minimo para f en ese intervalo. Asi,

1) < £ < £6)

para todo u que satisfaga
z<u<z+h

(Estamos forzados a usar otra letra, u, pues ya se usé = J) 3

El 4rea bajo la curva entre z y z + h es mayor que el drea del pequefio
rectangulo de la figura anterior, i.e. el rectangulo que tiene base h y altura
7). ,

El 4rea bajo la curva entre z y z + h es menor que el drea del rectingulo
grande, i.e. el rectangulo que tiene base h y altura f(s).
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Esto nos da
h-£(t) < F(z +h) - F(z) < h- £(s).
Dividiendo entre el niimero positivo h se tiene

sy < TEFN=FE) g,

Como s y t estan entre £ y =+ h, cuando h tiende a 0 tanto f(s) como f(t)
tienden a f(z). Por lo tanto, el cociente de Newton para F' estd comprimido
entre dos niimeros que tienden a f(z), de modo que también debe tender a f(z),
y hemos probado el teorema 3.1 cuando kA > 0.

La demostracién es esencialmente la misma que aquella que usamos para
obtener la derivada de logz. La iinica diferencia en este caso es que escogimos un
méximo y un minimo sin poder dar un valor explicito para ellos, como lo hicimos
para la funcién 1/z. Aparte de esto, no hay diferencia en los argumentos.

Si z = b, vemos valores negativos para h. El argumento en ese caso es
completamente andlogo al que escribimos en detalle, y de nuevo hallamos que el
cociente de Newton de F estd comprimido entre f(s) y f(t). Lo dejamos como
ejercicio.

Sabemos ahora que si F(z) denota el drea bajo la grifica de f entre a y z,

entonces

F'(z) = f(2).
Podemos calcular el drea en la practica mediante la propiedad que aparece en el
cuadro de la pigina siguiente.

Sea G cualquier funcion en el intervalo a < z < b tal que
G'(z) = f(=).
Entonces el drea bajo la grifica de f entre z =a y z = b es igual a

G(b) — G(a).

Demostracién. Como F'(z) = G'(x) para todo z, las dos funciones, F y G,
tienen la misma derivada en el intervalo. Por lo tanto, existe una constante C
tal que

F(z) =G(z)+C paratodo z.
Sea z = a. Obtenemos
0= F(a) = G(a)+ C.
Esto muestra que C' = —G(a). Por lo tanto, al hacer z = b se tiene
F(b) = G(b) — G(a).
Asi, el 4rea bajo la curva entre a y b es G(b) — G(a). En la prictica es muy 1til
saber esto pues usualmente podemos adivinar la funcién G.
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Ejemplo 1. Hallar el area bajo la curva y=z? entre z=1y z = 2.

Sea f(z) = z%. Si G(z) = z3/3, entonces G'(z) = f(z). Por lo tanto, el
area bajo la curva entre 1 y 2 es

2 13 7
G(2)—G(l)=?—?=§.

Ejemplo 2. Hallar el drea bajo un arco de la funcion sen z.
Tenemos que hallar el drea bajo la curva entre 0 y . Sea
G(z) = —cosz.
Entonces G’'(z) = sen z, por lo que el drea es
G(7) — G(0) = —cos 7 — (— cos 0)
= —(—1) +1
=2.

Nétese lo asombroso que es esto. El arco de la curva seno que va de 0 a 7 parece
una curva muy irracional y, sin embargo, jel drea resulta ser el entero 2!.

IX, §3. EJERCICIOS

Hallar el 4rea bajo las curvas dadas entre las cotas dadas.
l.y=zentrez=1y z=5.

2. y=zentrez=0y z=2.

3. y=cosz, un arco.

4. y=1/z entrez=1y z=2.

5. y=1/z entrez =1y z=3.

6. y=z*entreg=—-1yz=1.

7. y=e¢“ entrez=0y z=1.

v IX, §4. SUMAS SUPERIORES E INFERIORES

Para mostrar -~ existencia de la integral, usamos la idea de aproximar las curvas
por medio de funciones constantes.
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Ejemplo. Consideren la funcién f(z) = z2. Suponiendo que queremos ha-
llar el drea entre su grificay el eje z,de 2 =0 a z = 1, se corta el intervalo
[0,1] en intervalos pequefios y se aproxima la funcién por medio de funciones
constantes, como se muestra en la figura siguiente.

Grificade y = x*

O Olp

R
Hemos usado tres intervalos, de longitud 1/3, y en cada uno de éstos tomamos

la funcién constante cuyo valor s el cuadrado del extremo derecho del intervalo.
Estos valores son, respectivamente, '

f/3)=1/9,  f(2/3)=4/9, f(1)=1
Asi obtenemos tres rectangulos, situados sobre la curva y = z%. Cada rectangulo
tiene base de longitud 1/3. La suma de las 4reas de estos rectangulos es igual a
f+irn=4.
También pudimos haber tomado estos rectangulos debajo de la curva si hubié-

ramos usado los valores de f en los extremos izquierdos de los intervalos. La
ilustracién es como sigue:

Graficade y = x?

¥ 3 1

Las alturas de los tres rectangulos obtenidos asi son, respectivamente,
fO =0, f1/3)=1/9,  f(2/3)=4/9.
La suma de sus éreas es igual a
s0+5+3) =73
De este modo, sabemos que el drea bajolacurva y=z2 entre z=0y z = 1
estd entre 5/27 y 14/27. Esta no es una muy buena aproximacién a esta irea,
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pero podemos obtener una mejor si usamos intervalos mas pequefios, digamos
de longitudes 1/4, 1/5 o 1/6, o, en general, 1/n. Escribamos la aproximacién
con intervalos de longitud 1/n; los extremos de los intervalos serdn entonces

123 n—-1n

'n’n’n’7 o n
Si aproximamos la curva anterior, obtendremos rectangulos de alturas iguales a

(1 1 2\ _ 2 ny _ n?
f(;;) =5 f(;) =13 f(;;) =
respectivamente. El término general para la altura de dicho rectangulo es

k k2
f(;) =-3 para k=1,2,...,n.

En la figura siguiente dibujamos estos rectangulos.

S
B3N]
NEE Y
EIES
33

Vemos en la figura que la aproximacién a la curva ya estd mucho mejor. El drea
de cada rectangulo es igual a
1 k2
n n?’
puesto que es igual a la base por la altura. La suma de estas areas es igual a

k=1,...,n,

1 ¢ 1
n_32k2=§(1+22+32+“.+n2)'
k=1

Dicha suma se llama suma superior porque se toma el maximo de la funcién
-1

. k k .
22 sobre cada intervalo [ ,—|. Cuando tomamos n cada vez mas grande,
n

es plausible que dichas sumas aproximen al drea bajo la grafica de z? entre 0 y
1. En todo caso, esta suma superior es mayor que el area.

Escribiremos ahora en general las sumas que aproximan el drea bajo una
curva. Nétese que podemos tomar rectdngulos que estén sobre la curva o bajo
la curva, dando lugar asf a sumas superiores y a sumas inferiores.

Sean a y b dos niimeros, con @ < b. Sea f una funcién continua en el
intervalo a <z <b.
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Definicién. Una particién del intervalo [a, ] es una sucesién de mimeros
a=zp<z;<23<...<z,=b, (tambiéhsewcribe {a==g,...,2n =b})
entre a y b, tal que z; < zi4+1 (i =0, 1,..., n — 1). Por ejemplo, podriamos

tomar s6lo dos nimeros,
To=a y z;=b.

A ésta se le llamara particién trivial.
Una particién divide nuestro intervalo en una multitud de pequeiios intervalos

[xi, $i+1] .

i I 4 n e
T

z) Tg T3 -+ ZTn-1 Tn=b

i<}
I
&

Dado cualquier nimero entre a y b, ademds de zo,...,z,, podemos agregarlo
a la particién para obtener una nueva particién que tenga un intervalo mas

. pequefio. Si agregamos suficientes niimeros intermedios, la particién se podra
- hacer arbitrariamente pequefia.

Sea f una funcién definida en el intervalo
a<z<b
y continua. Si ¢; es un punto entre z; y z;41, entonces formamos la suma

feo)(z1 — o) + fler)(x2 — z1) + -+ + fen=1)(Zn — Tn-1).

Dicha suma se llamard suma de Riemann. Cada valor f(c;) se puede ver como
la altura de un rectdngulo, y cada (z;+1 — z;) se puede ver como la longitud de
la base.

Sea s; un punto entre z; y zi4+; tal que f tenga un maximo en este pequefio
intervalo [2;, z;41] en s;. En otras palabras,

f(@) < f(si) para =z <z < wiga.

Entonces los rectangulos se ven como los de la siguiente figura, en donde sucede
que sg es igual a z;, s; = §; segun se muestra, s; = 3, S3 = T4, 54 = S4
segin se muestra.

To Ty 8 T2 T3 T4 84 Ts

La idea principal que vamos a desarrollar es que, conforme vamos haciendo
cada vez mas pequefios los intervalos de nuestras particiones, la suma de las dreas
de los rectangulos tenderd a un limite, y este limite se puede usar para definir el
area bajo la curva.
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Si P es la particién dada por los nimeros
o<z Sx2< - < T,y
entonces la suma
f(s0)(z1 —z0) + f(s1)(z2 — 1) + -+ + f(8n-1)(Tn — Tn-1)
se llamard suma superior, asociada con la funcién f y la particién P del
intervalo [a,b]. La denotaremos por los simbolos
UXP,f) o,simplemente, U(P,f).

Observen, sin embargo, que cuando f(z) se vuelve negativo, el valor f(s;)
puede ser negativo. Asi, el rectdngulo correspondiente da una contribucién ne-
gativa

F(si)(@ig1 — i)
a la suma. Ademads, es aburrido escribir la suma repitiendo cada término, de
modo que usaremos la abreviacién

n-1
D f(si) (i1 — i)
i=0
para referirnos a la suma de los términos f(s;)(z;41 — %;) cuando ¢ varia de 0
a n—1. Asi tenemos:
Definicidn. La suma superior de f respecto a la particién es

n-1
U:(P, f) = Ef(si)(-""i+l —-’l?s'),

i=0

donde f(s;) es el maximo de f en el intervalo [z;, z;41]. Nétese que los indices

i vande 0 a n— 1. Asi, la suma se toma para i =0,...,n— 1.

Por definicion tenemos que

; max ]f = f(si) = méximo de f en el intervalo z; <z < zi41.
T, Ti41
Entonces la suma podria escribirse también con la notacién

U:(P’f) = nil ( max f) (zig1 — 2i).
le ,

izo i Tig1]

En lugar de tomar un méximo s; en el intervalo [z;,z;41], pudimos haber tomado
un minimo. Sea ¢; un punto en este intervalo, tal que
f(t) < f(z) para z; <z <zig
Llamamos a la suma
F(to)(z1—z0) + f(t1) (22 — z1) + - + f(tn-1)(%n — Tn-1)
suma inferior asociada con la funcién f y la particién P del intervalo [a,?].
La suma inferior se denotara por
LY(P,f) o,simplemente, L(P,f).
Asi tenemos la
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Definicién. La suma inferior de f respecto a la particién es la suma

LY = Y ft) @er - 22,

i=0

donde f(t;) es el minimo de f en el intervalo [z;, z;41].

En la figura siguiente hemos dibujado un término tipico de la suma.

NS

£ St t Ti+1

Podemos reescribir esta suma inferior usando una notacién semejante a la usada
en la suma superior. A saber, hacemos

[ min | f = minimo de f en el intervalo [z;, z;41]
Zi ) Tig1
= f(t.').

Entonces

L?.(P,f)=”i( min 1) (sis1 - 20).
|

io [zi,®i41

Para todos los niimeros z en el intervalo [z;,z;y1] tenemos

f(&:) < f(=z) < f(si).

Como z;41 — z; es > 0, se sigue que cada término de la suma inferior es menor
o igual que cada término de la suma superior. Entonces

Lo(P, f) S U(P, f).

Més aiin, cualquier suma de Riemann tomada con puntos ¢; (que no necesaria-
mente sean mdximos o minimos) esta entre la suma inferior y la suma superior.

Ejemplo. Sea f(z) = 22 y sea el intervalo [0, 1]. Escribir las sumas superior
e inferior para la particién formada por {0, %, 1}.

El minimo de la funcién en el intervalo [0, %] esta en 0,y f(0) = 0. El
minimo de la funcién en el intervalo [},1] estaen 1,y f(1) = 1. Por lo tanto,

. . 2?
la suma inferior es

LY(PN=FO)E-0+fha-4)=1.1=1
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<

It

=
1S}

figura para la suma inferior figura para la suma superior

El méximo de la funcién en el intervalo [0,1] esta en § y el méximo de la

funcién en el intervalo [1,1] esté en 1. Asi, la suma superior es
1_5
BPH=FEG-0+fMA-H)=3+3=%
Hemos dado un valor numérico para las sumas superior e inferior. A menos que

queramos compararlas explicitamente, podemos dejar la respuesta en la forma
que esta en el lado izquierdo de estas igualdades.

Ejemplo. Escribiremos ahora las sumas inferiores en otro caso particular,
cuando la funcién es positiva y negativa en el intervalo. .
Sea f(z) = senz, sea el intervalo [0,27], y sea la particién

{o,z,r 3 gn o or 7x 51
P= 1Z)Ty4a4:4a4)414 .

Tlustramos esto en la figura siguiente.

6n |In T

»[ 8

0n27z3n4_1r
4 4 4 4

Cada pequeiio intervalo de la particién tiene longitud 7/4. Escribamos la suma
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inferior:
T T\ T x\ m T
U =0f+ (sen]) T+ (sn ) T o]
+(sen )T i (sen ) T4 (6a8™) T4 (sen 17\ T
) a ") )T\ 1 7\*" 7)1
1 1z 1l = =« 1=

'ﬁ4+ﬁ4 V24 4 4 24
Observen que el primer término de la suma inferior es 0 porque el minimo de la
funcién sen z en el intervalo [0,7/4] es igual a 0. De manera anéloga, el cuarto
término también es 0, de modo que lo podemos omitir, pues 0 + A = A para
todos los niimeros A.
Observen ademds que:

minimo de sen z en el intervalo [57/4, 67/4] = sen 67/4
= -1

Con nimeros negativos tenemos, por ejemplo,

1
—1 =senbr/4 < ~ 7 = sen 57/4.
Asi, la suma inferior L(P, f) contiene términos positivos y términos negativos.
Los términos negativos representan menos (—) el area de ciertos rectangulos, -
como se muestra en la figura.

&Qué sucede con nuestras sumas cuando agregamos un nuevo punto a la
particién? Veremos que la suma inferior crece y la suma superior decrece.

\/.\U(ﬂ%’— Teorema 4.1. Sea f una funcion continua en el intervalo [a,b]. Sea

P= (zo,...,a:,.)
una particién de [a,b]. Sea T cualquier niimero en el intervalo y sea Q la
particion obtenida de P al agregar T a (zo,...,z,). Entonces,

Ly(P, f) S LX(Q, ) S UXQ, F) < UX(P, f).

Demostracion. Veamos, por ejemplo, las sumas inferiores. Supongamos que
el niimero T esté entre z; y Tjp1:
Tj <zT S Tjt1-
La suma inferior que formemos para P sera igual que la suma inferior para Q,
excepto que el término
f)(xjvr — =5)
se reemplazara ahora por dos términos. Si u es un minimo para f en el intervalo

entre 2; y Z,y v es un minimo para f en el intervalo entre T y z;4,, entonces
estos dos términos son

F(u)(@ - z5) + f(v)(zj41 — 7).
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Podemos escribir f(¢;)(zj+1 — z;) en la forma
F(t5) (=41 — 25) = F(;)(F — z5) + f(E)(z541 = F)-
Como f(t;) < f(u) y f(t;) < f(v) (pues t; era un minimo en todo el intervalo
entre z; y zj+1), se sigue que
F(t)(=j41 — 25) < f(u)(Z - z;) + f(v)(zj41 — F)-
Asi pues, cuando reemplazamos el término en la suma para P por los dos
términos en la suma para Q, el valor de la contribucién de estos dos términos
crece. Como todos los otros términos son iguales, queda probada nuestra afir-
macién.
La afirmacién respecto al hecho de que la suma superior decrece se deja como

ejercicio. La demostracién es muy parecida.
Como consecuencia de nuestro teorema, obtenemos:

Corolario 4.2. Toda suma inferior es menor o igual que toda suma superior.

Demostracion. Sean P y Q dos particiones. Si agregamos a P todos los
puntos de Q y agregamos a Q todos los puntos de P, obtenemos una particién
R tal que todo punto de P es un punto de R y todo punto de Q es un punto de
R. Asi, R se obtuvo agregando puntos a P y a Q. En consecuencia, tenemos
las desigualdades ‘

LY(P, f) < LY(R, ) S UN(R,f) S Us(Q. f)-
Esto prueba nuestra afirmacion.

Ahora resulta natural preguntarnos si existe un niimero tnico entre las
sumas inferiores y las sumas superiores. La respuesta es si.

Teorema 4.3. Sea f una funcién continua en [a,b]. Existe un mimero
dnico que es mayor o igual que toda suma inferior y es menor o igual que
toda suma superior. '

Definicién. La integral definida de f entre a y b

/b

a

es el tinico niimero que es mayor o igual que toda suma inferior y menor o igual
que toda suma superior.

Usaremos una notacién como

/;b f(z)dz o | j;b f(t)dt.
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No importa cuél sea la letra que usemos, pero deberd ser la misma en ambos
casos, i.e. en f(z)dz, f(t)dt o f(u)du, etc.

No daremos los detalles de la demostracidn del teorema 4.3, la cual es tediosa.
La técnica involucrada no se usard en ningin otro lugar en el curso.

Hay otra afirmacién cuyo conocimiento resulta revelador. Sea P una par-
ticidn,

o<z < < 2.

La méxima longitud de los intervalos [z;, z;41] se llama tamaifio de la particién.
Por ejemplo, si cortamos el intervalo [0, 1] en n intervalos pequefios de la misma
longitud 1/n, entonces el tamaiio de esta particién es 1/n.

Teorema 4.4. Sea f una funcién continua en [a,b]. Entonces las sumas
inferiores L% (P, f) y las sumas superiores Ul(P, f) se acercan arbitrariamen-

te a la integral
b
Fr

si el tamaiio de la particion P es suficientemente pequeio.

De nuevo, no probaremos este teorema, pero dice, intuitivamente, que las sumas
superior e inferior son buenas aproximaciones a la integral cuando el tamaiio de
la particidn es suficientemente pequerfio.

Ejemplo. Damos un ejemplo fisico que ilustra la aplicacién de las sumas
superior e inferior, relacionando la densidad con la masa.

Considerar un intervalo [a,b] con 0 < a < b. Imaginemos este intervalo como
una varilla, y sea f una funcién continua positiva definida en este intervalo. In-
terpretamos f como una densidad en la varilla, de modo que f(z) es la densidad
en z.

Dado

a<c<d<y,
denotamos por MZ(f) la masa de la varilla entre ¢ y d, correspondiente a la
densidad dada f. Deseamos determinar un concepto matemitico para repre-
sentar M3(f). Si f es una densidad constante, con valor constante K > 0 en
[c,d], entonces la masa MJ(f) debera ser K(d —c). Por otro lado, si g es otra

densidad tal que

f(z) < 9(=),
entonces ciertamente deberemos tener M3(f) < MZ(g). En particular, si k y
K son constantes > 0 tales que

k<fz)<K
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para z en el intervalo [e, d], entonces la masa debera satisfacer
Hd - &) < M3(f) < K(d= o).

Finalmente, la masa deberé ser aditiva, esto es, la masa de dos piezas ajenas
debera ser la suma de la masa de las piezas. En particular,

ME(f) + M2(f) = ME(f).

Veremos ahora que la masa de la varilla esta dada por la integral de la densidad,
esto es

b
M= [ 1@

Sea P una particién del intervalo [a,b]:
a=z9< 71 5z2§-~-_<_:c,,=b.

Sea f(t;) el minimo para f en el pequefio intervalo [zi,zis1], ¥ sea f(si) el
méaximo para f en ese mismo intervalo pequeiio. Entonces la masa de cada
pieza de la varilla entre z; y Zit1 satisface la desigualdad

Ft:) (@ipr — 2i) < MEH(F) < f(s:)(@igr — &3)-

Sumando esto, hallamos que

n-1 n-1

3 ft)(@igr — 2:) < M) <Y f(si)(@ivr — i)

i=0 =0
Las expresiones a la izquierda y a la derecha son las sumas infer‘ior y superior
para la integral, respectivamente. Como la integral es el tinico mimero entre la
suma inferior y la suma superior, se sigue que

b
Mm=/ﬂnm

como queriamos mostrar.

IX, §4. EJERCICIOS

Escribir las sumas inferior y superior para las funciones e intervalos siguientes. Usar
una particién tal que la longitud de cada intervalo pequefio sea (a) %, (b) 1@ 1,
@ 1.

1. f(z) = 2 en'el intervalo [1,2].

2. f(z) = 1/z en el intervalo [1,3].

3. f(z) =z en el intervalo [0,2].

4. f(z) =2 en el intervalo [0,2].
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5. Sea f(z) = 1/z y sea el intervalo [1,2]. Sea n un entero positivo. Escribir la
suma superior y la inferior usando la particién tal que la longitud de cada intervalo
pequeiio sea 1/n.

6. Usando la definicién de integral definida, probar que

1 1
n+l+

1 1 1 1
—_— e —— < < ... .
n+2+ +n+n'1052—n+n+1+ +2n-l

7. Sea f(z) =logz. Sea n un entero positivo. Escribir las sumas superior e inferior
usando la particién del intervalo entre 1 y n formada por los enteros del 1 al n,
i.e. la particién (1,2,...,n).

IX, §5. EL TEOREMA FUNDAMENTAL

La integral satisface dos propiedades basicas que son muy parecidas a las que
satisface el drea. Enunciémoslas explicitamente.

Propiedad 1. Si M y m son dos nimeros tales que
m< fzy< M

para todo z en el intervalo [b,c], entonces

m(c—b)s/:fsM(c—b).

Propiedad 2. Tenemos
b ¢ c
/ f+ / f= / f
a b a

No daremos los detalles de las demostraciones de estas propiedades, pero haremos
algunos comentarios que seguramente las aclararan.

Para la propiedad 1, supongamos que queremos verificar la desigualdad del
lado izquierdo. Podemos tomar la particién trivial del intervalo [b,c] formada
precisamente por este intervalo. Entonces una suma infericr es ciertamente >
m(c — b). Como las sumas inferiores crecen cuando se toma una particién més
fina, y como las sumas inferiores son a lo mds iguales a la integral, vemos que la
desigualdad de la izquierda '

mie-ns [ 1

es verdadera. La desigualdad del lado derecho de la propiedad 1 sé prueba de la
misma manera. '

Para la propiedad 2, supongan que a < b < ¢. Sea P una particién de
tamafo suficientemente pequefio, tal que la suma inferior L;(P, f) aproxime
muy de cerca la integral f: f. Es posible que el punto b no esté en esta particion.
Podemos tomar una particién mas fina insertando este punto b, segiin se muestra

en la figura. :
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Entonces P, junto con b, forma particiones P’ y P” de los intervalos [a,b] y
[b,c]. Si P tiene tamafio suficientemente pequefio, entonces P’ y P" tienen
tamaifio pequefio, y las sumas inferiores

Ly(P.f) vy  LyP".f)

dan buenas aproximaciones a las integrales

b ¢
[y [r
a b
respectivamente. Pero tenemos
Ly (P, P", f) = Ly(P', ) + L§(P", f).

Como LS(P’,P”, f) es una aproximacién de la integral

[f,

se puede ver, pasando al limite, que

[1=[r+]s

La propiedad 2 se formul para a < b < c¢. Queremos ahora formularla cuando
a, b y c se toman en cualquier orden. Para ello, suponemos que a y b son
numeros en un intervalo donde f es continua, y b < a. Definimos

/a-bfz_/baﬁ

Entonces tenemos la Propiedad 2 en general:

Sean @, b y c tres niimeros en un intervalo donde f sea continua. Entonces

R )
[r=]1+]

Demostracién. Tenemos que distinguir cada caso. Supongamos por ejem-
plo que b < a < c. Entonces, por la propiedad original, para esta ordenacién

obtenemos
¢ a c b c
/ =/ +/ -_——/ +/ por definicién.
b b a a a

Sumando [ : en ambos lados se prueba la relacién deseada. Todos los otros casos
se pueden probar de manera analoga.

o
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Teorema 5.1. Sea f continua en un intervalo [a,b]. Sea

Fg) = [f.

Entonces F es diferenciable y su derivada es

F'(z) = f(z).

Demostracién. Tenemos que formar el cociente de Newton

Fesh=re 1 (1" 1)

y ver si tiende a un limite cuando h — 0. (Si £ = a, entonces se sobreentiende
que h > 0,y si ¢ =b, entonces h < 0. Si a < z < b, entonces h puede ser
positivo o negativo. La demostracién muestra entonces que f es diferenciable
por la derecha en a y diferenciable por la izquierda en b).

Supongan por el momento que h > 0. Por la propiedad 2, aplicada a los
nimeros a, £ y z + h, concluimos que el cociente de Newton es igual a

%(/:f+/:+hf—/:f)=% :+hf'

Esto reduce nuestra investigacion del cociente de Newton al intervalo entre z y
z+h. :

Sea s un punto entre z y z+h tal que f alcance un mdximo en este pequefio
intervalo [z,z+h] y sea t un punto en este intervalo tal que f alcance un minimo.
Sea

m=f(t) y M=f(s)
¥, aplicando la propiedad 1 al intervalo [z,z + h], se obtiene

) +h-2< [ F<Is)e+h-2),

T
que podemos reescribir como

z+h
o< [ 15 b
T
Al dividir entre el nimero positivo h se preservan las desigualcades y se obtiene

z+h
s < L < 1s).

Como s y ¢ estan entre z y z + h, debemos tener (per continuidad)
limf(s)=f(z) y  lim ) = f(a).

Asi, nuestro cociente de Newton estd comprimido entre dos niimeros que tienden
a f(z) y, por lo tanto, debe tender a f(z), y el teorema queda probado para
h>0.

El argumento para cuando h < 0 es completamente anélogo, y lo omitimos.

.
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" IX, §5. EJERCICIOS

1. Usando el teorema 5.1, probar que si f es continua en un intervalo abierto que

contenga a 0, entonces

.1
’ lln%i/o f=£(0).

[Idea: ;Se puede interpretar el lado izquierdo como el limite de un cociente de
Newton?]

2. Sea f continua en el intervalo [4,b]. Probar que existe algfin nimero c en el
intervalo tal que

b
(b= a) = / f(t)dt.

[Idea: Aplicar el teorema del valor medio a f: f(t)dt = F(z).]

CAPITULO X

Propiedades de la integral

Este es un capitulo corto. Muestra c6mo se combina la integral con la suma y las
desigualdades. No hay una buena férmula para la integral de un producto. Lo
mas cercano es la integracién por partes, pero la postergamos para el capitulo
siguiente.

Conectar la integral con la derivada es lo que nos permite calcular integrales.
El hecho de que dos funciones que tienen la misma derivada difieran en una
constante, se explota a fondo una vez mas.

X, §1. OTRAS CONEXIONES CON LA DERIVADA

Sea f una funcién continua en algin intervalo. Sean a y b dos puntos del
intervalo tales que @ < b, y sea F' una funcién diferenciable en el intervalo y
cuya derivada es f.

Por el teorema fundamental, las funciones

T
F@) v [ 1
a
tienen la misma derivada. Por lo tanto, existe una constante C tal que

T
/ f=F(z)+ C para todo z en el intervalo.
a
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;Cudl es esta constante? Si hacemos z = a, obtenemos
0=/:f=F(a)+C,
de donde C = —F(a). Tenemos también que
/.. 'f=F@)+C.

De esto obtenemos: Si dF/dz = f(z), entonces

b
/.. f = F(b) - F(a).

Esto es sumamente iitil en la practica, pues por lo general podemos adivinar
la funcién F y, una vez adivinada, podemos calcular la integral mediante esta
relacién.

Mais ailn, también es practico usar la notacién

b
F(z)| = F(b) - F(a).

Observacién. El argumento que dimos para calcular C' muestra que el valor
F(b) — F(a) no depende de la seleccién de la funcién F tal que F'(z) = f(z).
Pero quizd se quiera ver esto de otra manera. Supongan que también G'(z) =
f(z) para todo z en el intervalo. Entonces existe una constante C' tal que

G(z) = F(z)+ C para todo z en el intervalo.

Entonces -
G(b) - G(a) = F(b) + C - [F(a) + C]
= F(b)— F(a) porque C se cancela.

Finalmente, a la integral indefinida como

1
/sena:d:c o /I-{-_zidz

la llamaremos simplemente integral, pues el contexto aclarara su significado.
Cuando tratamos con una integral definida

’

a veces llamamos a los nimeros a y b limite inferior y limite superior,
respectivamente.
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Ejemplo. Queremos hallar la integral

X
/ sen z dzr.
(i

Aqui tenemos f(z) = senz, y la integral indefinida es

/senzdz = F(z) = —cosz.

Por lo tanto,
s

= —cosw — (—cos0) = 2.
0

Ejemplo. Supongan que se quiere hallar

3
/ z2dz.
1

Sea F(z) = z3/3. Entonces F'(z) = z2. Por lo tanto,
3 33
/ a2 12
1 3

_2T_1_26
., 3 37 3°
Ejemplo. Hallemos
1 R
1
/0 1322 dzr.

Como darctan z/dz = 1/1 + 22, tenemos la integral indefinida

S
l+:c'~' T = arctanz.

n
/ senz dr = — cosz
o

Por consiguiente,
1

LS |
/ ———dzr = arctanz
o 1+22

= arctan 1 — arctan 0

0

=r/4.
Ejemplo. Probar la desigualdad
l+l+...+l<]ogn.
2 3 n =

Para hacerlo tratamos de identificar el lado izquierdo con una suma inferior yel
lado derecho con una integral correspondiente. Tenemos la integral indefinida

logz=/-i-dz.
Sea f(z) =1/z.

Sea [a,}] el intervalo [1,n], esto es, todo 2 con 1< z < n.



282 PROPIEDADES DE LA INTEGRAL [X, §1]

Sea la particién P = {1,2,...,n} formada de los enteros positivos de 1 a n.

y=1/x
i}____;\
f  — PN T
1 2 3 4 ... n—1 n
Ent
ntonces L(Pf)_l_'__l__l_.,.*.l
T2 3 n

pues la longitud de la base de cada rectangulo es igual a 1. El valor de la integral
n
= logn — log1 = log n.

es
"1
/ ~dz =logz
1 Z 1

Asi obtenemos la desigualdad deseada porque una suma inferior es < que la

integral.
Al trabajar o probar desigualdades analogas, se debe dar:

La funcién f(z);
El intervalo [a,b] y el valor de la integral definida

/: f(z)dz;

La particién P del intervalo [a,b].
Se deber4 entonces identificar la suma con una suma inferior (o suma superior,
como puede ser el caso) con respecto a los datos anteriores, obteniéndose asf una
comparacién con la integral del tipo deseado.

Ejemplo. Por un método anélogo se puede dar una desigualdad que tenga
considerable interés practico. Denotemos por n! el producto de los primeros n

enteros. Asi,

nl=1.-2-3.--n.
Tenemos los primeros:

=1,

20=1-2=2,

31=1-2-3=6,

41=1.2-3-4=24,
51=24.5=120.

TTTTTTT—
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El ejercicio 10 mostrard cémo probar la desigualdad

(n-1)!<n"e"e < n!

Es divert'idt? l}acerlo, de modo que no lo haremos aqui en el texto.

E.l i)nnc;plo d(i estos ejemplos se aplica para comparar sumas de funciones
con integrales, y las funciones pueden ser decrecientes j
fon nieg ; como, por ejemplo, lag
: 1 1

z’ zl /2’ F: etc.,
o pueden ser crecientes, como las funciones
z, z?, z, z1/3,

Las gra’,ﬁca}s‘se pueden ver asi, digamos sobre el intervalo [1,n], donde n es un
entero positivo, y la particién

P={1,...,n}
esta formada de los enteros positivos del 1 al n.

'

Yy = fz) y = f(z)
1 2 3..n-1n 1 2 3...n—1n
Funcién creciente Funcién decreciente

En dicho caso, la base de cada rectan i i
: gulo tiene longitud 1. Por lo tant
nemos las desigualdades, para f creciente: © tanto, obte-

FO+IO) ++ fn=1) < [ f)de < 10) 4+ 500,

y para f decreciente:

f(2)+f(3)+.-.+f<n)s/l"f(z)dzsf(1)+--~+f(n—1)-

X, §1. EJERCICIOS

Hallar las integrales siguientes:
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1.

3.

5.

10.

2 1
/ % dz 2. / P dg
1 -1
n n
/ sen z dz 4. / cosz dz
- ]

Probar la desigualdades siguientes:
(@) 43+ F+oSlgn<i+i+i+ -+l
(b) ;‘,—,+34‘,—,+~~+(—n)1,7,-52(\/;-1)

© 2Ava-D<S1+5n+5m++ ooy

. Probar las desigualdades siguientes:

(@ P44 +(n-1P<2<1?+2+4...4n?
b) P4+2 4+ +n-1P <L <13+ 4. 40
() 42 4o p(n—1)1* < én"’/’ <1Vt

Dar desigualdades andlogas a las del ejercicio 6, para las sumas:

@ TiE O TSR O TP @ Shaw

. Probar las desigualdades

n 2 n—-1 2
1 t o sTiy ot
n_ln.2+la:2 4-nkon2+k2

2

S m 1
Idea : Escribir Wtk 14k me

] (Cudl es el intervalo? ;Cuél es la par-
ticién?
Probar la desigualdad

1 i 2 2 - 2

_[(_) F(3) e (222 ] <L

n|\n n n 3

Para este ejercicio, verificar primero que, si hacemos

F(z) =zlogz — 1z,

/ log z dz.
1

(b) Comparar esta integral con las sumas superior e inferior asociadas con la par-
ticién P = {1,2,...,n} del intervalo [1,n].
(c) En la parte (b) habrin encontrado ciertas desigualdades de la forma

A<B<C.

entonces F'(z) =logz.
(a) Evaluar la integral

Usando el hecho de que
et <P < e,

[X, §2] SUMAS 285

probar la desigualdad siguiente:

(n—-1)!<n""e < nl

Aqui denotamos por n! el producto de los n primeros enteros.

X, §2. SUMAS

Sean f(z) y g(z) dos funciones definidas sobre algiin intervalo, y sean F(z) y
G(z) integrales (indefinidas) para f y g, respectivamente. Esto significa que
F'(z) = f(z) y G'(z) = g(z). Como la derivada de una suma es la suma de las
derivadas, vemos que F' + G es una integral para f + g; en otras palabras,

(F +G)(z) = F'(z) + G'(a),

y entonces

/[f(z)+g(:c)] dz = /f(z)d:v+/g(:c) dz.

De manera analoga, sea ¢ un nimero. La derivada de c¢F(z) es cf(z). Por lo
tanto, :

/cf(:c)d:c: c/f(:c)d:c.

Una constante se puede meter y sacar de una integral.

Ejemplo. Hallar la integral de sen z + 3z4.

Tenemos
/(sen:c+ 3z*) dz = /sen:cd:c+ /3z4dz
= —cosz + 3z°/5.

Cualquier férmula que incluya a la integral indefinida produce una férmula
para la integral definida. Usando la misma notacién que antes, supongamos que
tenemos que hallar

b
/a [£(2) + ()] de.

Sabemos que es
b

[F(=) + G(=)]

lo cual es igual a ’
F(b) + G(b) — F(a) — G(a).
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Asi obtenemos la férmula

/;b[f(:c)+y(z)]dz=/abf(a:)dz+/:g(z)dz,

De manera aniloga, para cualquier constante c,

/ab cf(z)dz = c/alJ f(z)dz.

Ejemplo. Hallar la integral
L
/ [sen z + 3z*) dz.
0

Esta integral (definida) es igual a

n

= —cos7+ 37°/5 — (—cos 0 + 0)
0

=1437°/5+1
=2+37°/5.

En algunas aplicaciones es posible encontrar una clase de funciones ligera-
mente mds amplia que las funciones continuas. Sea f una funcién definida en
un intervalo [a,d]. Diremos que f es continua a trozos en [a,b] si existen
nimeros

—cosz + 3z°%/5

a=ay<a1<---<ap,=5b

y en cada intervalo [a;_;,a;] hay una funcién continua f; tal que f(z) = fi(z)
para a;_; < & < a;. Si asi sucede, definimos la integral de f de @ a b como la

suma
b ay az Qn
[r=[" 0+ [ vt [ 5o
a ao a Gn-1

Una funcidn continua a trozos se puede ver asi:

./_\' °

A

T T v T
a=ap ay az/aa=b

Ejemplo. Sea f la funcién definida en el intervalo [0,2] mediante las con-
diciones:

flz)=1 si 0<z<1,
f(z)=2 si l<z<2

(X, §2] SUMAS

La gréfica de f se ve asi:

Para hallar la integral de f entre 0 y 2, tenemos

2 1 2 22
/f:/a:d:c+/ 2dz = —
0 0 1 2

=}+0@-2=%

También podemos hallar

/ f(t)dt para 0<z<2
0

/:f(t)dtzfoztdt=x—22-.

[ rwa= [ soa+ [ rwa

1 € 1
_§+/; dt—§+2:c—2.

2
+ 2z

1
0

1

Sio<z<1:

Sil<z<2:

Ejemplo. Sea f(z) definida para 0 < < 7 por las férmulas:

f(z) =senz  si 0<z< /2,
f(z) = cosz si 7/2<z<m.

Entonces la integral de f de 0 a = esta dada por:

T /2 T
/f:/ sen:cd:c+/ cosz dz
0 0 x/2
2

x/ T
=0.
/2

= —CcosZ +senz

0

287
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La gréifica de f se ve asi:

La integral de una funcidn representa el area entre la grifica de la
funcion y el eje x sélo cuando la funcién es positiva. Si la funcidn es
negativa, entonces esta drea se representa por menos la integral.

Ejemplo. La funcién senz es negativa en el intervalo [r,2x]. El drea
entre la curva y =senz y el eje z sobre este intervalo estd dada por menos la
integral: ”r

27
—/ senzde = —(—cosz)] =2.
L

L4
El area entre la grafica de senz y el eje = entre 0 y 27 es igual al doble del
area de uno de sus lazos, y es entonces igual a 4. Por otro lado,

2%
=0.
0

27
/ senzdr = —cosz
0

Ejemplo. Hallar el drea entre la curva
y=f(z) =z(z—-1)(z - 2)

y el eje z.

X, §2] SUMAS 289

La curva se ve asi:

Hay dos porciones entre la curva y el eje z, correspondientes a los intervalos
[0,1] y [1,2]. Sin embargo, la funcién es negativa entre z = 1 y z = 2, de
manera que para hallar la suma de las dreas de las dos regiones hemos de tomar

el valor absoluto de la integral sobre la segunda. Por consiguiente, calculamos
estas areas separadamente.

Primero expandemos el producto dando f (z) y obtenemos
f(z) =2 - 322 + 22.

La primera integral es igual a

21
z z
=—-=3—+2—
f(z)dz 2 33 + 2|,
=i-1+1=}
La segunda integral es igual a
2 e 2
f(e)dz = = — 2% 4 22
1 4 1
6

Por lo tanto, el drea de las dos regiones es igual a

%+i=%.

Ejemplo. Hallar la integral

3T
/ |senz|dz.
0

Nétese que, debido al signo de valor absoluto, la gréfica de la funcién |sen z| se
ve como lo muestra la figura de la pagina siguiente.
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Grificade f(x) = |sen x]

Si sen z > 0 en un intervalo, entonces |senz| =senz.

Si sen z < 0 en un intervalo, entonces |sen z| = —senz.
Por lo tanto,
37 1 27 37
/ |senz|dz=/ sen:cdz—/ sen z dz + sen z dz
0 0 L4 2%

=2+2+2=6.

Advertencia. Es claro que el resultado es tres veces el drea bajo un arco de
la grafica, debido a las simetrias. Pero si se intenta usar simetrias en ese tipo de
integrales, hay que estar seguros de probar que son vélidas.

Ejemplo. Hallar el drea entre las curvas y = £ y y = senz para 0<z<
n/4.
Las graficas son como sigue.

Yy =sen'x

N aTt
EL

INEES

De las desigualdades probadas en el capitulo V, seccién §2, se sabe que senz < z
para 0 < z. El 4rea entre las dos curvas entre z =0y z = 7/4 es la diferencia
de las 4reas bajo la curva mds grande y la mds chica, esto es:

*[4 x/4 /4
/ (:c—senz)da::/ :cdz—/ sen z dz
] 0 0

/4 x/4

+ cosz

2

0 0
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J2 1

T 32 2
En gen'eral, si f(z) y g(z) son dos funciones continuas tales que f(z) > g(z)
en un intervalo [a,b], entonces el drea entre las dos curvas, de a a b, es

-1

b
/a (f(z) = 9(z)) dz.

X, §2. EJERCICIOS

Hallar las integrales siguientes:

1. /413 dz 2. /‘(31:4 — %) dz

3. /(2senz +3cosz)dz 4. /‘(3:52/3 + 5cosz)dz

2, 1 i
5. /(5e + ;) dz 6. / (senz + cosz)dzx

™

1 2 3
7. / 22% dz . / e®dz . 9. / 422 ds
-1 -1 -1

10. Hallar el 4rea entrelas curvas y = z y y = z° de 0 a su primer punto de interseccién
para z > 0.

o]

11. Hallar el drea entre las curvas y =z y y = z°.

12. Hallar el 4rea entre las curvas y =z? y y = z°.
13. Hallar el drea entre la curva y = (z —1)(z — 2)(z ~ 3) y el eje =. (Trazar la curva.)
14. Hallar el drea entre la curva y = (z + 1)(z — 1)(z +2) y el eje z.

15. Hallar el :-irea entre las curvas y = senz y y = cosz, el eje y y el primer punto
donde se intersecan esas curvas para > 0.
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En cada uno de los problemas siguientes, del 16 al 25:
(a) Trazar la grifica de la funcién f(z).
(b) Hallar la integral de la funcién sobre el intervalo dado.

16. En[-1,1], f(z) =z si —1 <z <0y f(z)=5si0<z<1.

17. En [-1,1], f(z) =22 si —1<z <0y f(z)=—-zsi0<z <1

18. En[-1,1], f(z) =z —-15si —1<z<0y f(z)=z+1si0<z <1
19. En [-m,x], f(z)=senz si —x <z <0y f(z)=zsi0<z <.

20. En [-m, 7], f(z)=|senz|. 21. En [-x,x], f(z)=|cosz|

22. En [-1,1], f(z)=|z|. 23. En [-7,x], f(z)=senz + |cosz|.
24. En [-m, 7], f(z) =2z —|z|. 25. En [~7, 7], f(z) =senz + |senz|.

L. 7
26. Hallar el valor de las integrales (a) f: |senz|dz, (b) j;”lcoszldz. (c) Para
cualquier entero positivo n, j;"r |senz|dz.

X, §3. DESIGUALDADES

Puede no leerse esta seccién hasta que se use para estimar términos residuo en
la formula de Taylor.

Teorema 3.1. Sean a y b dos nimeros, con a < b. Sean f y g dos
funciones continuas en el intervalo [a,b] y suponer que f(z) < g(z) para
todo z en el intervalo. Entonces

[ @i s [ e

Demostracién. Como g(z) — f(z) > 0, podemos usar la propiedad basica 1
del capitulo IX, seccién §5 (con m = Q) para concluir que

/ab(y—f)ZO-

/:(y—f)=/:9—/:f- ,

Transponiendo la segunda integral a la derecha de nuestra desigualdad obtene-

mos b b
/92/ f
a a

Pero

como se deseaba.

El teorema 3.1 se usarad principalmente cuando g(z) = |f(z)]. Como un
nimero negativo siempre es < que un nimero positivo, sabemos que
f@) <1f(@)

=f(=) < 1f(2)l-
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Teorema 3.2. Sean a y b dos niimeros, con a < b. Sea f una funcién
continua en el intervalo [a,b]. Entonces

b b
[ 1@< [ 1s@)ias.
a a
Demostracién. Simplemente hacemos 9(z) = |f(z)| en el teorema anterior.

Entonces
f(@) < |f(=)|
y también —f(z) < |f(z)|. El valor absoluto de la integral de la izquierda es

igual a )
b -
/f(a:)dz o —/ f(z)dz.

Podemos aplicar el teorema 3.1 yaseaa f(z) oa —f(z) para obtener el teorema
3.2.

Tenemos otra aplicacién del teorema 3.2.

Teorema 3.3. Sean a y b dos niimeros Y f una funcién continua en el
intervalo cerrado entre a y b. (No suponemos necesariamente que a <'b.)
Sea M un nimero tal que |f(2)| £ M para todo z en el intervalo. Entonces

/ab f(z)dz

Demostracién. Si a < b, podemos usar el teorema 3.2 para obtener

lbf(z)dm S/abMdz=Mlbdz=M(b—a).

Si b < a, entonces
b a
/ f = _/ f.
a b

Tomando valores absolutos obtenemos el estimado M (a—1b). Como
a—b=|b-aq|

en el caso b < a, hemos probado nuestro teorema.

< Mlb—a.

Teorema 3.4. Sea f una funcidn continua en el intervalo [a,b] con a < b.

Se supone que f(z) > 0 para todo z en este intervalo, y f(z) > 0 para algiin
z en este intervalo. Entonces

Abf(z)dz > 0.

Demostracion. Sea ¢ un nimero del intervalo tal que f(c) > 0, y suponer
por simplicidad que ¢ # b.
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La idea geométrica que sustenta la demostracion es bastante sencilla en tér-
minos de drea. Como se supone que la funcién f es > 0 donde sea,y > 0 en el
punto c, entonces es mayor que algin nimero positivo fijo [digamos que f(e)/2]
en algin intervalo cerca de c. Esto significa que podemos insertar un pequeiio
rectangulo de altura > 0 entre la curva y = f(z) y el eje z. Entonces el area
bajo la curva es al menos igual al drea de este rectingulo, que es > 0.

a

Esta “demostracién” se puede expresar en términos de propiedades formales de
la integral de la manera siguiente. Como f es continua, existe algdin nimero d
cerca de ¢ en el intervalo, con ¢ < d < b, tal que f(z) esta cerca de f(c) para
todo z que satisfaga

c<z<d
En particular, tenemos
0219, ecaca

Entonces

/abf(:c)d:tzjacf+/cdf+/:f
zfcdf(z)dzz/cdf%dx

f(9)
_>_—2—(d—c)>0.

Esto prueba nuestro teorema si ¢ # b. Si ¢ = b, tomamos d < c y procedemos
de la misma manera.

El teorema 3.4 no se usara en el resto de este libro excepto en un par de
ejercicios, pero es importante en aplicaciones subsecuentes.

X, §4. INTEGRALES IMPROPIAS

Ejemplo 1. Comenzamos con un ejemplo. Sea 0 < ¢ < 1. Veamos la

integral
2dz =
/c 2% log z

=logl—logc= —logec.

[
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La figura ilustra esta integral.

Graficade y =

B e

Tzl

Se ha sombread9 la parte del drea bajo la grafica que estd entre ¢ y 1. Vemos
que, cuando c tiende a 0, el area se vuelve arbitrariamente grande, pues

—loge — o0 cuando c— 0.

Ejemp'lo 2. Sin embargo, es asombroso que ocurra una situacién comple-
tamente diferente cuando consideramos el drea bajo la curva 1/y/z = z~1/2,
Tomamos z > 0, por supuesto. Sea 0 < ¢ < 1. Calculamos la integral:

/1 _1 dz = ! -1/2 !
T / d. 1/2
. zl/2 A z z=2

c
=2-2c/2
Entonces
cuando c—0, 212 ., 0
Y, por lo tanto,

1
/ z 24z 2 cuando ¢c—0.
c

.Podem.os ilustra‘r la grafica de 1/4/z en la figura siguiente. Noétese que, a
primera Vlsta.,' no difiere gran cosa del ejemplo anterior, pero el cdlculo del 4rea
muestra la existencia de una diferencia fundamental. »

Grificade y =

L
vz

z 1

Tanto en el ejemplo 1 como en el ejemplo 2 vemos una chimenea infinita, cuando
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¢ — 0. Pero en el ejemplo 1 el 4rea se vuelve arbitrariamente grande, mientras
que, en el ejemplo 2, el 4rea tiende al limite 2.

Definicién. En el ejemplo 2 decimos que la integral

1
/ 2124y
()}

existe o converge, aunque la funcién z~1/2 no esté definida en 0 y no sea
continua en el intervalo cerrado [0,1].

En general, supongamos que tenemos dos niimeros a y b con, di'gamos, a<b.
Sea f una funcién continua en el intervalo a < z < b. Esto significa que, para
todo niimero ¢ con a < ¢ < b, lafuncién f es continua en el intervalo

c<z<hb

Sea F cualquier funcién tal que F'(z) = f(z).
Podemos entonces evaluar la integral como de costumbre:

[ @z =ro)- Fo.

Definicién. Si existe el limite
lim F(c)

c—a

entonces decimos que existe la integral impropia

b
[ re)as
a
y entonces definimos

b b
] f(2)dz = lim / f(2) dz = F(t) - lim F(c).

Tendremos funciones parecidas cuando tratemos con un intervalo a <z < b
y una funcién f que sea continua en este intervalo. Si existe el limite

C
lim [ f(z)dz
e—b Jq
entonces decimos que existe la integral impropia, y que es igual a este limite.

Ejemplo 3. Mostrar que la integral impropia

1
—2 d:l?
0 T
no existe.

Sea 0 < ¢ < 1. Primero evaluamos la integral:

! -1 1 1
“20,=% | —_1- __)=_1+_
/c:c dz T, ( p B

Pero 1/c — oo cuando ¢ — 0 y, por lo tanto, la integral impropia no existe.
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Ejemplo 4. Determinar si existe la integral
3
1
/1 7-1 dz
y de ser asi, hallar su valor.

Sea 1 < ¢ < 3. Entonces la funcién 1/(z — 1) no es continua en el intervalo
[1,3], pero es continua en el intervalo [c,3]. Mas aiin,

fxild:czlog(z—l)
[

—log(c—=1) > 00 cuando ¢—1 y e>1.

3
=log2 — log(c — 1).

c

Pero

Por lo tanto, la integral no existe.

Hay otro tipo de integral impropia, que trata con valores grandes.
Sea a un nimero y f una funcién continua definida para z > a. Considerar

la integral
B
[ 1@
a

para algin mimero B > a. Si F(z) es cualquier integral indefinida de f,
entonces nuestra integral es igual a F(B) — F(a). Si tiende a un limite cuando
B se vuelve muy grande, entonces definimos

[r@as o [Tr=pm ["reas

y decimos que la integral impropia converge o existe.
Asi,

B—oo

00 B
/ f existesi lim / [ existe,
a a

y es igual al limite. De no ser asi, decimos que la integral impropia no converge
o no existe.

Ejemplo 5. Determinar si existe la integral impropia fl°° 1/zdz, y, de ser
asi, hallar su valor.
Sea B un nimero > 1. Entonces

B 1
/ ;dz:logB—-logl = logB.
1

Cuando B se vuelve grande sucede lo mismo con log B y, por lo tanto, la integral
impropia no existe.

Veamos la funcién 1/x2. Su grifica es como en la siguiente figura. A primera,
vista no se percibe diferencia alguna entre esta funcién y 1/z, excepto que
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1/z? < 1/z cuando z > 1. Sin embargo, hablando intuitivamente, hallaremos
que 1/z? tiende a 0 suficientemente mas répido que 1/z para garantizar que el
4rea bajo la curva entre 1 y B tiende a un limite cuando B se vuelve grande.

y, de ser asi, hallar su valor.
Sea B un nimero > 1. Entonces

B
1 -1
/1 mE=

B
1
. =-g +1.
Cuando B se vuelve grande, 1/B tiende a 0. Por lo tanto, el limite cuando
B se vuelve grande existe y es igual a 1, que es el valor de nuestra integral.

Tenemos asi, por definicién, que

/oo-}—d:c— lim ——1—+1 =1
1 1’2 _B—‘OO B -

X, $4. EJERCICIOS

Determinar si las siguientes integrales impropias existen o no.

© 4 4 S 1
1. / sz‘dz /2. / mdt 3. / mdt
2 . 1 0
5 4
4. / ! dz 5 f ! dz 6. / !
. o 5—1 -2 1 z—1

2
2 3
1 1
7 / z_zd.‘t 8. l (T:z—)zdz
1

03 1 4
9. /; (—;_—253—/2111: 10. /: (T-_l—)zigdz

En los ejercicios anteriores se evaluaron casos particulares de integrales impropias
de la forma

b
L dz.
z&

a
Los dos ejercicios siguientes son importantes porque indican en general si
dichas integrales existen o no.
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11. (a) Sea s un nimero < 1. Mostrar que la integral impropia

existe.

(b) Si $> 1, mostrar que la integral no existe.
(c) ¢ Existe la integral cuando s = 17

12. (a) Si s > 1, mostrar que existe la siguiente integral.
]
1
/ —dz
1 *°
(b) Si s < 1, mostrar que la integral no existe.

Determi s . .-
erminar si existen las integrales siguientes; de ser asi, hallar sus valores

g o0
13. / e *dz 14. e dz
1 1

15. Sea B un ndmero > 2. Hallar el irea bajo la curva y = ¢—2*

drea tiende a un limite cua
ndo B se vuelve mu ?
e o y grande? De

entre 2 y B. ;Esta
ser asf, jcual es ese



