CAPITULO VI

Funciones inversas

Supongamos que tenemos una funcién, por ejemplo

y=3z-5.
Entonces podemos despejar z en términos de y, a saber
= 3(y +5).

{ ncién de y. )
Asi z se puede expresar como fu ) » tere
Aunque podemos resolver mediante una férmula explicita, l}aydf:asoh sf 6xntn e
santes en los que = se puede expresar como funcién de y pero sin dicha
explicita. En este capitulo investigaremos estos casos.

VI, §1. DEFINICION DE FUNCIONES INVERSAS

Sea y = f(z) una funcién definida para todo z en algin int.erva.lc;.l Stl lpalrlz
cada valor y; de y existe exactamente un valor z1 de z en el intervalo tal q
f(z1) = y1, entonces podemos definir la funcién inversa

z = g(y) = al unico nimero ¢ tal que y = f(z).
Nuestra funcién inversa estd definida sélo en aquellos nimeros que son valores
de f. Tenemos la relacién fundamental

faw) =y v 9(f(=) ==z

Ejemplo 1. Considerar la funcién y = z2, que se supone deﬁrflqa sélo pax:;
z > 0. Todo niimero positivo (o 0) se puede escribir de manegaﬁul.ncla cfomqén
adra i iti Por lo tanto, podemos definir la funci
cuadrado de un niimero positivo (o 0). i6
inversa, que también sera definida para y > 0, pero no para y < 0. Es la funcién
raiz cuadrada, z = /y.
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Ejemplo 2. Suponer que y = 5z — 7. Entonces podemos despejar z en
términos de y, a saber,
z=Lty+7).

Si f(z) = 5z — 7, entonces su funcién inversa es la funcién 9(y) tal que
9(¥) =y +7).
En estos ejemplos podemos escribir la funcién inversa mediante férmulas
explicitas. En general esto no es posible, pero hay criterios que nos dicen en

qué caso existe la funcién inversa, por ejemplo cuando la grafica de la funcién f
se ve asf.

SO}

y=f@)f————- ‘
f@}- I:

|
e z=g(y) b

En este caso, f es estrictamente creciente ¥ esté definida en el intervalo [a,d].
Para cada punto z de este intervalo existe un valor f(z) =y,
entre f(a) y f(b) existe £ dnico entre a y b tal que f(z)
esto en el siguiente teorema.

Y para cada y
= y. Formalizamos

Teorema 1.1. Sea f(=) una funcién estrictamente creciente. Entonces
existe la funcidn inversa Y esta definida en el conjunto de valores de f.
Demostracién. Esto es précticamente obvio: Dado un nimero y; y un nii-

mero z; tal que f(z;) =y, no puede haber otro niimero z2 tal que f(z3) =y,
& Ienos que &z = g1, pues si 23 # z,, entonces

o bien ;3 > z1, en cuyo caso f(z2) > f(z,),

0 Z2 < 1, en cuyo caso f(z3) < f(z1).
Como la positividad de la derivada nos da un buen criterio para saber cuando
una funcién es estrictamente creciente, podemos definir funciones inversas cuan-
do la funcidn es diferenciable ¥ su derivada es positiva.

Como es usual, lo dicho anteriormente se aplica igual a funciones que son
estrictamente decrecientes ¥ cuya derivada es negativa.

El teorema siguiente se deduce intuitivamente y se
recordamos como el teorema, 1.2 del capitulo V.

Teorema del valor intermedio. Sea f una funcién continua en un inter-

valo cérrado [a,b]. Sea v un niimero entre f(a) y f(b). Entonces existe un
punto c entre a y b tal que fle)=w.

prueba en el apéndice. Lo
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Este teorema dice que la funcién f toma todos los valores intermedios entre
los valores en los puntos extremos del intervalo, lo cual se ilustra en la figura
siguiente.

f(d)

f©)
f(a)

Usando el teorema del valor intermedio concluimos que:
Teorema 1.2. Sea f una funcién continua en el intervalo cerrado
a<z<b

y suponer que f es estrictamente creciente. Sea f(a) = a y f(b) = B.
Entonces la funcidén inversa esté definida en el intervalo cerrado [a, f].

Demostracién. Dado cualquier nimero 4 entre o y B, por el teorema del
valor intermedio existe un nimero c¢ entre a y b tal que f(c) = 7. Nuestra
afirmacidén se sigue ahora del teorema 1.1.

Si hacemos que esta funcién inversa sea g, entonces g(a) = a y g(8) = b.
Ma3s atin, la funcién inversa se caracteriza por la relacion
fl®)=y si, y sélo si, z = g(y)-

Nétese que podemos visualizar ficilmente la grafica de una funcién inversa.
Si queremos z en términos de y, simplemente se rota la pagina en un angulo
de 45° invirtiendo los papeles de los ejes z y y. Asi, la grifica de y = f(z) se
refleja respecto a una recta inclinada a 45° para dar la grafica de z = g(y).

y z
z = g(y)

y =f(=

I : | v

Daremos ahora algunos ejemplos de cdmo se puede definir funciones inversas
en ciertos intervalos. -
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Ejemplo 3. Tomar como f(z) un polinomio de grado 3. Cuando el coefi-
ciente de z3 es positivo, y cuando f tiene maximos y minimos locales, su grafica
se ve asi:

f(a)

1)

A cualquier valor dado de y entre f(a) y f(b) corresponden tres valores posibles
para z y, por lo tanto, la funcién inversa no se puede definir a menos que
demos otras especificaciones. Para esto, supongamos primero que se considera
[ definida sélo para aquellos niimeros < a. Entonces la grifica de f se ve asi:

b

La funcién inversa estd definida en este caso. Del mismo modo, podemos consi-
derar f como definida en el intervalo [a,b], o en el intervalo de todo = > b. En
cada uno de estos casos, ilustrados en las siguientes figuras, estaria definida la
funcién inversa.

<
?
|
!
|
|
|
|
|

—_——— Yy¢-——————————-————-

ob--
8-
-
o F-
oy .

En cada caso hemos trazado un punto y y el valor correspondiente z de la
funcion inversa. Ellos son diferentes en los tres casos.
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Ejemplo 4. Consideremos un ejemplo numérico. Sea
fz)=23-2z+1,
vista como una funcién sobre el intervalo z > 1/2/3. ;Podemos definir la funcién
inversa? ;Para qué nimeros? Si g es la funcién inversa, jcudl es g(0)? ;Cudl
es g(5)? ‘
Tenemos f'(z) = 3z%2—2. La grafica de f'(z) es una pardbola doblada hacia
arriba que cruza el eje z en ¢ = £/2/3.

Grafica de
= 3x2-2

_m\/2/3

Por lo tanto,
f(z)>0 <= x>\/§ﬁ y =< —V/2/3.
Considérese el intervalo z > \/5/_3 . Entonces f es estrictamente creciente en
este intervalo, de modo que la funcién inversa g estd definida. Como f(z) — oo
cuando z — oo, se sigue que la funcién inversa g(y) estd definida para todo

y> f(\/2_/?;), esto es,
y> F(V2/3) = (2/3)** - 2(2/3)/ + 1.
Ahora 1 > \/_ de modo que 1 esta en el intervalo z > \/m, y f(1)=0.
lo tanto, ¢g(0) =1

POI.De maner: Em)aloga f(2) =5 y 2 esta en el intervalo z > \/—_ de modo
que g(5) = 2. ‘

Nétese que no damos una férmula explicita para nuestra funcién inversa.
Cuando se trata con polinomios de grado > 3, no se puede dar férmula alguna.

Ejemplo 5. Por otro lado, tomar f definida por la misma férmula,
fx)=2>-2z+1,
pero considerada como una funcién en el intervalo
2 2
~fise<i
La derivada de f estd dada por f/(z) = 3z2 — 2. Tenemos

flle)<0 <= -\/§<z<\/§.

Por lo tanto, f es estrictamente decreciente en este intervalo, y la f}lncién inversa
esta definida, pero es bastante diferente de la del ejemplo 4. Por ejemplo, 0 esta
en el intervalo, v f(0) = 1, de modo que si h denota la funcién inversa, tenemos

h(1)=0
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Ejemplo 6. Sea f(z) = z" (donde n es un entero positivo) y considere-
mos f definida sélo para niimeros z > 0. Como f'(z) es nz"~!, la funcién es
estrictamente creciente, por lo que la funcién inversa existe. Esta func1on nversa,
g es, de hecho, lo que entendemos por raiz n-ésima.

En todos los ejercicios de los capitulos anteriores se determinaron intervalos
en los cuales ciertas funciones crecian y decrecian. Ahora se pueden definir
funciones inversas para dichos intervalos. En la mayoria de los casos no se puede
escribir una férmula explicita sencilla para tales funciones inversas.

VI, §1. EJERCICIOS

Para cada una de las funciones siguientes, determinar si existe una funcién inversa g
y determinar los nimeros para los cuales estd definida g.
1. f(z) =3z + 2, para todo « 2. f(z)=2*+22-3,0<z

3. f(z) =® + 4z — 5, para todo z 4. f(z)= ﬁ—? -1<z

5. f(:c):—xi, —2<z 6. f(z):z—tl,1<z

7. flz)==,0<z<1 8. f(x)_—zTI 0z <5

9. f(z )_’”—j—2 0<z<2 10. f(z)=1:+-i—,1§x§10

11. f(z)=z+;,0<3:51 12. (x)=z—i—,0<z§l
2z

18. f(s)= 1555 ~1Se <1 M. f(z)=: + — -, 1<3

VIl, §2. DERIVADA DE FUNCIONES INVERSAS

Enunciaremos un teorema que nos permita determinar la derivada de una funcién
inversa cuando conocemos la derivada de la funcién dada.

Teorema 2.1. Sean a y b dos nimeros, a < b. Sea f una funcién
diferenciable en el intervalo a < & < b y tal que su derivada f'(z) es > 0
para toda z en este intervalo abierto. Entonces existe la funcién inversa
z = g(y) y tenemos

)= oL
TW=7@) T FlaG)

Demostracién. Se supone que investigamos el cociente de Newton

9y + k) —g(y)
" k.
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La siguiente figura ilustra la situacién:

y+kp--------———-

i
|
I
I
I
:
1
z+h

N SR,

Por el teorema del valor intermedio, todo nimero de la forma y + k con valores
pequefios de k se puede escribir como un valor de f. Sean z = g(y) y h =

g(y + k) — g9(y). Entonces
z=g(y) y 9gy+k)=z+h.
Mas atn, y + k = f(z + h) y, por lo tanto,
' k= f(z +h) - f(=).

El cociente de Newton para g puede entonces escribirse como

gy+k)—9@y) _ __z+h-z _ h ’
k fz+h)—f(z)  f(z+h) - f(2)
y vemos que es el reciproco del cociente de Newton para f, a saber,
1

flz+h) = f(z)
h

Cuando h tiende a 0 sabemos que k tiende a 0, pues

k= f(z+h) - f(z).
Reciprocamente, cuando k tiende a 0 sabemos que existe exactamente un valor
de h tal que f(z + h) = y + k, pues la funcién inversa estd definida. En

consecuencia, el valor correspondiente de h también debe tender a 0.
Si tomamos ahora el limite del reciproco del cociente de Newton de f, cuando

h (o k) tiende a 0, tenemos .

fi(=)
Por definicién, ésta es la derivada ¢’(y) y nuestro teorema esta probado.
Ejemplo 1. Sea f(z) = 23 — 2z + 1. Hallar un intervalo tal que la funcién
inversa g de f esté definida, y hallar ¢’(0), ¢'(5).
Por inspeccién vemos que

=0y f(2)=5
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Entonces debemos hallar un intervalo que contenga 1 y 2 y tal que la funcién
inversa de f esté definida para ese intervalo. Pero

fl(z) =322 -2
y f'(z) > 0 si, ysdlosi, ¢ > /2/3 0 z < —\/2/3. (Ver el ejemplo 4 de la
seccién anterior.) Seleccionamos el intervalo z > 1/2/3, que contiene tanto a 1

como a 2. Entonces podemos aplicar el teorema general acerca de la derivada
de la funcién inversa, que asegura que si y = f(z) entonces

"(y) =~
g (y) - f’(l‘).

Esto-da: 1 1 ]
'(0)= — =1 '(5) = —< = —.
g'(0) 70 y 40 7@ =10
Favor de notar que la derivada ¢'(y) esta dada en términos de f’(z). No tenemos
una férmula en términos de y.

El teorema que nos da la derivada de la funcién inversa también se puede
expresar diciendo que

de 1
dy  dy/dz’

Aqui también la derivada se comporta como si estuviéramos tomando un co-
ciente. Asi, la notacién es sugestiva y, a partir de ahora, podemos usarla sin
dudar, pues ya probamos un teorema que la justifica.

Observacién. En el teorema 2.1 probamos que, de hecho, la derivada de la
funcién inversa g existe, y esta dada por ¢'(y) = 1/f'(z). Si sélo se supone que
esta derivada existe, entonces puede darse un argumento mucho mds corto para
hallar su valor, usando la regla de la cadena. En efecto, tenemos

fla¥)) =y, pues g(y)==.

Al diferenciar respecto a y podemos hallar, mediante la regla de la cadena, que
d,
f'(9))d'(¥) =1, porque 3% =1
Por lo tanto, (

1
/

g9\Y) =7
®) )
como se debia demostrar.

Vil, §2. EJERCICIOS

En cada uno de los ejercicios del 1 al 10, restringir f a un intervalo de modo que la
funcién inversa g esté definida en un intervalo que contenga al punto indicado, y hallar
la derivada de la funcién inversa en el punto indicado
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0. f(z) = —2z°+ 2z + 1. Hallar ¢'(2).

1. f(z)=2%+1. Hallar ¢'(2).

2. f(z) = (z — 1)(z — 2)(z — 3). Hallar ¢'(6).

3. f(z) = 2% — z + 5. Hallar /(7). ' ,
4. f(z)=senz +cosz. Hallar g'(-).

5. f(z)=sen2z (0 <z < 2r). Hallar ¢'(v3/2).
6. f(z) = «* —3z° + 1. Hallar ¢'(-1).

7. f(z) = £* + = — 2. Hallar ¢(0).

8. f(z) = —z° + 2z + 1. Hallar ¢'(2).

9. f(z) = 2s +5. Hallar ¢'(21).
10. f(z) = 5z% + 1. Hallar ¢'(11).

11. Sea f una funcién continua en el intervalo [a,b]. Suponer que f es dos veces
diferenciable en el intervalo abierto a < z < b, y que f'(z) >0y f’(z) > 0 en
este intervalo. Sea g la funcién inversa de f.

(a) Hallar una expresién para la segunda derivada de g.
(b) Mostrar que g”(y) < 0 en su intervalo de definicién. Asi g se dobla en la

direccién opuesta a f.

Vil, §3. EL ARCOSENO

Es imposible definir una funcién inversa para la funcién y = senz, ya que a
cada valor de y le corresponde una infinidad de valores de z pues sen(z +27) =
senz = sen(m — z). Sin embargo, si restringimos nuestra atencién a intervalos
especiales, podemos definir la funcién inversa.

Restringimos la funcién seno al intervalo
' T
5"

La derivada de senz es cosz y en ese intervalo tenemos

1<1:<
2— —

0 < cosz, de modo que la derivada es positiva,

excepto cuando z = 7/2 o = —7/2, en cuyo caso el coseno es 0.

Entonces, en el intervalo

iy ™
T<p< =
2=%23%

la funcion es estrictamente creciente. La funcién inversa existe, y se llama ar-
coseno.
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eje y
l_

Yy =senT —ad y=senx

]

|

|

] T = arcseny
] v

r
2

eje =

LML ]

Sea f(z) = senz, y ¢ = arcseny, la funcién inversa. Como f(0) = 0,
tenemos arcsen 0 = 0. Mads atin, como
sen(-7/2)=-1 y  sen(n/2)=1,

sabemos que la funcidn inversa esta definida en el intervalo que va de —1 a +1,
esto es, para

-1<y<1L

En palabras, podemos decir burdamente que arcsenz es el dngulo cuyo seno
es z. (Decimos burdamente porque, hablando estrictamente, arcsenz es un
nimero, no un dngulo, y ademas porque nos referimos al dngulo entre —7/2 y

7/2.)
Ejemplo 1. Sea f(z) =senz y sea g(y) = arcseny. Entonces
arcsen(1/v/2) = /4
porque
sen /4 = 1/V2.

De manera analoga,
arcsenl/2 = 7/6
porque

sen7/6 = 1/2.

Para cualquier valor de z en el intervalo —n/2 < z < n/2 tenemos

arcsensenx = z,

por definicién de funcién inversa. Sin embargo, si £ no esta en este intervalo,
entonces no tenemos )

arcsensen = .
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Ejemplo 2 Sea ¢ = —w. Entonces
sen(—m) =0,
y

arcsen (sen(—)) = arcsen0 = 0 # —.

Ejemplo 3. Tenemos
arcsen sen(3w/4) = 7/4,
porque sen3w/4 = 1/v/2, y arcsen 1/V2=n/A.

Consideremos ahora la derivada y la gréfica de la funcién inversa.
La derivada de sen z es positiva en el intervalo

—r/2<z <72

Como la derivada de la funcién inversa z = g(y) es 1/f(2), la derivada de
arcsen y también es positiva en el intervalo

-1<y<l1

Por ello, la funcién inversa es estrictamente creciente en ese intervalo. Su grafica
se ve como en la figura que se muestra a continuacion.

eje =
/21T

x = arcsen y

-1 i eje y

<|~—7r/2

De acuerdo con la regla general para la derivada de funciones inversas, sabe-
mos que, cuando y =senz y £ = arcseny, la derivada es
de 1 1
dy ~ dy/dz ~ cosz’
Cuando z esta muy cerca de 7/2, se sabe que cosz esté cerca de 0. Por lo tanto,
la derivada es muy grande, de ahi que la curva sea casi vertical. Igya]mgnte,
cuando z esta cerca de —m/2 y y esta cerca de —1, la curva es casi vertical,

como se dibujé.
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Por iltimo, sucede que podemos expresar nuestra derivada de manera expli-

cita como funcién de y. En efecto, tenemos la relacién

de donde

2

sen?z +cos?z =1,

cos’z=1-sen’z.

En el intervalo entre —7/2 y n/2, el coseno es > 0. Por o tanto, podemos
tomar la raiz cuadrada y obtener

cosz =14/1—sen?z

en ese intervalo. Como y = sen z, podemos escribir nuestra derivada en la forma

dx 1

oy~ \i-g

la cual esta expresada completamente en términos de y.

Ejemplo 4. Sea z = arcseny. Hallar dz/dy cuando y = 1/4/2. Esto se

hace facilmente, a saber, si g(y) = arcseny, entonces

1 ___xA
V1-(1/v2)2

Una vez obtenida toda la informacién deseada acerca del arcoseno, volvamos

J(/V2) =

a nuestras letras usuales. Enunciamos la propiedad principal como un teorema.

Teorema 3.1. Considerar la funcién seno definida en el intervalo

[—7/2, /2.

Entonces la funcién inversa esta definida en el intervalo [—1,1]. Vamos a
llamarla

g(z) = arcsen z.

Entonces g es diferenciable en el intervalo abierto —1 <z <1,y

, 1
y(f)=ﬁ~

Vil, §3. EJERCICIOS

1.

Considerar el coseno definido sélo en el intervalo [0, 7] y proba: que existe la funcién
inversa arccos. ;En qué intervalo estd definida? Trazar la grifica.

. {Cul es la derivada del arcocoseno?

. Sea g(z) = arcsen z. Hallar los valores siguientes:
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(2) ¢'(1/2 (b) ¢'(1/v2) (c) 9(1/2)
(@) 9(1/v2) (e) ¢(V3/2) (f) 9(V3/2)

4. Sea g(z) = arccosz. ;Cudl es g'(3)? ;Cudl es ¢'(1/v/2)? ;Cuidl es g(3)? ;Cuil
es 9(1/VD)?

5. Sea secz = 1/cosz. Definir la funcién inversa de la secante en un intervalo ade-
cuado y obtener una férmula para la derivada de su funcién inversa.

Hallar los nimeros siguientes.

6. arcsen(sen 37/2) 7. arcsen(sen 27) 8. arccos(cos 37/2)
9. arccos(cos —/2) 10. arcsen(sen —3w/4)

Hallar las derivadas de las siguientes funciones.

11. arcsen(z® —1) 12. arccos(2z + 5)

B T

15. Determinar los intervalos en los cuales la funcién arcsen se dobla hacia arriba y en
cudles se dobla hacia abajo. .

VIl, §4. EL ARCOTANGENTE

Sea f(z) =tanz y considerar esta funcién definida en el intervalo

T T
—5 <zr< 5

Conforme z va de —7/2 a 7/2, la tangente va desde valores negativos muy

grandes hasta valores positivos muy grandes. Cuando z tiende a w/2, la tangente

tiene de hecho valores positivos arbitrariamente grandes y, de manera aniloga,

cuando z tiende a —m/2, la tangente tiene valores negativos arbitrariamente
grandes.

Recordamos que la gréifica de la tangente se ve como en la figura siguiente.

1 3
1 l
' }
! |
! '
! |
1
! |
' |
1 '
i !
! !
H '
| 1
! '
1
+ !
+ +
i 1
| |
1 !
1 |
1 1
[l I
! 1
! 1
! |
'
1 !
|
I
’

T r
T2 2
La derivada de tanz es
d(tan z) 2
———+* =1+ tan’z.

dx

[V1I, §4] EL ARCOTANGENTE 209

Por lo tanto, la derivada siempre es positiva y la funcién tan es estrictamente
creciente. Mas ain, cuando z varia en el intervalo
-r/2< <72,

tan z varia de valores negativos grandes a valores positivos grandes. Por lo tanto,
tan z varia sobre todos los niimeros, y asi, la funcién inversa esta definida para
todos los niimeros. La llamamos arcotangente.

Como sucedidé con arcsen y arccos, podemos decir burdamente que arctany
es el dngulo cuya tangente es y. Decimos “burdamente” en nuestras afirmaciones
porque, como ya sefialamos, en realidad nos referimos al niimero de radianes del
angulo cuya tangente es y, tal que este nimero estd entre —7/2 y 7/2.

Ejemplo 1. Tenemos que arctan(—1/v/3) = —7/6, pero
arctan(—1/v/3) # 57/6,
aunque tan57/6 = —1//3. o
Ejemplo 2. Con la misma disposicién, hallamos que
arctan tan 57/6 = arctan(—1/v/3) = —7 /6.

La razén por la cual tan z #  en este caso, se debe a la manera en que escogimos
el intervalo de definicién de la tangente para tener una funcién inversa y al hecho
de que £ = 57/6 no esté en este intervalo. Es evidente que, si = esti entre —x/2
y #/2, entonces debemos tener '

arctantanz = z.

Asi,
arctantan(—=/6) = —7/6."

La grafica del arctan se ve asi:

Ahora la derivada. Sea z = g(y) = arctany. Entonces

1
1+tan?z

oy L _
g(y)_f'(x)_

de modo que

/ —_
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Aqui de nuevo podemos obtener una férmula explicita para la derivada de la

funcién inversa.
Como con el arcoseno, al tratar de manera simultdnea con la funcién y su

inversa, debemos mantener separadas nuestras letras z y y. Sin embargo ahora
resumimos las propiedades del arctan en términos de nuestra notacién usual.

~4#~  Teorema 4.1. La funcién inversa de la tangente esta definida para todos los
nimeros. Llamémosla arcotangente. Entonces tiene derivada, y esa derivada

esta dada por la relacion
d(arctanz) 1
dz T 1422

Cuando z se vuelve positivo muy grande, arctan z tiende a w/2.

Cuando z se vuelve muy grande negativo, arctan z tiende a —m/2.
El arcotangente es estrictamente creciente para todo .

Ejemplo 3. Sea h(z) = arctan 2z. Para hallar la derivada usamos la regla
de la cadena, haciendo u = 2z. Entonces

by 1 2
K@) = 1 Gey 2= T3 a7

Ejemplo 4. Sea g la funcién arctan. Entonces

ey L _ 1
IO =135 =%

Ejemplo 5. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva

y = arctan 2z

en el punto z = 1/(2v/3).
Sea h(z) = arctan 2z. Entonces

W <_1_) -2 3
2 P2
V3 (5)
2v3
Cuando z = 1/2v/3 tenemos
y = arctan (2 . ﬁﬁ) = arctan \/iﬁ = /6.

Por lo tanto, debemos hallar la ecuacién de la recta con pendiente 3/2 que pasa
por el punto (1/2v/3,7/6). Sabemos c6mo hacerlo; la ecuacién es

y_zs_ﬁ(,,_;)
6 2 23/
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. F‘,,]e;implo 6 I.{n globo se eleva desde el suelo a 100m de un observador, a
iy z]?;lea 3 e5(‘)' lx;/ml(;l '1 z,bCon ql:lé rapidez est4 creciendo el dngulo de elevacién ’de
on del observador cuando el globo est3
L figure non del -, globo esta a una altura de 100 m?

100

Es preciso determinar df/dt. Sabemos que dy/dt = 50. Tenemos

y
100 = tanf, de donde 6 = arctan (L) .

100
Como
49 _ dbdy
dt ~ dy dt
obtenemos:
de 1 1
dt i 2’%50.
100
Por lo tanto,
do 1

a0 N SN UPU B
dt), 100 1412 10050 = Zrad/mm.

VIl, $4. EJERCICIOS

1. Sea g la funcién arct . ;Cud e,
iCudl es g(v/3)? iCudl es 9(1)? ;Cudl es 9(1/v/3)? ;Cudl es g(—1)?

2. Sea g la funcién arctan. ; Cui ' P
iCudl es g'(+/3)? n- iCudles ¢'(1)? ;Cudl es 9'(1/v/3)? ;Cuil es g'(-1)?

3. Suponer que vamos a definir u ién i
na funcién inversa para la tan ente en el i
T/2 <z < 3r/2. ¢Cudl serfa la derivada de esta funcién inverga? € tnemalo
4. ;Cuél es
(a) arctan(tan 3r/4)? (b) arctan(tan 27)?
(c) arctan(tan 5x/6)? (d) arctan(tan —57/6)?
Hallar las derivadas de las funciones siguientes,
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5. arctan 3z 6. arctan ﬁ 7. arcsen T + arccos z
8. zarcsenz 9. arctan(sen 2z) 10. z”arctan 2z
=23 12. arcsen(cosz — zz) 13. arctan 1
arcsen ¢ z
14. arctan L 15. (1 + arcsen 3z)° 16. (arcsen 2z + arctan z°)%/2
Hallar la ecuacidén de la recta tangente en el punto indicado para las curvas siguientes.
17. y = arcsen z, z=1/\/§ 18. y = arccosz, = 1/\/5
19. y = arctan2z, z = \/5/2 20. y = arctanz, z = —1
21. y =arcsenz, z = —%

22. Un globo se eleva desde el suelo a 150 m de un observador a razén de 60 m/min.
;,Con qué rapidez estd creciendo el dngulo de elevacién de la linea de visién del
observador cuando el globo estd a una altura de 300 m?

23. Un aeroplano a una altura de 1400 m vuela horizontal y directamente alejéndose de
un observador. Cuando el d4ngulo de elevacién es /4, el 4ngulo estd decreciendo a
razén de 0.05rad/seg. ;Con qué rapidez estd volando el aeroplano es ese instante?

24. Un hombre va caminando a lo largo de una acera a razén de 1.5m/seg. A 10m
de la acera hay un faro buscador apuntidndole. ;A qué razén estd girando el faro
cuando el hombre estd a 5m del punto de la acera mds cercano al faro?

25. Hay una torre al final de una calle. Un hombre va en automévil hacia la torre a razén
de 15m/seg, y la torre mide 150 m de altura. ;Con qué rapidez estd creciendo el
angulo subtendido por la torre en el ojo del hombre cuando el hombre estd a 300 m
de la torre?

26. Un carro de policia se aproxima a un cruce de calles a 25 m/seg. Cuando esti a
60m del cruce, un carro pasa por la calle transversal, viajando en un dngulo recto
respecto a la direccién en que viaja el carro de policia, a razén de 18 m/seg. Si el
policia dirige su rayo de luz sobre el segundo carro, jcon qué rapidez estd girando
el rayo de luz 2 segundos después, suponiendo que ambos carros contindan a su
razén original?

27. Se jala un peso a lo largo de un piso horizontal mediante una cuerda que pasa sobre
un gancho a 1.80m sobre el piso. Si la cuerda se jala sobre el gancho a razén
de 0.3m/seg, hallar una expresién para la razén de cambio del dngulo 4 entre la
cuerda y el piso como funcién del dngulo 4.

28. Un hombre parado en un punto fijo de un muelle jala un pequefio bote. El muelle
estd a 6 m sobre el nivel del agua. Si el hombre jala la cuerda a 0.6 m/seg, jcon
qué rapidez estd creciendo el dngulo que forma la cuerda con el agua cuando la
distancia del hombre al bote es de 15m?

29. Un helicéptero despega a 300 m de un observador y se eleva verticalmente a 6 m/seg.
:Con qué rapidez estd cambiando el dngulo de elevacién del helicéptero respecto al
observador cuando el helicdptero estd a 240 m sobre el suelo?

30. Determinar los intervalos en donde el arctan se dobla hacia arriba y en donde se
dobla hacia abajo. .
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31. Un helicéptero Parte de una base,

32.

33.

213

: elevindose vertical i

vl E e mente en linea recta a u

Yook de 4.5m/seg. Al mismo tiempo que parte el helicéptero, un ob: or
uado en un punto a 30 m de la base i ’ S

una veloci i  rapi
elocidad de 24 m/seg. :Con qué rapidez est4 creciendo el dngulo de elevacién

del observador al helicéptero cuando el observador est4

a 180m de la base? (2) 2 120m de la base? (b)

Un tren se
mueve sobre una recta alej4 :
ejdndose de la estacié i
3 2 3 n
6m/seg. Un camardgrafo situado en facién copo e

: un punto a 15m de | ié i
alejarse d <2 . s € la estacién comienza a
) e la estacién al mismo tiempo que parte el tren, y, dirigiendo la cdmara

cohete. A
COhet: v(zzaari(::r:lec:{rz (z]sta a 91m del lugar del lanzamiento, empieza a subir el
3 Sta dada como funcién de] tie 143
o t mpo por y = 1¢3m, U
élelnltjz :iiel lcarro' ’esta fotografiando el cohete. {Con qué rapi::lez estd n?rgzlsg “T
g € elevacion de la cdmara después de 5 segundos de la partida dfl coheteg



CAPITULO  vilI

Exponentes y logaritmos

Recordemos las dificultades que tuvimos al principio con la funcién 2% (o 3%, 0
10%). Por intuicién se consideraba posible la existencia de dichas funciones, de
. modo que satisficieran la ecuacién fundamental

27y = 979Y
para todos los nimeros z y y, y 2° = 1, pero teniamos dificultades para decir
cuél es el significado de 2V2 (o 27).

El propdsito de este capitulo es estudiar estas funciones y otras parecidas.

VIll, §1. LA FUNCION EXPONENCIAL

Si n es un entero positivo, conocemos el significado de 2": es el producto de
2 consigo mismo n veces. Por ejemplo, 2% es el producto de 2 consigo mismo
ocho veces.
Mis atin, también sabemos que 2!/" es la raiz n-ésima de 2; es el mimero
cuya n-ésima potencia es 2. Asi, 21/ es el nimero cuya 8-ésima potencia es 2.
Si z = m/n es un cociente de dos enteros positivos, entonces

amin = (2Hmym = (2

se puede expresar en términos de raices y potencias, de modo que es facil com-
prender las potencias fraccionarias de 2. El problema surge al querer comprender
2% cuando z no es un cociente de dos enteros positivos. Por el momento dejamos
este problema de lado y suponemos que existe una funcién definida para todo z,
denotada por 27, que es diferenciable. Veremos ahora cémo hallar su derivada.
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Formamos el cociente de Newton. Es
z+h _ 9%
U L h
sando la ecuacién fundamental Vvemos que este cociente es igual a
272k _ 9= =2;,2"—1
Cuand ' h h
uando h tiende a 0, 2° permanece fijo, pero es muy dificil ver lo que sucede 3
2k — 1
PR

i\;(l)e:s muyt claro que este cociente tenga un limite. Hablando en términos gene;
» 105 topamos con una dificultad ansloga a 1 i6
e hallay 1s pomos con : ga a la que surgié cuando tratamos
sen . Sin embargo, en la situacién
¢ r a de presente, un
directo causarfa mds dificultades que las halladas cuando estudiamc:s enfoaue

., senh
lim
h—0 h

De hecho, es cierto que -
. 2k
lim
' h—0 h
existe. Vemos que no depende de z, sino sdlo de 2.

SI aramos de tomaI a d P N
tlat l eIlVada de 10 te a Ob €
3 rminariamos con el T l ma

. ) h—0 h ’
que también es independiente de z.
En general, supondremos lo siguiente.

S @ un numero 1 . Exlste una hmc on a de a para tOdOS OS numeros
>

€a 10n y ﬁnld l

z, que Satls‘ace }as prOpledadeS Slgmentes.

Propiedad 1. La ecuacién fundamental
a®t = g%qy
se cumple para todos los nimeros z vyuy.

Propiedad 2. Si z es un ng i
P . numero racional, ¢ =
positivos, entonces a™/" tiepe el significado usu,al: m/n con nym entel'?s
am/n = (al/n)m = (am)l/n
Propiedad 3. La funcién o* es diferenciable.

S ‘e
La funcién a? se llama funcién exponencial.

Od O, to p q p .
n cedimien llcalllos a 2
1 €Imos en Ces a; llcal aa el mismo pIO d to ue aj
IOImaans el coclente de Newton

z+h _ _z z h
a a® a%a ~a’”_a,(a"—l)

h - h h
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Como suponemos que a® es diferenciable, se sigue que

z z+h z h
.di=1im£___a___.aflfma -1
dxz  h—0 h h—0 h

h—0 h

Esta situacién es semejante a la que se presentd al diferenciar sen z, pero antes
pudimos hallar el limite de (sen h)/h cuando h tiende a 0. Aqui no podemos to-
mar un enfoque directo. El limite se aclarara posteriormente cuando estudiemos

. Igign. embargo, podemos analizar un poco mas este limite. Sea
f(z) =a*.
Afirmamos que
a® =1
Esto es porque
a=at’=a-d

Si multiplicamos por a~! en ambos lados, obtenemos 1 = a°.
De la misma manera hallamos

puesto que
1=a’=a*"%=da%a"".

Ahora bien, si hacemos z = 0 en la férmula
h
s oz @ =1
(e) =" Jim =5

entonces hallamos que

, a*—1
f(z) = Jim =

h

pues a® = 1. En consecuencia, el misterioso limite del lado derecho es la pen-
diente de la curva y =a® en ¢ =0.

. Tratemos de ver la apariencia de curvas como 2%, o 3%, o bien 107, locali-
zando algunos puntos. Damos una tabla de valores para 2°.
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T 2% z o0
; | 2 1|12
I 2 | 14
4 | 16 =3 18
5 | 32 A
10 1024 5 1/32
0 | 10 -10 | 1/1024
8576 -20 | 1/1048576

Vemos Vi =2% Api vuelv
que el valor y = 2% crece rapidamente cuando z se vuelve grande, y
)

tlellde a 0 rapldalllellte Cualldo Zz se Vuelve ne, a,thO la]lde como se lluSl]
g g ’ aen

E .
; 1 xc:nlp/(;r:anfl)lentc.) cuando _a; Ose vuelve negativo grande se debe a Ia relacién
- Por ejemplo, 271% = 1/210, que es pequefio. Podemos escribir

lim 2% = 0.
=+ —00

Observen que 2° > (
: para todos imeros ; .
entonces los mimeros z. De igual manera, si a > 0,

a® > 0. para todo z.

Incl i
cluso podemos probar esto a partir de lo que hemos supuesto explicitamente

Para ello su
pongan que a® = 0 para algiin nij
tenemos p gun numero c. Entonces, para todo z,

a® = g¥—¢te T—c ¢

l =a""%’ =0,
o .
cual no es cierto, pues al! = ¢ #0.

Jercicio. Hacer una tabla andloga para 3%, 10° y (3/2)°.
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4 T
A continuacién supongamos que 1 < a < b. Es posible (cllue la cu(l:'ivs lflenttzngz
i *. Estamos interesados espe

endiente mayor que la curva a®. te en
;l: E:Jel;ldiente cuando £ = 0. Si b es muy grand.e, entonces la cur;/’a czrca (I;e
tendra una pendiente muy empinada en z = 0.. Siaes >~1 pero e_s 8 rea de

1, entonces la curva y = a* tendrd una pendiente pequeiia en z = 0.

3

trazado estas curvas en la figura siguiente.

—————

nos ][n'()s S()I) € las curvas 2 3 l“ ])a,l'a ver 10
’I‘raten de locallzal‘ algu p T ] iy 3y y
.
que Sucede en estos casos concretos. ES pOSlble que, Cuando a vaya auule. ntando
a y I a numeros mu lalldes la pendlente de
) y g )
deSde numeros cercanos 1 ( >
= cien continuamente de Valores cercanos a 0 haStal Va‘.lores
a’ en r 0 1ra cre do
grandes Y, por 10 tanto para algun Va.lor de a, q“e llalna[e"los €, esta pendlellte
€ a, , l AS] en este ell[oque l‘ﬂtuitivo € es el numero tal que
. . . ,
S preclsamente lgu l a y
Ia’ pendiente de € en r 0 €s lgua’l a 11 esto €s, pa‘ra' f(z) € ’ tenemos

h 0
. JOO+h)—f(0) . e*—e -1
Jim, h = Jim —

. . . UDo-
De modo que, ademds de las tres propiedades enunciadas anteriormente, sup
)

nemos:
Propiedad 4. Existe un nimero e > 1 tal que
de® -
= =,
dz
o, de manera equivalente, by
e —
i =1.
i =

i » iales.
Este nimero e se llama base natural para las funciones exponencia

. 9 . 22
Advertencia. No se confundan las funciones 2% y z°. La derivada de

es 2z. La derivada de 2% es
d(2%) , 2h—1
— PR

—_— T
dz =2 ’1‘1_%

g
i j ncién a
De manera aniloga, cuando a es un nimero fijo, no se confunda la fu
iable.
con z%, donde z es la varia
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pansién decimal, o aproximaciones para e mediante nimeros racionales. Sucede
que ¢ estd entre 2y 3,y en particular, es aproximadamente igual a 2.7183....

Al suponer, tal y como lo hemos hecho, las propiedades bdsicas de e® , po-
demos aplicar algunas de las técnicas anteriores en el contexto de esta funcién
exponencial. Mostramos primero que €” es la vnica funcién igual a su propia
derivada, salvo por un factor constante.

Teorema 1.1. Sea 9(z) una funcién definida para todos los nimeros y tal
que g'(z) = g(z). Entonces existe una constante C' tal que g(z) = Ce®.

Demostracién. Tenemos que probar que g(z)/e® es constante, y sabemos
cémo hacerlo. Basta probar que la derivada es 0. Pero hallamos:

_ €9(z) — g(z)e*
T e

=0.
Por lo tanto, existe una constante C tal que g(z)/e* = C. Al multiplicar ambos
lados por e* obtenemos
9(z) = Ce®,
lo cual prueba el teorema.
Como un caso particular del teorema tenemos:

Sea g una funcién diferenciable tal que g'(z) = g(z) y 9(0) = 1. Entonces
g(z)=e®. :

Demostracién. Como 9(z) = Ce®, obtenemos 9(0) =Ce® = C. Porlo tanto,
C=1yg(z)=e".

Asi, hay una, y sélo una, funcién g que es igual a su propia derivada y tal
que g(0) = 1. Esta funcién se llama funcién exponencial, y a veces se denota
por exp. Se puede escribir como

exp’(z) y exp(0) = 1.
Pero usualmente utilizamos la notacion previa e?, en lugar de exp(z).

Hay muchas maneras de probar la existencia de una funcién g(z) tal que
9'(z) =g(z) y 9(0) = 1, en lugar de dar argumentos de plausibilidad como los
anteriores.

En el capitulo XIV daremos una demostracién mediante series infinitas. Por
otro lado, cuando estudiemos el logaritmo en la seccién §6 de este capitulo,
mostraremos primero que existe una funcién L(z) tal que L'(z) = Yz y L(1) =
0. Entonces se podra definir la funcién inversa, y es facil ver que esta funcién
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inversa g satisface g’(y) = g(y) y 9(0) = 1. Quien esté interesado en dicha
teoria puede ojear estas ultimas secciones a ver si se ajustan a sus gustos.
Damos ahora ejemplos y aplicacionés relacionados con la funcién e®.

Ejemplo. Hallar la derivada de 3’
Usamos la regla de la cadena, con u = 3z2. Entonces

d(e") detdu _ 3,3
dr  dudz ¢ ba.

Ejemplo. Sea f(z) = e**%*. Hallamos la derivada de f por medio de la
regla de la cadena, a saber,
f'(z) = €= 2%(— sen 2z)2.

No tiene caso simplificar esta expresién.
Ejemplo. Hallar la ecuacion de la recta tangente ala curva y = e® en £ = 2.
Sea f(z) = . Entonces f'(z) =e® y f/(2) = ¢?. Cuando z = 2, y = €2.
Por lo tanto, debemos hallar la ecuacién de la recta con pendiente €2, que pasa
por el punto (2,e?). Esta ecuacién es

y—e=e(z—-2).

Gréfica de €°
Tracemos la grafica de e®. Justificamos nuestros afirmaciones usando sélo las
cuatro propiedades listadas antes. Como

de®

— =¢e" >0 paratodo z

dx p b

concluimos que la funcién f(z) = e” es estrictamente creciente. Como
f'(z) = f'(z) = f(z) >0 para todo z,

concluimos que la funcién se dobla hacia arriba.
Como f(0) =1 y la funcidn es estrictamente creciente, concluimos que
f)=e>1.

Por lo tanto, cuando n es un entero positivo, n = 1, 2, 3, ..., las potencias
e" se vuelven grandes conforme n se vuelve grande. Como e* es estrictamente
creciente para todo z, esto muestra también que e® se vuelve grande cuando z

es un numero real grande.
Hemos visto que

e % = (ea:)-—l'
Por lo tanto, cuando z es grande, la inversa
(ex)-l - l/ez

es pequeiia (positiva).
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Asi podemos escribir:
'Sl Z — 00, entonces ef — oo,
Si z— —o0, entonces e* — ().

ES Im ahOIa, €n posicio de Ve que aﬁ a de € € Ve asi:
ta 0S p n T la gr C S

LA n I g y=
1 Cua.l €s Ia. €ecuacio de la. ecta tan ente a la curva = e“%
€s (a) 1’ (b) 2’ (C) 07

2. (Cuél es la ecuacién d
: e la recta tangente a | = ¢*/?
abscisa es (a) —4, (b) 1, (c) 07 ¢ By = e

en el punto cuya abscisa

en el punto cuya

3. ¢ A 16
¢Cudl es la ecuacién de la recta tangente a la curva Yy = ze®

abscisa es 27 = en el punto cuya

4. Hallar las derivadas de las funciones siguientes;

(a) esen 3z T
(c) sen(e*+?) gcll); :::g:"t"s)en ?

5. Hallar las derivadas de las funciones siguientes:
(a) arctane® (b) €7 cos(3z + 5) ‘
(C) esen?z (d) earccos z
(&) 1/e* ©) o/e*

(‘g) eﬂ (h) e—arcsen.t

(i) tan(e®) (3) arctane2*

(k) I{aas:en e%) (1) arcsen(e® + z)
(m) e (n) tane”

6. (a') IIOSt[aI que la’ n-€sima dEIl a'da' de ze” es (z t+n)e p ’ ’ ’ .

() d ( ) alan--l,? 3,4 5
b I‘dos‘;ral que la’ n-esima dEIlla‘da’ dE Te es ( l) (I n)e

(C) S uponer que ya se PIOba[C n la.S fOIlnulaS ant'e"o' €s para la’ n-esima derl v a'da' dB

x
ze” y ze”*, ;C6 ¢
- ¢.omo se procederia para pr. 5
2 o . Ob
it o s para probar estas férmulas para la (n+1)-

Para n =1, 2,
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i te
7. Sea f(z) una funcién tal que f'(z) = f(z) y f(0) = 2. Determinar completamen
f en términos de e”.

8. (a) Sea f(z) una funcién diferenciable en algiin interva.lo.qzle lf::li?f:t l;treelgm::ari
f'(z) = K f(z) para alguna constante K. Mo'sf.rar que eit(lxs :s e ]
que f(z) = Ce*®. [Idea: Mostrar que la func1'on f(z)/; o o ane exise
(b) Sea f una funcién diferenciable tg.l q:Qe f'(z) = =2z f(z).
onstante C tal que f(z) =Ce™ . ,
(c) ;I;agineral, suponer que existe una funcién kb tal que f'(z) =h(l: (2 {:E)::)St alft(::i
trar que f(z) = Ce™®. [Idea: Mostrar que la funcnon f (z) l/e s con
La técnica de este ejercicio se usara en a:pllcfac10nes en la dltima se .
Hallar la recta tangente a la curva en el punto indicado.
9. y=¢€*,z=1 10, y==z€e%, z=2
-

1. y=gze*, =5 12. y=gze™*, z=0

2, =
13. y=e %, =0 4. y=z°e"", z=1

15. Probar que existe un nimero tnico = ta.l_que e+ = 0 [Idea: Mo;trat ]que la
funcién es estrictamente creciente, y que tiene valores positivos y negativos.

16. Probar las desigualdades para z > 0: 2 .
(a)l<e® ) 14z <eé” (c) l+z+ 75 <e
[Idea: Primero probar (a) usando el método del capitulo V, §2. Después probar (b)
usando (a). Después probar (c) usando (b).]

17. Sea z =1 en el ejercicio 16. Mostrar que 2 < e. Mostrar ademds que 2.5 <e.

18. Probar para n =3, 4, 5, 6 que, para z > 0, tenemos
z? z" z
1+$+§+"'+;‘!'<6 .
Por n! (se lee n factorial) nos referimos al producto de los primeros n enteros.
Por ejemplo:

1'=1 4! =24
20 =2 5! =120
=6  61=1720
19. Para z > 0 probar: z2
-z _ hadiy
(a) 1-z<e”” (b) e <l-z+ 2
2 3
z z -
() 1—z+ 5 —35<¢ )
2 3
- = _ = z
@ e <l-z4+5 -5 %733

20. (a) Sea z = 1/2 en el ejercicio 19(a). Mostrar que e < 4.
(b) Sea z =1 en el ejercicio 19(c). Mostrar que e < 3.

Funciones hiperbdélicas
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21. (a) Definir las funciones coseno hiperbélico y seno hiperbélico mediante las

férmulas . . . .
e +e” e —e”
cosht = —— senht = —————
, ° 2 y " 2
Mostrar que sus derivadas estin dadas por »
cosh’ = senh y senh’ = cosh.

(b) Mostrar que, para todo ¢, tenemos
cosh’ t — senh?t = 1.

Nota: Vemos que las funciones cosh ¢ y senht satisfacen la ecuacién de una

hipérbola, de manera anéloga al seno y coseno ordinarios que satisfacen la ecuacién
de un circulo, a saber,

sen?t +cosit=1.

Esta es la razén por la cual cosht y senht se llaman coseno hiperbélico y seno hi-
perbdlico, respectivamente.

22. Trazar la grifica de la funcién
el +e~1‘
flz) =L

Localizar al menos seis puntos sobre esta gréfica.

23. Trazar la gréfica de la funcién

eT —e~%

z) =
1) =25
Localizar al menos seis puntos sobre esta grafica.

24. Sea f(z)=3(e*+e™*) =coshz = y.

(a) Mostrar que f es estrictamente creciente para z > 0. Entonces existe la funcién
inversa para este intervalo. Denotar esta fun
9(y)-

(b) ¢Para qué nimeros y estd definida arccosh y?

(c) Mostrar que

cién inversa por z = arccoshy =

1

/
9(y) =
y? -1

25. Sea f(z) = 1(e"—e™*) =senhz = y.
(a) Mostrar que f es estrictamente creciente

para todo z. Sea z = arcsenhy la
funcién inversa.

{b) ;Para qué niimeros y est4 definida arcsenh y?
(c) Sea g(y) = arcsenh y. Mostrar que
1

y(y)=\/T7'
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Vill, §2. EL LOGARITMO

Si e® = y, entonces definimos z = logy. Asi, de aqui en adelante, log es lo que
algunos llaman log natural. No tratamos con otro log. Por definicién, tenemos
entonces

st =z y loge® =z.

Asi, el log es la funcién inversa de la funcién exponencial e”. Como e” es
estrictamente creciente, la funcién inversa existe.

Ejemplos. Tenemos

loge” =2, loge"ﬁ = -2,
loge™® = -3, loge™ = .
De otra manera:
elog2 - 2, elogt =

Mas atin, la relacién e® = 1 significa que

logl =0.

Como todos los valores e* son positivos para todos los niimeros z, se sigue que
logy se define slo para nimeros positivos
La regla e(a+b) = ¢8ed se traduce en una regla para el log, como sigue.

Teorema 2.1. Si u y v son >0, entonces

log uv = logu + logv.

Demostracion. Sea a = logu y b =logv. Entonces

ea+b = eaeb - eloguelogv —

Por definicion, la relacién

a+bd

€ =uv

significa que
loguv = a +b=logu+logv
que era lo que se tenia que demostrar.

Teorema 2.2. Si u> 0, entonces

logu~! = —logu.

Demostracién. Tenemos que 1 = uu~!. Por lo tanto,
0 =log1 = log(uu™') = logu + logu™".

Al sumar —logu en ambos lados, se prueba el teorema.

‘
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Ejemplos. Tenemos

log(1/2) = —log2
log(2/3) = log2 — log 3.

' Es obvio que podemos tomar el log de un producto con mas de dos términos,
asi como podemos tomar la exponencial de una suma de mas de dos términos.
Por ejemplo

ed+b+c a+b_c

= el = ¢%?

e,
De manera andloga, si n es un entero positivo, entonces

na

— pa+a+t--+a
e — e +-+ =eaea_”ea=(ea)n,

donde el producto de la derecha se toma n veces.
Tenemos la regla correspondiente para el log, a saber,

log(u™) = nlogu.

Por ejemplo, por el teorema 2.1, hallamos que:
log(u?) = log(u - u) = logu + logu = 2logu.
log(u®) = log(u®u) = logu® + log u
= 2logu + logu
= 3logu.

Y asi sucesivamente, para obtener logu”™ = n logu.
Se sigue ahora que, si n es un entero positivo, entonces

1
logul/® = —
g nlogu.

L —_ 1 . .
Demostracion. Sea v = u!/™. Entonces v" = u, y hemos visto ya que
logv™ = nlogv.

Por lo tanto,

1
1 = - n
ogv nlogv ,

que es precisamente la relacién log u!/" = 1/nlogu.
El mismo tipo de regla vale para exponentes fraccionales, esto es:

Si m y n son enteros positivos, entonces

logu™™ = Z logu.
n
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Demostracin. Escribimos u™/® = (u™)*/". Entonces

log u™/™ = log(u™)'/"
1 m
== logu

m
= —logu

n

al usar los dos casos por separado.
Para dar idea del comportamiento de log, damos unos cuantos valores apro-
ximados:
log10=23,..., log10000 = 9.2,...,
log100 = 4.6,..., log 100000 = 11.5,. ..,

log1000 = 6.9,..., log1000000=1323,...,
Se puede ver que, si z crece como una progresion geométri?a, entonces logz
crece como una progresién aritmética. Los valores anteriores ilustran la regla
log 10" = nlog 10,
donde log 10 es aproximadamente 2.3.

En los ejercicios 17 y 19 de la seccién §1 habrén probado que 2.5 < e < 3.
Hacer una tabla de los valores e® y loge™ = n. Entonces se pue<.ie. comparar el
crecimiento de e® con loge® de manera similar. Para enteros positivos se puede
ver que loge™ crece muy despacio comparado con e”. Por ejemplo,

loge® = 3,
loge®* = 4,
loge® =5,
loge!® = 10.

Usando el hecho de que e esta entre 2 y 3, se puede ver que las potencias como
€5 o €!° son bastante grandes comparadas con los valores de log, que son 5y
10, respectivamente, en estos casos. Por ejemplo, como e > 2, tenemos

e!? > 21° > 1000.
Se observa el mismo fenémeno en direccién opuesta para las potencias negativas
de e. Por ejemplo:

1
- =-1,
log .
1
loge—2 = -2,
1
log-e—s = —3,
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Hacer h = 1/eY. Conforme h tiende a 0, y se vuelve positivo grande, pero
bastante despacio. Hacer una tabla andloga para log(1/10") con n =1, 2, 3,
4, 5, 6, para obtener una idea con ejemplos numéricos.

Observen que si £ es un nimero entero positivo y escribimos z = e¥ , entonces
y = log z es negativo grande. Por ejemplo,

. 6 106
siz=1/el" =10, entonces logz = —10°,

siz=1/e!0"" = 10" entonces logz = —101%°,

En resumen:

Si £ — 0, entonces logz — —0o0.

La razén viene del comportamiento de e¥. Si y — —o0, entonces e — 0. Del
mismo modo, si y — 00, entonces e¥ — co. Esto se traduce en la propiedad
correspondiente de la funcién inversa:

Si z — oo, entonces logz — 0.

La derivada de log
A continuacién consideramos las propiedades de diferenciacién de la funcién log.
Sea
y=e y z =logy.

Por medio de la regla para diferenciar funciones inversas, hallamos

Por lo tanto, tenemos la férmula:

Teorema 2.3.

S 9
al=
<R

<
< |-

De la gréfica de e vemos que e* toma todos los valores > 0. Por ello, la
funcidn inversa log est4 definida para todos los nimeros reales positivos, y por la
manera general de hallar la grafica de una funcién inversa, vemos que su grafica
se ve como en la figura.
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eje y

y=log x

eje T

—

En la figura, la gréfica cruza el eje horizontal en 1, pues
e’ =1 significa que logl=0.

Noétese que la derivada satisface

dl 1
8% = = >0, paratodo z>0,
dz z
de modo que la funcién log es estrictamente creciente.
Mis atin
d?logz 1
——— =—-—<0.
dz? 22 <

Concluimos que la funcién log se dobla hacia abajo segiin se mostrd.

Observacién. A veces consideraremos funciones compuestas del tipo
log(f(z)). Como log no est4 definida para nimeros < 0, la expresién log(f(z))
esta definida sélo para mimeros z tales que f(z) > 0. Esto es lo que debe
entenderse cuando se escriba este tipo de expresién.

Entonces, si escribimos log(z — 2), estara definida sélo cuando z —2 > 0,
en otras palabras, z > 2. Cuando escribamos log(senz), la expresién tendra
sentido sélo cuando senz > 0. No est4 definida cuando senz < 0.

Ejemplo. Hallar la recta tangente a la curva y = log(z — 2) en el punto

=5.
: Sea f(z) = log(z — 2). Entonces f'(z) =1/(z—2) y

f(6)=1/3.
Cuando z = 5, log(z — 2) = log3. Debemos hallar la ecuacién de la recta con
pendiente 1/3, que pasa por (5,log3). Esto es ficil, como puede verse:

y—log3 = 3(z —5).

Ejemplo. Esbozar la grafica de la funcién f(z) = z? + logz, para z > 0.
Comenzamos tomando la derivada, a saber,

z) =2z + L
f(a:)_2x+z‘

[VIII, §2] EL LOGARITMO 299
La funzcién f tiene un punto critico precisamente cuando 2z = —1/z, esto
es, 2z° = —1. Esto nunca puede suceder, por lo cual no hay punto critico.

Cua:ndo z > 0, la derivada es positiva, por lo que en este intervalo la funcién es
estrictamente creciente.

Cuando & se vuelve positivo grande, z2 y log z se vuelven positivos grandes
Por lo tanto, .
si z-— o0, entonces f(z)— oo.

CCfnforme z tiende a 0 por la derecha, z? tiende a 0, pero logz se vuelve
negativo grande. Por lo tanto,

. si £—0 y >0, entonces f(z)— —oo.
Flnalrr}ente, para determinar las regiones donde f se dobla hacia arriba o
hacia abajo, tomamos la segunda derivada y hallamos

1" - 1 21)2—1
f(l')—?—;;: 22

Entonces:
fl2) >0 <= 227-1>0 < z>1/2
<>  se dobla hacia arriba.

De manera semejante,
f2) <0 <= 22-1<0 < z<1/V2

<=  f se dobla hacia abajo.
Por lo tanto, 1/v/2 es un punto de inflexién. Afirmamos que

f(1/V2) > 0.
En efecto,
FANR) = % ~ log(v/3) = % - %logl

Pero el log es estrictamente creciente y 2 < e, de modo que
log2 <loge = 1.

Por lo tanto, 1 —log2 > 0. Esto prueba que f(1/v/2 i
’ : > 0.
gréfica de f se ve asi. que f(1/v2) Se sigue que la

Grafica de f(x) =x%4 |0g x

Sl-
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VII, §2. EJERCICIOS

1. ;Cu3l es la recta tangente a la curva y = logz en el punto cuya abscisa es (a) 2,
(b) 5, (c) %?

2. ;Cuil es la ecuacién de la recta tangente a la curva y = log(z® 4+ 1) en el punto
cuya abscisa es (a) -1, (b) 2, (c) —3?

3. Hallar las derivadas de las funciones siguientes:

(2) log(sen ) (b) sen(log(2z +3)) (c) log(z® +5) ‘ (@) log 22
sen z
4. ;Cudl es la ecuacién de la recta tangente a la curva y = log(z +1) en el punto cuya
abscisa es 37

5. ;Cudl es la ecuacién de la recta tangente a la curva y = log(2z — 5) en el punto
cuya abscisa es 47

6. (a) Probar que log(1+ z) < z para todo z > 0. [Idea: Sea f(z) =z —log(1 +z),
hallar f(0) y mostrar que f es estrictamente creciente para z > 0.]
(b) Para £ > 0, mostrar que
z
173 < log(1 + z).
Hallar la recta tangente a la curva en el punto indicado.
7. y=logz, en z=¢ 8. y==zlogz, en t=¢

9. y==zlogz, en =2 10. y=log(z3), en z=e

1

. = — = . = — =2
11. y fogz enz=¢ 12. y Toga’ en z
Diferenciar las funciones siguientes.

1
2

13. log(2z + 5) 14. log(z® +3) 15. fogz
16. lo:z 17. z(logz)'/® 18. log /1 — 22

19. Trazar la curva y =z +logz, z > 0.

20. Probar que existe un nimero tnico z > 0 tal que logz + z = 0. [Idea: Mostrar
que la funcién es estrictamente creciente y toma valores positivos y negativos. Usar
el teorema del valor intermedio.]

VIil, §3. LA FUNCION EXPONENCIAL GENERAL .

Sea a un nimero > 0. En la seccién §1 listamos cuatro propiedades de la funcién
a®, con z como la variable. Listaremos una mas:

Propiedad 5. Para todos los nimeros z y y tenemos

(@) = a®.
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Por ejemplo, si £ = n y y = m son enteros positivos, entonces (a™)” es el
producto de a™ consigo mismo n veces, que es igual a a™” . Deduciremos ahora
algunas consecuencias de esta propiedad.

En primer lugar, de la seccién anterior sabemos que

a = e'o8s,

Por lo tanto,
a® = (eloga)a:.

Por la propiedad 5, se tiene

a® = e*loga

pues (loga)z = zloga. Asi por ejemplo,
9% — ea:log‘.’, 7 = ezlogr’ 10% = ezloglo‘

La férmula anterior permite hallar la derivada de a®. Recuerden que a debe
considerarse constante.

Teorema 3.1. Tenemos

%l = a®(loga).

Demostracién. Usamos la regla de la cadena. Sea u = (loga)z. Entonces
du/dz =loga y a® = e*. Por lo tanto,

d(a” u
(a®) - Mﬁ = e"(loga) = a” loga

dz = du dz
segin se deseaba.
Ejemplo.
d27) _ o2
dn = 2% log 2.

Advertencia. La derivada de z° NO es z% logz. Obténgase en el ejercicio
7. La diferencia entre z” y a® (como 2° o 10%) es que a es constante, mientras
que, en la expresidén 7, la variable z aparece dos veces.

El resultado del teorema 3.1 aclara el misterioso limite
lim 21
h—0 h
encontrado en la seccidn §1. Veremos ahora que este limite es igual a log2. De
manera mas general, sea a > 0 y sea

f(z)=a">.
En la seccién §1 dimos el argumento de que
f'(z) = a” lim -1
- h—0

h
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Por el teorema 3.1 sabemos ademas que
f'(z) = a®loga.

Por lo tanto,

h

, a
lim

Jim = loga.

Como el log es estrictamente creciente, hay un solo nimero a tal que loga =1,
y ese nimero es a = e. Asi, la funcién exponencial €” es la tinica entre todas
las posibles funciones exponenciales a® cuya derivada es igual a si misma. Por
el teorema 3.1, como
da®
dz
si @ # e, entonces obtenemos el factor loga # 1 en la férmula para la derivada
de a®.
Como aplicacién de nuestra teoria de la funcién exponencial podemos ocu-
parnos de la funcién potencia general (que dejamos pendiente en el capitulo
II1).

Teorema 3.2. Sea c cualquier nimero, y sea

=a"loga,

f(z)=2°
definida para z > 0. Entonces f’'(z) existe y es igual a
fl(z) = ez L.

Demostracién. Hacer u = clogz. Por definicién,

f(.’t) - ecloga: =¥,

Entonces
du ¢
dr ~ z’
Usando la regla de la cadena, vemos que
du c c _
f/(l') —e¥ . — = eclog:r: S =z¢ .= =cz’z 1 Cl?c—l
dz z z

Esto prueba nuestro teorema.

Advertencia. El ntimero c en el teorema 3.2 es constante, y  es la variable.

No confundir
,‘ici —_— zl iifi —
Iz ¢ loge con i cx

c—1

Ejemplo. Hallar la recta tangente a la curva y = =% en z = 2.
Podemos escribir la funcién z* en la forma

R (OET
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Entonces,
fI(I) - ezlogz (1} . % + logz)

= z%(1 + log z).
En particular, obtenemos la derivada (pendiente) en z = 2,
f1(2) = 2*(1 + log 2) = 4(1 + log 2).

Tenemos f(2) = 22 = 4. Por lo tanto, la ecuacién de la recta tangente en z = 2
es
y—4=4(1+log2)(z - 2).

Definicién. Cuando z y y son dos niimeros tales que y = 2%, es costumbre
decir que z es el log de y de base 2. De manera analoga, si a es un nimero
>0y y=a®=e"%% decimos que z es el log de y de base a. Cuando
y = €%, decimos simplemente que z = logy.

El log de base a se escribe a veces log, . /
Concluimos esta seccién estudiando limites, que ahora son féciles de manejar.
En primer lugar tenemos

Limite 1.

, 1
;{T(I)Elog(l-l-h) =1

En cfecto, el limite del lado izquierdo no es mds que el limite del cociente de
Newton
im log(1+ h) —log1

_ '
lll_.o A =log/(1).

Como log'(z) = 1/z, se sigue que log’(1) = 1, como se deseaba.

Limite 2.

: 1/h _
}{l_l}}l)(l-%h) =e.

Demostracién. Tenemos .
(1 + h)l/h - el/hlog(l+h)

ya que, por definicién, a® = ¢*1°6%, Acabamos de ver que
1
T log(1+h)—1 cuando h—0.

Por consiguiente,
e(1/h)log(1+h) _, o1 _ cuando h — 0.

Esto prueba el limite deseado.
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Observacién. Aqui estamos usando la continuidad de la funcién e”.
Si z tiende a un mimero z(, entonces e® tiende a e*°.
Que la funcién e® sea continua se sigue de la hipdtesis de que e es diferenciable.

Por ejemplo, si z tiende a /2, entonces e® tiende a eV2.
Si z tiende a 1, entonces e tiende a e! =e.
Si z tiende a 0, entonces e tiende a €® = 1.

Regresemos al limite 2 y reformulemos este limite. Escribimos h = 1/z.
Cuando h tiende a 0, = se vuelve grande, esto es,

h—0 si,ysélosi, z— oo.
A partir de eso hallamos el limite:

Limite 3.

1 z
lim (1 + -—) =e.
=00 ¥

En los ejercicios se dedujo facilmente de este limite que, para r > 0, tenemos

lim (1 + ::-)I =e".

T—+00

Esto tiene una aplicacién interesante.

Ejemplo. Interés compuesto. Sea A una cantidad de dinero invertida a
interés compuesto anual de 1007 por ciento, donde r > 0. Asi r es la razén de
la tasa de interés de 100 por ciento. Entonces esta cantidad original crece hasta
las cantidades siguientes después del nimero indicado de afios:

Después de 1 afio: A+ 1A =(1+r)A. _
Después de 2 afios: (1+7)A+r(1+r)A=(1+7r)%A.
Después de 3 afios: (1+7)2A+r(1+7)2A=(1+r)3A.

Al continuar de esta manera concluimos que, después de n afios, la cantidad es
A =(1+r)"A

Supongamos ahora que esta misma tasa de interés de 100r se compone cada
1/m afios, donde m es un entero positivo. Esto es equivalente a decir que la tasa
es de 1007/m por ciento por 1/m afios, compuesto cada 1/m afios. Apliquemos
la férmula anterior al caso donde la unidad de tiempo es 1/m afios. Entonces
q afios son iguales a gm - 1/m afios. Por lo tanto, si el interés se compone cada
1/m afios, depués de ¢ afios la cantidad es

Agm = (14 2)" A
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La cantidad que se obtiene después de ¢ afios, si el interés estd compuesto
continuamente, es el limite de A, ,, cuando m — oco. A la luz del limite que el
lector ya debe haber determinado, vemos que después de ¢ afios de composicién
continua, la cantidad es

lim (1+=)" A=A,
m—00 m

Para dar un caso numérico, suponer que 1000 délares producen el 15 por
ciento compuesto anualmente. Entonces r» = 15/100. Después de 10 afios, la
cantidad sera

€519 1000 = !-1000.

Como e es aproximadamente 2.7, se puede obtener una respuesta numérica
definida.

Vill, §3. EJERCICIOS
;Cudl es la derivada de 10°? ;Y de 7°?
i{Cual es la derivada de 3*? ;Y de »*?
Trazar las curvas y = 3% y y = 37", Localizar al menos cinco puntos.

1.

2.

3.

4. Trazar las curvas y = 2% y y = 27", Localizar al menos cinco puntos.
5. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva y = 10* en z = 0.
6.

Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva de y = #* en z = 2.

7. (a) (Cudl es la derivada de la funcién z* (definida para z > 0)? [Idea: z* =
erlog.z'
(b) iCual es la derivada de la funcién z(**)?

8. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la curva y = z*

(a)enel punto z=1 (b)enz=2 (c)en z=3.
Hallar las rectas tangentes a las curvas siguientes:

9. y=zv7 (@) en z=2 () enz=5

10. y=z"V% (a) en z =2 (b)) enz=5

11. Si @ es un mimero > 1 y .5 > 0, mostrar que
\ ;

":."‘w?’ @.g%—1>a(z—1).

»

12. Sea a un nimero > 0. Halla¥"

s puntos criticos de la funcién f (z) = z%/a".

13. Sea 0 < r. Usando el limite 3, probar el limite
r x
lim (l + —) =e".
Z—00 z

[Idea: Sea z =ry y sea y — 00.]
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14. Mostrar que
lim n({/a—1) =loga.
N 00

[Idea: Sea h = 1/n.] Este ejercicio muestra cémo se pueden obtener aproximaciones
del logaritmo con sélo tomar raices n-ésimas ordinarias. De hecho, al tomar n = 2%
y usar enteros grandes k, obtenemos aproximaciones arbitrariamente buenas de log
al extraer una sucesién de raices cuadradas. Hacerlo en una calculadora de bolsillo
para verificarlo.

Viil, §4. ALGUNAS APLICACIONES

Se sabe (de datos experimentales) que cuando un trozo de radio se deja para
que se desintegre, la razén de desintegracién es proporcional a la cantidad de
radio que queda. Dos cantidades son proporcionales cuando una es un miltiplo
constante de la otra.

Supdngase que en el tiempo t = 0 tenemos 10 gramos de radio y que en el
tiempo ¢ queda f(t) cantidad de radio. Entonces

i _
= = Kf(t)

para alguna constante K. Tomamos K negativa porque la interpretacién fisica
es que la cantidad de substancia decrece.
Mostremos que existe una constante C tal que

f(t) = CeXt.

Si tomamos la derivada del cociente
f)
oKt
y usamos la regla para la derivada de un cociente, hallamos

BT () FERCEL. S

dt \ eKt | — e2Kt

pues f/'(t) = Kf(t). Como la derivada es 0, el cociente f(t)/eX? es constante,
o, de manera equivalente, hay una constante C tal que

f(t) = ceXt.

Sea t = 0. Entonces f(0) = C. Asi, C = 10, sisse supone que comenzamos con
10 gramos.

En general, si f(t) = CeX! es la funcién que da la cantidad de substancia
como funcién del tiempo, entonces

f0)=C,
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y C se interpreta como la cantidad de substancia cuando ¢ = 0, esto es, la
cantidad original.

También se puede considerar una reaccién quimica. Es frecuente el caso en
que la razén de la reaccién es proporcional a la cantidad de la substancia reactiva
presente. Si f(t) denota la cantidad de substancia que queda después del tiempo
t, entonces

af

2 = Kf@)

para alguna constante K (determinada experimentalmente en cada caso). Es-
tamos entonces en una situacién semejante a la anterior, y

f@t) = ceXt,
donde C es la cantidad de substancia en t = 0.

Ejemplo 1. Suponer que f(t) = 10eX*, donde K es una constante. Supo-
ner que f(3) =5. Hallar K.

Tenemos
5 = 10e%3,
y entonces
Bk _1
10 2’
de donde ]
3K =log(1/2) y K== ;g2.

Ejemplo 2. El azicar se disuelve en el agua a una razén proporcional a la
cantidad atn sin disolver. Si 25kg de aziicar se reducen a 7kg en 3hr, ;cuindo
se disolvera el 20 por ciento del azicar?

Sea S(t) la cantidad de azicar que ain no se disuelve, en el instante .
Entonces, por hipétesis,

S(t) = Ce™*t
para constantes adecuadas C' y k. Mas aiin, como S(0) = C, tenemos C = 25.
Asi

S(t) = 25e~kt,
También tenemos

5(3) = 25e~3* =7
de modo que
-3k _ T N
25°

Asi podemos despejar k, a saber, tomamos el log y obtenemos

-3k = log(7/25),

€

de donde ]
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Cuando se ha disuelto el 20 por ciento, queda el 80 por ciento. Nétese que el
80 por ciento de 25 es 20. Queremos hallar ¢ tal que

20 = 25e~**,
o, en otras palabras,
k20 _4
T2 5
Obtenemos
—kt = log(4/5),
de donde

, _ log(4/5) _ , log(4/5)
T Tk “log(3/10)

Esta es nuestra respuesta. ,

Observacién. No cambia el resultado si comenzamos con
Sty=Ce™® o  S(t)=Ce".

Incluso pudimos haber trabajado el problema de otra manera. Para aplicaciones,
cuando las substancias decrecen resulta conveniente usar una convencién tal
que k > 0, de modo que la expresion e~¥t decrezca cuando t crece. Pero
matematicamente, los procedimientos son equivalentes, basta hacer K = —k.

Ejemplo 3. Una substancia radiactiva se desintegra proporcionalmente a
la cantidad de substancia presente en un instante dado, digamos

f)Ce™™

para alguna constante positiva k. ;En qué instante quedara exactamente 1 /4
de la cantidad original?
Para hacer esto, queremos saber el valor de ¢ tal que

Fit)y=C/4.
Por ello, queremos resolver
Ce™* = C/a.
Nétese que podemos cancelar C' para obtener e~** = 1/4. Tomando logaritmos
se tiene

—kt = —log4,
de donde . log4
==

Observen que la respuesta es independiente de la cantidad original C. Los
experimentos permiten determinar la constante k. Por ejemplo, si se pudiera
analizar una muestra y determinar que queda 1/4 parte después de 1000 afios,
hallariamos que

_ logd

k= 1000°
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Ejemplo 4 El crecimiento exponencial también refleja la explosién demogra-
fica de la poblacién. Si P(t) es la poblacién como funcién del tiempo ¢, entonces
su razén de crecimiento es proporcional a la poblacién total; en otras palabras,

dp _
i KP(t)

para alguna constante positiva K. Se sigue entonces que
P(t) = CeX?
para alguna constante C, que es la poblacién en el instante ¢ = 0.

Supongan que buscamos el instante en que se duplicard la poblacién. Debe-
mos entonces hallar ¢ tal que

ceXt =2C,
o, de manera equivalente,
Kt =2
Al tomar log se tiene
Kt =log?2,
de donde
_log2.
=

Nétese que este instante depende sélo de la razén de cambio de la poblacién, no
del valor original de C.

Vill, §4. EJERCICIOS

1. Sea f(t) = 10eX* para alguna constante K. Suponer que se sabe que f(1/2) = 2.
Hallar K.

2. Sea f(t) = Ce®*. Suponer que se sabe que f(2) = 5. Determinar la constante C.

3. Un gramo de radio se deja para que se desintegre. Después de un millén de afios
queda 0.1 gramo. ;Cuil es la férmula que da la razén de desintegracién?

4. Cierta substancia quimica reacciona de manera que la razén de reaccién es igual
a la cantidad de substancia presente. Después de una hora, quedan 20 gramos de
substancia. ;Cudnta substancia habia al principio?

5. Una substancia radiactiva se desintegra proporcionalmente a la cantidad de subs-
tancia presente en un instante dado, digamos )

f(t) = ceXt. .
(En qué instante habrd exactamente la mitad de la cantidad origina.i presente?

6. Suponer que K = —4 en el ejercicio anterior. ;En qué instante habra un tercio de
la substancia?
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7. Si las bacterias crecen en niimero con una razén proporcional al nimero presente,
icuanto tiempo pasara antes de que 1000000 de bacterias aumenten a 10 000 000
si tardan 12 minutos en aumentar a 20000007

8. Una substancia se descompone a razén proporcional a la cantidad presente. Después
de 3 minutos se ha descompuesto el 10 por ciento de la substancia original. ;Cudndo
se descompondra la mitad de la cantidad original?

9. Sea f una funcién de una variable t y crece a la razén df/dt = kf, donde k es
una constante. Sea a, = f(nt1), donde t; es un valor fijo de ¢, t3 > 0. Mostrar
que ao, a1, a2, ... €s una progresién geométrica.

10. En 1900, la poblacién de una ciudad fue de 50000 habitantes. En 1950 fue de
100000. Sila razén de crecimiento de la poblacién es proporcional a la poblacidn,
jcual sera la poblacién en 19847 ;En qué aiio serd de 2000007

11. Suponer que la razén de cambio de la presién atmosférica con respecto a la altura,
a cualquier altura, es proporcional a la presién que hay ahi. Si en el barémetro se

lee 30 a nivel del mar y 24 a 1835m, hallar la lectura barométrica a los 3058 m

sobre el nivel del mar.

12. El aziicar se disuelve en el agua a razén proporcional a la cantidad tomm
disolverse. Si 13.6kg de azicar se reducen a 4.5kg en 4 hr, jcuindo se disolverd
el 95 por ciento del azicar?

13. Una particula se mueve con velocidad s(t) que satisface ds/dt = —ks, donde k es
alguna constante. Si la velocidad inicial es de 16 unidades/min y si la velocidad se
disminuye a la mitad en 2 min, hallar el valor de t cuando la velocidad es de 10
unidades/min.

14. Suponer que la diferencia = entre la temperatura de un cuerpo y su medio ambiente
decrece a razén proporcional a su diferencia. Si £ = 100° cuando ¢t =0, y z = 40°
cuando ¢t = 40 minutos, hallar ¢ (a) cuando z = 70°, (b) cuando z = 16°, (c) el
valor de = cuando t = 20.

15. Al apostar, un jugador inexperto pierde dinero a una razén igual a la cantidad que
tiene en cada instante. ;En qué instante ¢t habrd perdido la mitad de su capital
inicial?

16. Se sabe que el carbono radiactivo tiene una vida medi4 de 5568 afios, lo cual
significa que eso tarda en descomponerse la mitad de la cantidad original. Ademis,
la razén de descomposicién es proporcional a la cantidad presente, de modo que,
por lo que hemos visto en el texto, tenemos la férmula

f)=ce*

para esta cantidad, donde C y K son constantes.

(a) Hallar explicitamente la constante K.

(b) Se halla algo de carbono descompuesto en una cueva y un analisis muestra que
se ha descompuesto un quinto de la cantidad original. ;Cudnto tiempo lleva el
carbono en la cueva?
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>< Viil, §5. ORDEN DE MAGNITUD

En esta seccién analizamos mds de cerca el significado de nuestra expresién acerca
z o s . .

de que €® crece mucho mas ripido que z,y log z crece mucho més despacio que

z, cuando z se vuelve grande positivo.

Consideremos el cociente .
e

z
cuando z se vuelve grande positivo. Tanto el numerador como el denominador
se vuelven grandes, y la cuestién es: ;cual es el comportamiento del cociente?

Primero hagamos una tabla para valores sencillos 2" /n cuando n es un entero
positivo, para ver experimentalmente que 2" /n se vuelve grande cuando n se
vuelve grande. Acordemos que n denotara siempre a un entero positivo, a menos
que se especifique otra cosa.

n 2" 2"%/n
1 2 2
2 4 2
3 8 8/3
4 16 4
5 32 32/5>6
10 1024 102.4 > 100
20 1048576 52428.8 > 5 x 104

Como 2 < e, tenemos 2"/n < €"/n, y vemos experimentalmente que e"/n
se vuelve grande. Ahora queremos probar esto. Probemos primero algunas
desigualdades para e®. Usamos técnicas de los ejercicios de la seccién §1 y
procedemos por pasos. Consideremos z > 0.

(a) Mostremos primero que

l+z<e” para z>0.

Sea fi(z) = € — (1+ z). Entonces fi(z) =€ —1. Como e > 1 para z > 0,
concluimos que

fiz)>0 para z>0. _
Por lo. tanto, fi(z) es estrictamente creciente para z > 0. Como f;(0) = 0,
concluimos que f;(z) > 0 para z > 0, lo cual significa que
€ —(1+2) >0, oen otras palabras, e*>1+gz,

como se queria demostrar.
(b) A continuacién mostramos que

z2

14z+ 2

< e® para z > 0.
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Sea fa(z) = € — (1 + = + 2?/2). Entonces f2(0) = 0. Mas atin,
fiz) =€ —(1+2).
Por la parte (a), sabemos que fj(z) > 0 para z > 0. Por lo tanto, f2 es

estrictamente creciente, y se sigue que fa(z) > 0 para z > 0, o, en otras
palabras,

2
e’—(l+z+%)>0 para z>0.

Esto prueba la desigualdad deseada.
Teorema 5.1. La funcidn e®/z se vuelve grande cuando z se vuelve grande.

Demostracién. Dividimos ambos lados de la desigualdad (b) entre z y obte-
nemos
T

1 r e
-< —.
z

—+1

z +1+ 2
Cuando z se vuelve grande, sucede lo mismo con el lado izquierdo, y queda
probado el teorema 5.1.

Teorema 5.2. La funcién e®/z? se vuelve grande cuando z se vuelve
grande. De manera mas general, sea m un nuimero positivo. Entonces

z
— — 00 cuando T — 00.
z.m

Demostracién. Usamos el mismo método. Primero se prueba la desigualdad

2 3

() ’ 1+z+§2—|+?3—'<e’ para z>0.

Recordar que, por definicién, 2! =2y 3! = 3.2 =6. Esta vez hacemos
fa(z) =€ - (1+z+-;—?+§!->.
Entonces f3(0) = 0. Més aiin, al usar la desigualdad (b) hallamos
fi(z) =€ — (1+z+ 52:-) = fo(z) >0 para z>0.
Por lo tanto, f3(z) es estrictamente creciente y entonces f3(z) > 0 para z > 0.

Esto prueba la desigualdad (c).
Si dividimos ambos lados de la desigualdad (c) por z?, hallaremos

_l_llze"'

Cuando z se vuelve grande, el lado izquierdo se vuelve grande, de modo que
¢?/z? se vuelve grande. Esto prueba la primera afirmacién del teorema 5.2.
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Podemosz co'?tlnuar con €l mismo método para probar el enunciado general
acerca de e*/z". En primer lugar debera probarse que

2 23 4

z x
—+§+—<ez para z>0

d
(d) 1+z+2! 7

para tener idea del procedimiento secuencial que se usé. Probaremos ahora el

paso general usando un entero arbitrario n. En general, sea
22
2!

3 n

z
_+...+f_.
n!

P,.(.‘L'):l-}-z-}- 3

+

Supongamos que ya se probé que

z2

x’l
1+z+—2—!-+---+-;l—!<e’ para x>0,
o, en otras palabras, que
P,(z)<e® para z>0.
Después probaremos que
Poyi(z) < e€® para z>0.
Para esto, hagamos
far1(@) =€ = Pogi(z) vy fa(z) =€ = Pu(2).

Enton(.:es, Jnt+1(0) =.0 Y fas1(2) = fa(z) > 0 para z > 0. Por lo tanto, fn4i
es estr’lctamente creciente, y entonces fp4+1(z) > 0 para z > 0, como se deseaba.
Asi pues, dado nuestro entero m, tenemos una desigualdad

2 m+1
l+z+Z 4.4 2

] myni <& para >0

Div'idimos ambos lados de esta desigualdad entre z™. Entonces el lado izquierdo
esta formado por una suma de términos positivos, el tltimo de los cuales es
_r
(m+1)"
Por lo tanto, obtenemos la desigualdad
z < e*
(m+1) " zm
Ct?mo el lado izquierdo se vuelve grande cuando z se vuelve grande, sucede lo
mismo con el lado derecho, y queda probado el teorema 5.2.

para z>0.

Ejemplo. Tracemos la grifica de f(z) = ze®. Tenemos

fl(z) =ze” + € =e*(z + 1).
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Como €* > 0 para todo z, obtenemos:
fl@)=0 < z+4+1=0 < =z=-1,
f(2)>0 <= =z4+1>0 <+ z>-1,
fz)<0 <= =2+1<0 <= =z<-1
Hay un solo punto critico en z = —1, y las otras desigualdades nos dan regiones

de crecimiento y de decrecimiento para f.
Respecto hacia dénde se dobla:

fl(2)=€" - 1+e(z+1)=€e"(x+2).
Entonces:
ffz)=0 <= =z=-2
f'(z)>0 <= z>-2 <= [ sedoblahacia arriba,
f'(2)<0 <= 2<-2 <= [ se dobla hacia abajo.
Siz — 00, entonces e — oo, de modo que f(z) — oo.
‘! Siz— —o0, entonces hacemos ¢ = —y, con y — oo.
Por el teorema 5.1,
ze® =—ye ¥ -0 si y — 00.
Finalmente, f(0) =0, f(=1) = —1/e, f(—2) = —2/e?, por lo que la grifica

se ve asi.

Gréfica de f(x) = xe*

_? -1

(=2, ~2/e%) [
(-1, =1/0)

Ejemplo. Sea 0 < a < 1, donde a es un nimero fijo. Hallar el méximo de
la funcién

f(z) = zd®.
Primero se toma la derivada:
f'(z) =z-a®loga +a”
=a"(zloga+1)

Como a® > 0 para todo z, vemos que
1

“loga’

f@)=0 < z=

13
t
i
fr
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Asi, la funcién tiene exactamente un punto critico. Mas atn,

fl(x)>0 <<= =zloga+1>0 <= =z<-

fi(z) <0 <= =zloga+l<0 < z>-—01.

(Recuerden que 0 < a < 1, de modo que loga es negativo.) En consecuencia,
la funcién es creciente en el intervalo situado a la izquierda del punto critico, y
decreciente en el intervalo que esta a la derecha del punto critico. Entonces, el
punto critico es el maximo deseado. El valor de f en este punto critico es igual
a

- -1_ —-1/loga _ L —~loga/loga
f-1/loga) = ~ oo os = L
_ 1
eloga’

Ejemplo. Mostrar que la ecuacién 3° = 5z tiene al menos una solucién.
Sea f(z) = 3° — 5z. Entonces f(0) = 1 y, mediante intento y correccién,
hallamos un valor donde f sea negativa, a saber

f@=9-10<0.

Por el teorema del valor intermedio, existe algin nimero z entre 2 y 0 tal que
f(z) =0, y este ntimero llena nuestros requerimientos.

De los teoremas 5.1 y 5.2, por medio de un cambio de variable, podemos
analizar lo que sucede cuando se compara logz con potencias de z.

Teorema 5.3. Cuando = se vuelve grande, el cociente z/logz también se
vuelve grande.

Demostracion. Nuestra estrategia es reducir este enunciado al teorema 5.1.
Hacemos un cambio de variables. Sea y = logz. Entonces z = € y nuestro
cociente tiene la forma

=z _¢

logz ~ y’
Sabemos que y = logz se vuelve grande cuando z se vuelve grande. Y, por el
teorema 5.1, lo mismo sucede con e¥/y. Esto prueba el teorema.

Corolario 5.4. Cuando & se vuelve grande, la funcién z —logz también se
vuelve grande.
Demostracién. Escribimos

_ log
a:—log:c—:c( - ),

que es el factor z en la expresién z —logz. Por el teorema 5.3, (logz)/z tiende
a 0 cuando z se vuelve grande y, como resultado, el factor
logz.
Tz
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tiende a 1. El factor z se vuelve grande, por lo que el producto se vuelve grande.
Esto prueba el corolario.

Observacién. Hemos usado la misma técnica de factorizacién que la usada
al analizar el comportamiento de los polinomios, como cuando escribimos

23 -222+5=23 <1—2+-§-3-)
z =z

para ver que el término z3 determina el comportamiento del polinomio cuando
z se vuelve grande.

Corolario 5.5. Cuando = se vuelve grande, z'/* tiende a 1 como limite.
Demostracién. Escribimos

zl/z’ - e(log t)/:l.'.

Por el teorema 5.3 sabemos que (logz)/z tiende a 0 cuando z se vuelve grande.

Por lo tanto,
e(logz)/=

tiende a 1, segiin se deseaba.

Observacién. En el corolario 4.5 usamos el hecho de que la funcién e* es
continua, pues cualquier funcién diferenciable es continua. Si u tiende a uo
entonces e tiende a e¥°. Asi, si u = (logz)/z, entonces u tiende a 0 cuando

z se vuelve grande, de modo que e* tiende a €® = 1.

VIil, §5. EJERCICIOS

1. Trazar la grifica de la curva y = ze?*. En éstos y otros ejercicios pueden conside-
rarse opcionales las cuestiones de convexidad, pero suelen salir ficilmente.
Trazar las grificas de las funciones siguientes. (En los ejercicios del 6 al 10, z # 0.)

2. ze=" 3. ze=* 4. 2%
5. z%e”* 6. e*/z 7. € /z?
8. e /g8 9. "~z 10. e+
11. e~ 4z

12. Trazar la grifica de f(z) =z —logz.

13. Mostrar que la ecuacién e” = az tiene al menos una solucién para cualquier nimero
a excepto cuando 0 < a<e.

14. (a) Dar valores de zlogz cuando z =1, 1, 1,..., en general cuando z = 1/2"
para algiin entero positivo n.
(b) ;Tiende zlogz a un limite cuando £ — 0?7 ;Qué sucede con z2log z? [Idea:
Sea z = e~Y, donde y se hace grande.]

15. Sea n un entero positivo. Probar que z(logz)” — 0 cuando z — 0.

16. Probar que (logz)"z — 0 cuando z — oo.
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17. Trazar las curvas siguientes para z > 0.
(a) y=zlogz (b) y=1z’logz
(c) y=z(logz)’ (d) y=z/logz

18. Mostrar que la funcién f(z) = z” es estrictamente creciente para z > 1/e.
19. Trazar la curva f(z) = z° para z > 0.

20. Trazar la curva f(z) =z~ para z > 0.

21. Sea f(z)=2"z". Mostrar que f es estrictamente creciente para z > 1/2e.

22. Hallar los limites siguientes cuando n — oo
(a) (logn)*/" (b) [(logn)/n]'/"
(© (nfem)*" @ (nlogn)'/

Vill, §6. EL LOGARITMO COMO EL AREA BAJO LA CURVA 1/x

Esta seccidn es interesante por si misma, pues nos da una idea mas clara de lo que
es el logaritmo. También proporciona una agradable y breve introduccién a la
integracidn, la cual se analizard en la parte siguiente. Daremos una interpretacién
del logaritmo como el drea bajo una curva.

Definimos una funcién L(z) como el 4rea bajo la curva 1/z entre 1 y z si
z > 1, y el negativo del drea bajo la curva 1/z entre 1 y zsi 0 <z < 1. En
particular, L(1) =0.

La parte sombreada de la figura siguiente representa el area bajo la curva
entre 1 y z. Del lado izquierdo tomamos z > 1.

Grificade f(x) = 1/x

Griaficade f(x) =1/x

L(z) para z>1 L(z) para 0<z<1

Si .0 < z < 1, tendriamos la figura que se muestra a la derecha. Hemos dicho
que, si 0 < £ < 1, entonces L(z) es igual al negativo del drea. Asi, L(z) < 0 si
0<z<l,y L(z)>0siz>1.

Probaremos:
1. L'(z) = 1/=.
2. L(z) = logz.
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La primera afirmacién de que L/(z) = 1/z es independiente de todo lo demds
en este capitulo, y lo enunciamos en un teorema separado.

Teorema 6.1. La funcién L(z) es diferenciable, y
dL(z) 1
dz =z
Demostracién. Formamos el cociente de Newton
L(z + h) — L(z)
h
y debemos probar que tiende al limite 1/z cuando h tiende a 0.

Tomemos por el momento z > 1 y h > 0. Entonces, L(z + h) — L(z) es el
area bajo la curva entre z y £+ h. Como la curva 1/z es decreciente, esta area
satisface las desigualdades siguientes:

hrlh < Lz +h) - L(z) < hs.
En efecto, 1/z es la altura del rectangulo grande segiin esta trazado en la figura
siguiente y 1/(z + k) es la altura del rectangulo pequeiio. Como h es la base
del rectangulo, y como el 4rea bajo la curva 1/z entre z y z + h esta entre

1/z
1/(z+h)

z x+h

los dos rectdngulos, vemos que satisface nuestras desigualdades. Dividimos am-
bos lados de las desigualdades entre el niimero positivo h. Entonces se preservan
las desigualdades y obtenemos
1 < L(z + h) — L(x) < l
z+h h z

Cuando h tiende a 0, el cociente de Newton estd comprimido entre 1/(z + h)
y 1/z y en consecuencia tiende a 1/z. Esto prueba nuestro teorema en el caso
h>0.

Cuando h < 0, usamos un argumento analogo, que dejamos como ejercicio.
(Se debera prestar atencién al signo de L. Ademds, cuando se divida una des-
igualdad entre h y h < 0, se invertira el sentido de la desigualdad. Sin embargo,
se verd que de nuevo el cociente de Newton se comprimeé entre 1/z y 1/(z+h).)
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Teorema 6.2. La funcién L(z) es igual a logz.

Demostracién. Ambas funciones, L(z) y logz, tienen la misma derivada, a
saber, 1/z para z > 0. Por lo tanto, existe una constante C tal que

L(z) =logz + C.
Esto es cierto para todo z > 0. En particular, sea £ = 1. Obtenemos
0=L(1)=logl+C.
Pero log1 = 0. Por lo tanto, C' =0, y el teorema esta probado.

Puede usarse la identificacién de log con el 4rea bajo la curva 1/z para dar

desigualdades para el log. Esto es sencillo Y se propone como ejercicio. También
podemos obtener un estimado para e.

Ejemplo. El irea bajo la curva 1 /z entre 1 y 2 es menor que el drea de un

rectangulo cuya base es el intervalo [1,2] y cuya altura es 1 segin se muestra
en la figura siguiente: ’

1/2

Por lo tanto, obtenemos la desigualdad
log2 < 1.

Como loge =1, se sigue que 2 < e. Esto da un estimado por abajo de e.

De manera anéloga obtenemos un estimado por arriba. El drea bajo la curva
[11/x2]entre 1 yI 2 es ma)}or que el drea del rectangulo cuya base es el intervalo

»4] ¥ cuya altura es 1/2, seglin se mostré en la figur teri
obtenemos la desigualdad gure snterior. Tor lo tanto,
log2 > %
Entonces
log4 = log(2%) = 2log2>2-= =1.

Como loge = 1, se sigue que e < 4.

En los ejercicios del 16 al 19 de la seccién §1 vimos otro método para obtener

estimados para e. El método con el area bajo la curva se puede usar en otros
contextos, y es 1til por si mismo.

N =
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VIll, §6. EJERCICIOS

1. Sea h un nimero positivo. Comparar el drea bajo la curva 1/z entre 1y 1+ 4
con el drea de rectingulos adecuados para mostrar que
h
—— <log(1+ &) < h.
T35 < og(1+ k) <

2. Probar, usando el ejercicio 1, que
1
lim - 1+h)=1.
fim, 3 og(1 + )
3. Probar, mediante comparacién de dreas, que para todo entero positivo n tenemos
1 1 1
1 < (14) <o

4. En lugar de usar, como en el texto, log4 = log (2?), usar dos rectdngulos bajo la
grifica de 1/z, con bases [1,2] y [2,4], para mostrar que log4 > 1.

><vm, APENDICE. DEMOSTRACION SISTEMATICA DE LA TEORIA
DE EXPONENCIALES Y LOGARITMOS

En lugar de suponer las cinco propiedades bdsicas de la funcién exponencial,
como en las secciones §1 y §3, pudimos dar una presentacién del log y de la
exponencial como sigue. Esto es s6lo para quienes estén interesados en la teoria.
Comenzamos definiendo L(z) como lo hicimos en la seccién §6. La demos-
tracién de que L'(z) = 1/z es autocontenida y produce una funcién L definida
para todo z > 0 y que satisface
L(z)=1/z y L(0)=1.

Como 1/z > 0 para todo z > 0, se sigue que la funcién L es estrictamente

creciente, de modo que tiene funcién inversa que denotamos por z = E(y).
Entonces, al usar la regla para la derivada de una funcién inversa, hallamos:

Asi hemos hallado una funcién E tal que E'(y) = E(y) para todo y. En otras
palabras, hemos hallado una funcién igual a su propia derivada.
Como L(0) = 1, hallamos que E(1) = 0.

A continuacién probamos:

Para todos los nimeros a, b > 0 tenemos

L(ab) = L(a) + L(b).

Demostracion. Fijar el nimero a y sea f(z) = L(az). Por la regla de la
cadena, obtenemos

1
F@)=—-a=1.
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Como L y f tienen la misma derivada. ila
» hay una constante C' tal que f(z) =
L(z) + C para todo £ > 0. En particular, para £ = 1 obtenemos ave 1(z)
5 ; L@)=f(1)=L)+C=0+C=C.
e modo que L(a) = C y L(az) = L i

e, (az) (z) + L(a). Esto prueba la primera

Com(l)l L'(z)=1 /:; > 0 para z > 0, se sigue que L es estrictamente creciente.
Como L"(z) = —1/22 < 0, se sigue que L se dotla hacia abajo.

Sea a > 0. Obtenemos:

L(a®) = L(a) + L(a) = 2L(a),

. L(a®) = L(a%a) = L(a®) + L(a) = 2L(a) + L(a) = 3L(a).
Al continuar de esta manera, obtenemos que, para todos los enteros positivos n:
L(a™) = nL(a)
En partic.ular, témese a > 1. Como L(1) = 0, concluimos que L(a) > 0, pues
L es estrictamente creciente. Por lo tanto, L(a") — oo cuando n — o<; De
nuevo, dado que L es estrictamente creciente, se sigue que L(z) — oo cuando
z — 00.
De la férmula
0=L(1) = L(aa™!) = L(a) + L(a™h)

concluimos que

L(a~t) = —L(a).

gn:z:::smac]on, sea z que tiende a 0. Se escribe z = 1/y donde y — oo.
L(z) =-L(y) > —0c0  cuando Yy — 0o
de modo que L(z) — —oco cuando z — 0.
. Sea ahora E la funcién inversa de L. Ya probamos que E’ = E. La funcién
inversa de L se define en el conjunto de valores de L, que son todos los niimeros
El conjunto de valores de E es el dominio de definicién de L, que es el conjuntc;
de;; l'os nﬁme;os pgsitivos. De este modo, E(y) > 0 para todo Y. Asi, E es
(}a-;/s' ;;c:lzlll:l(—:;l;ea:::iraec;:g:)ea.y E"(y) = E(y) para todo y muestra que la gréfica de
Tenemos que E(0) =1, pues L(1)=0.
Entonces podemos probar que

E(u +v) = E(u)E(v).

A saber, sean a = E(u) y b = E(v). Por el significad i6n i
) = . d
s Sl R A ) gnificado de funcién inversa,
L(ab) = L(a) + L(b) = u + .
Por lo tanto,
E(u)E(v) = ab = E(u + v),
como habia que mostrar.
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Definimos ahora e = E(1). Como E es la funcién inversa de L, tenemos
L(e) = 1. De la regla
E(u+v) = E(u)E(v)

obtenemos ahora que, para cualquier entero positivo n,
E(n)y=E(1+1+---+1)=E(1)" = e”.
De manera analoga,
E(nu) = E(u)".

Hacer u = 1/n. Entonces

e:E(l):E(n-%):E‘(%)n.

Por consiguiente, E(1/n) es laraiz n-ésima de e. A partir de ahora escribiremos

U

e* enlugar de E(u).

A continuacién tratamos con la funcién exponencial general.
Sea a un nimero positivo y z cualquier nimero. Definimos

a® = ezloga.

Asi,
a\/f = e\/f loga

Al hacer u = zloga y usando loge* = u, hallamos la férmula

loga® = zloga.

Por ejemplo,
log?ﬁ/i =2log3.
Una vez hecha la definicién general de a®, en aquellos casos donde tenemos una

idea preconcebida de lo que debera ser a”, por ejemplo cuando £ = n es un
entero positivo, debemos estar seguros de que

e"1989  ¢g el producto de a consigo mismo n veces.
Por ejemplo, tomar z = 2. Entonces

62 loga _ eloga+loga = elogaeloga =a-a,

ealoga - eloga+loga+loga = elogaelogaelbga —a-a-a.
y asi sucesivamente. Para cualquier entero positivo n tenemos

e” loga

= elog a+loga+:--+loga

= eIog aeloga . eloga

=a-a---a (producto tomado n veces).
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Entonces, si iti nloga gigni
; » 81 T es un entero positivo, e"'°€ significa el producto de a consigo
mismo n veces.

De manera aniloga,

(1/n)logayn __ _(1/n)l n a
(e )* = e(t/m)logag(1/n)loga  (1/n)log (producto tomado n veces)

= e(1/n)loga+(1/n)loga+---+(1/n)loga
— (loga
=a.
Por lo tanto, la n-ésima potencia de e(1/n)loga ¢g igual a a, de modo que
e(/M)loga o5 13 n_ésima raiz de a.

EStO Hluestra que € 3 es 10 que se espela uando T €s el'ltelo pOSltlvo o
C
un
una f!a.CCIOn.

| A continuacién probamos otras propiedades de la funcién a®. En primer
ugar:

a®=1.

Demostracién. Por definicién, a® = 01088 — ¢0 = 1,

Para todos los nimeros = y y tenemos

ar+y =a%a¥.

Demostracién. Comenzamos con el lado derecho para tener
aa? = ez]ogaey loga - ezloga-’-y loga
= e(+y)loga

= a®1y,
Esto prueba la férmula.

Para todos los nimeros z y y,

(a°) = a%v.,

Demostracion.

(az)y = eYloga®

vz loga (pues u¥ = Y198 para u > 0)
=e

(pues loga® = zloga)
=a"¥ (pues a’ = etl°84 cop el
valor particular ¢t = zy = yz)
probando asi la propiedad deseada.

Hasta aqui ya recuperamos las cinco propiedades de la funcién exponencial
general que se usaron en las secciones §1, §2 y §3.
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Viil, APENDICE. EJERCICIO
Parte tres

Suponer que no se sabe nada acerca de las funciones logaritmo y exponencial. Se nos
da una funcién E tal que :

E'(z) = E(z) para todos los mimeros z, y E(0) =1. | P4
Probar: : l nteg raCI O n

(a) E(z) # 0 para todo z. [Idea: Diferenciar el producto E(z)E(—z) para mostrar
que este producto es constante. Usar E(0) =1 y decir cudl es la constante.] i
(b) Sea f una funcién tal que f'(z) = f(z) para todo z. Mostrar que existe una
constante C tal que f(z) = CE(z). '

(c) Para todos los niimeros u y v, la funcién E satisface
E(u+ v) = E(u)E(v). '

[Idea: Fijar el nimero u y sea f(z) = E(u + z). Después aplicar (b).]




