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Trazar las gréficas de las curvas siguientes dadas en coordenadas polares

6. r* =cosf 7. 1’ =senf ' ‘.
8. (a) r=sen’8 (b) r = cos’§ 9. r=4sen’ 8 ' CAPITULO v
, 10. r=3 11. r=4
R B e . El teorema del valor medio
14. r=1+4cosf 15. r=1—senf 16. r=1—cosf ) . )
17. r=1—2sen¥d 18. r =sen 36 19. r =sen4f
20. r =cos2§ 21. r =cos36 22. r=|cos26|
23. r = |sen 36| 24. r =|cos 36| 25. r=490
26. r=1/0

En los tres problemas siguientes poner la ecuacién en coordenadas rectangulares y
trazar la curva.

1 2 4

2. T T cost 28. T = 2 " cost 29 r=1+2coso

Trazar las curvas siguientes dadas en coordenadas polares.

30. r =tan#é 31. r=5+2send Dada una curva ¥ = . B .

2. r= |1+ 2000 5. (a) r=2+sen2s | dete curva. Por et hllasemos l misita s o miitno de 1n gréficn s 1o
(b) r=2-sen2f regiones donde la curva crece o decrece. Usaremos el teorema del falor mZdiZS

34. =m 35. §=mx/2 que es fundamental en la teoria de las derivadas. ’

36. 6 =—7/2 37. 8="5x/4

38. 6 = 3n/2 39. 0 =3r/4

V, §1. TEOREMA DEL MAXIMO Y EL MINIMO

Deﬁnlmon., Sea ’ una func10n dlferenClab €. Ull ullto Cr lthO de ’ €S un
l
p
} (c) E

El hecho de que la derivada sea cero significa que la pendiente de la recta tangente

es 0 y, por ello, que la recta tangente misma es hori { j
, rizontal. H
de este fenémeno. © sauf tres ejemplos

—_—

—_—
c

c

Figura 1 Figura 2 Figura 3

El tercer ejemplo es una funcién como f(z) = 23
= z°. Tenemos "(z) = 3z
¥, por lo tanto, cuando z =0, f'(0) = 0. : aue Ji@) =32




144 ' EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO [v, §1]

Los otros dos ejemplos son los de un méximo y un minimo, respectivamente,
viendo la gréfica de la funcién sélo alrededor de nuestro punto ¢. Formalizaremos
ahora estos conceptos.

Sean a y b dos niimeros con a < b. Se empleara repetidamente el intervalo
de nimeros entre a y b, a veces incluyendo los puntos extremos a y b, y a veces
no. Recordemos la terminologia usual.

La coleccién de nimeros z tales que a < z < b se llama intervalo abierto
entre a y b. '

La coleccién de niimeros z tales que a < = < b se llama intervalo cerrado
entre a y b. Denotamos este intervalo cerrado mediante los simbolos [a,b]. (Un
solo punto sera también un intervalo cerrado.)

Si deseamos incluir sélo un punto extremo, diremos que el intervalo es semi-
cerrado. Es evidente que hay dos intervalos semicerrados, a saber el formado
por los nimeros = con a < z < b y el otro que consta de los niimeros & con
a<z<b.

Si @ es un nimero, a la coleccién de niimeros z > a (o z < a) en ocasiones
se le llama intervalo abierto. El contexto ayudard a comprender esto mejor.

Sea f una funcién y ¢ un niimero en el que esta definida f.

Definicidn. Diremos que ¢ es un punto maximo de la funcién f si, y sélo

1) > £()

para todos los nimeros z en los que estd definido f. Si la condicién f(c) > f(z)
se cumple para todos los nimeros z en algin intervalo, decimos entonces que la
funcién tiene un méximo en ¢ en ese intervalo. Llamamos valor mdximo
a f(c).

Ejemplo 1. Sea f(z) =senz. Entonces f tiene un mdximo en 7/2 porque
f(7/2) =1y senz < 1 para todos los valores de z. Esto se ilustra en la figura
4. Nétese que —37/2 también es un méaximo para sen z. '

si,

/2
Figura 4

Ejemplo 2. Sea f(z) =2z, y vean a f como una funcién definida sélo en

el intervalo

0<z<2
Entonces la funcién tiene un médximo en 2 en este intervalo porque f(2) =4 y
f(z) < 4 para todo z en el intervalo. Esto se ilustra en la figura 5.
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5

2
Figura 5

Eje
0. se vuelve arbitraria, —
acercaa 0y z > 0. Esto se ilustra en la figura 6. mente grande cuando z se

Figura 6

D eiinlc"on' Un pullto minimo pa”a f €S un numero ¢ ta'l que
J(;l)>—1(c) FE‘IE I‘C:l: z [l:]]jE esta :l ﬁnl[k J -

or minimo para la funcié
cion es el valor f(c), tom
Ty - 2 , tomado en un punto mi im
stramos varios minimos con las graficas de ciertas funcionésp wme.

b

T
1
'
'
|
|
]
'
1

Figura 7 Figura 8

En la figura 71 i6n-ti
a funcién-tiene un minj
: inimo. En la fi {ni A

el gura 8 el minimo

oren f(i) del m't‘er‘valo. En las figuras 3 y 6 la funcién no tiene rm'nimoeSta =
o gura siguiente, el punto ¢, se ve €OMo un maximo .
; O Uh minimo, siempre que se permanezca cerca d
0 que sucede en otros lugares de la curva.
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Figura 9

Hay un nombre para dichos puntos. Diremos que un punto ¢ es un minimo
local o un minimo relativo de la funcién f si existe un intervalo

a1 <c< bl
tal que f(c) < f(z) para todos los niimeros z con a3 < z < b;.
La nocién de maximo local o méximo relativo se define de manera and-
loga. (Hacerlo.) En la figura 9 el punto c3 es un méximo local, ¢4 es un minimo

local y ¢5 es un maximo local.

El maximo y el minimo reales estan en los puntos extremos.

Usando las propiedades basicas de los niimeros podemos probar el teorema
siguiente, el cual es tan obvio que omitimos la demostracién.

Teorema 1.1. " Sea f una funcién continua sobre un intervalo cerrado [a,}].
Entonces existe un punto en’ el intervalo donde f tiene un méaximo y existe
un punto donde f tiene un minimo.

Deseamos tener alguna idea del margen de valores de la funcién dada. El
siguiente teorema brinda esta informacién.

Teorema 1.2. Teorema del valor intermedio. Sea f una funcién con-
tinua sobre el intervalo [a,b]. Sea o = f(a) y B = f(b). Sea ¥ un nimero
entre a y . Por ejemplo, si a« < §,sea a < v < B y, si a > 3, entonces

sea
a>y>p0.

Entonces existe un nimero ¢ tal que a < ¢ < b y tal que
fley=7.

El teorema es intuitivamente obvio, pues una funcién continua no tiene saltos,
como se ilustra en la figura de la pagina siguiente. La demostracion pertenece al
conjunto de ideas del apéndice sobre épsilon y delta y puede omitirse sin peligro.
Cabe mencionar que puede haber varios puntos ¢ en el intervalo [a,b] tal que
f(c) =+v. En la figura hay tres de dichos puntos, denominados ¢y, ¢2 y c3.
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~ ™®

pun » la situacién es aniloga a |
guras 4 o 9, donde vemos que la tangente a la curva en ese puntog es u:adl:zi:s
a

rizon 1 n ras p . P
hO 1Z0O ta, y € ot a.la.bl'as la- de[lvada de la tun(:loﬂ es 0 I Odelﬂos IObaI
’

Teorema 1 .,
intervalo aszc?r'to ieif !mé;’ fU;CIOH T s definida y es diferenciable en cf
Z < 0. Sea ¢ un nimero i
I L. en el intervalo en
funcion tiene un maximo local o un minimo local. Entonces el cual la

flle)y=o0.

H

: — i

c—k ¢ ct+h b
Figura 10

Tomemos primero h Positivo (ver la figura 10). Debemos tener

f(©) 2 flc+h)

sin i s .
: (l)xcl aix‘nll)azl;t?; :on:o sea h (siempre que sea pequeiio), pnes f(c) es el mdximo
anto, f(c+h)~ f(c) < 0. Como h > 0, el cociente de Newton
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satisface A

flet ;);_f(c) <.

En consecuencia, el limite es < 0 o, en simbolos:
lim i(_c_'*_h)_'L(c) <0.
h—0 h -

h>0

Tomemos ahora h negativo, digamos h = —k con k > 0. Entonces
fle=k)=f(c) <0,  f(c)-f(c—k) =0

y el cociente es

fle=k) —f(c) _ f(e)— fle—Fk)
—k - k '
Asi, el cociente de Newton es > 0. Al tomar el limite cuando h (o k) tiende a

0, vemos que
i LR =FC) 5 o

h—0
A2l h

La tdnica manera en que estos dos limites pueden ser iguales es que ambos sean
0. Por lo tanto, f'(c) = 0. Esto concluye la demostracién.

Podemos interpretar geométricamente estos argumentos diciendo que la recta
entre nuestros dos puntos se inclina hacia la izquierda cuando tomamos k < 0
y se inclina hacia la derecha cuando tomamos h > 0. Conforme h tiende a 0,
ambas rectas deben tender a la recta tangente a la curva. La tdnica manera en
que esto es posible es que la recta tangente en el punto cuya abscisa es ¢, sea

horizontal. Esto significa que su pendiente es 0, i.e. f/'(c)=0.
En la practica, una funcién usualmente tiene sélo un niimero finito de puntos

criticos, y es facil hallar todos los puntos ¢ tales que f’(c) = 0. Se puede entonces
determinar por inspeccién cuales de éstos son maximos, cudles son minimos y
cuales no son ni lo uno ni lo otro.
Ejemplo 4. Hallar los puntos criticos de la funcién f(z) = z® — 1.
Tenemos f'(z) = 3z2. Por lo tanto, hay un solo punto critico, a saber, z = 0,
pues 3z2 = 0 sélo cuando z = 0.

Ejemplo 5. Hallar los puntos criticos de la funcién
y=2z>-2z+41.
La derivada es 322 — 2. Es igual a 0 precisamente cuando
2? =2,

lo cual significa que = = 1/2/3 o —/2/3. Estos son los puntos criticos.

En las siguientes secciones hallaremos varias maneras de ver si el punto critico
es un maximo o un minimo local. En casos sencillos, con sélo esbozar la curva
se puede determinar esto mediante inspeccidn.
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V, §1. EJERCICIOS

Hallar los puntos criticos de las siguientes funciones

1. 222z 45 2. 222 37 -1
3. 3z2-z+1 4. —z2+2z+2
5. ~222 4321 6. z° 42

3
7. z° -3z 8. senz +cosz

9. cosz 10. senz

V, §2. FUNCIONES CRECIENTES Y DECRECIENTES

S . . .
ea f una funcién definida en algiin intervalo (que puede ser abierto o cerrado)

sobre este intervalo sj
f(z1) < f(z2)

cada vez que z; ¥ Z2 sean dos puntos del intervalo tales que

Definicién. Diremos que f es creciente

v T < 25,
si, si un ni A
, umero esta a la derecha de otro, el valor de la funcién en el nimero

mayor deb i
)}:: i ﬁe Ser mayor o igual que el valor de la funcién en el nimero menor
gura siguiente hemos trazado la gréfica de una funcién creciente '

H 1
M
B2 Z2
Figura 11
Decimos que una funcién de

. finida en algin i .
intervalo si : gun Intervalo es decreciente en ese

f(z1) 2 f(z2)
puntos del intervalo tales que z; < z,.
n constante (cuya grifica es horiz—ontal) es cre-

cada vez que z, Y 2 sean dos
) Observamos que una funcis
clente y decreciente.

Si queremos omiti i i
palab; estrici :::ltu; el signo (ieﬁlgualdad (én nuestras definiciones, usaremos Ia
ente para calificar a crecj i
s 1ente o de i i6
[ es estrictamente creciente si erecente. Asi, una funcign

T1<2Zz  implica  f(z;) < f(z
. 2
Y f es estrictamente decreciente si =2

z; < 24 implica f(zy) > f(z,).

Supongamos que una funcién tiene una deri
como se muestra, por ejemplo, en la figura 1
esto como que la razén de cambio de la fun
tanto, que la funcién siempre es creciente. E

vada positiva en todo un intervalo,
1 Er'ltonces se puede interpretar
CIOH' siempre es positiva y, por lo
nunciamos esto como un teorema,
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Teorema 2.1. Sea f una funcidn que es continua en algin intervalo, y
diferenciable en el intervalo (excluyendo los puntos extremos).

Si f'(z) > 0 en el intervalo (excluyendo los puntos extremos), entonces f

es estrictamente creciente.
Si f'(z) < 0 en el intervalo (excluyendo los puntos extremos), entonces f

es estrictamente decreciente.
Si f'(z) = 0 en el intervalo (excluyendo los puntos extremos), entonces f

es constante.

En esta iltima afirmacién, la hipStesis de que f'(z) = 0 en el intervalo
significa que la razén de cambio es 0, asi que es plausible que la funcién sea
constante. En la seccién §3 puede verse cémo se ubican estas afirmaciones en un

contexto més formal.

Aplicacién. Gréficas de pardbolas Observen
odri ;
podriamos deducirla ahora y sabriamos que z = 3 /2 es un punto minimo g
minimo de

Ejemplo. Graficar la curva
y=f(z) =2* -3z +5,

la cual, como ya se sabe desde el capitulo II, es una parabola. Tratamos aqui la
grafica por el método que funciona en los casos més generales. Primero tenemos

f/(x) =2z -3,

de modo que z = 3/2 es el

f'(z)=0 si, ysélosi, z=3/2,
tnico punto critico.

fl(z)>0 si,ysdlosi, 22—-3>0
si, y sélosi, 2> 3/2.
F'(£) <0 si,ysélosi, z<3/2.

Asi, la funcién es estrictamente creciente para # > 3/2 y estrictamente decre-
ciente para ¢ < 3/2. De este modo, al usar la derivada podemos hallar el pico

de la parédbola.
Los puntos donde f(z) = 0, esto es, donde la grifica cruza al eje z, estan

dados por la férmula cuadratica:

Lo 3EVO-20 _ 34T
=== :

2

No existen tales puntos, por lo que la grifica se ve como en la pégina siguiente.

la gréfica. Esto eg
e porque f(z) es estrictam i
estrictamente creciente para z > 3/2. As;: T :I;t/e2 d;:;:c;:ft: P ar’a.;c <32y
: : n minimo.

Ejemplo. Esbozar Ia grafica de
y=f(z)=22 -5z +9/4
Ahora tenemos /
. ' fl(z) =2z - 5,
T consecuencia, hay exactamente un punto critico, a saber:
fllz)=0 si, y sélosi,~— z = 5/2.
fl(z)>0 si, ysélosi, 2z_5> 0
si, y sélo si, z>5/2
fil®)<o & ysdlosi, 2z-5<
si, y sélo si, z<5/2,

De modo que £ es estri
. estrictamente creciente
ara ictar
clel;‘te Para z < 5/2. Por lo tanto, f tiene {)m nn;iimg/z , eitm:t ente decre-
08 cruces de la gréfica de £ con el eje 2 son n =572

e=02EV25-9 9 1
2 “5)’5.

Definicién A V
raicos gy .Ell,loselcil;;s dde la gralﬁca de f con el eje = también se llaman
. - € un polinomio ¢ At 1
mecfl:ante b e e uadratico, las raices se calculan
Por lo ta A
nto, la grifica de f se ve comoen Ia pagina siguiente

S
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aba definida para todos los nimeros.

i6n est :
b d en un intervalo.

. jores la func ! .
En los ejemplos al?::rll: funcién estd definida solo

jemplo siguie -
- : . lo. Sea f(z) 5z + 9/4. Hallar el mini
jemplo.

<2. '
pat;:r el ejemplo anterior sabemos que f

mo y el maximo de f
=z - .
ctamente decreciente pard

x 2 ])()[ l() (:“al el minl es' ene 1() i emo (le 1nue! vaio (l (] = 2
i ter a‘ ) ue €s z 3
i exur 1441 l
mo aen 1 puﬂ ( ) ¥ ,
CO<I'nO’ t en la flg\lra, Noten que €en este p.\ln X LI ; Y ’ . #
se mues Ta . to e tv emo 2 0 ASl
el Crit:erio de 1OS punt llte: \ alos ablert;os

es estri

os criticos €s yalido sélo en 1

por lo que usaremos

aré con frecuencid,

si” se present

i v sdlo
n “siy sol ese
arla; escribiremos

sent.
como abreviacién de

La expresid
un simbolo para repre

=4

iy
-«gi, y solo st
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Asi pues, podemos escribir la afirmacidn:
22=3 < z=V3 o z=-V3.

De manera anéloga,

22-3z4+41=0 < z=

Ejemplo. Demostrar que entre todos los rectingulos de irea dada, el que
tiene menor perimetro es un cuadrado.

Sea a el 4rea dada y sea z la longitud de un lado del rectangulo posible con
drea a. Expresaremos el perimetro como una funcién f(z). Después diferen-
ciamos con respecto a z, teniendo en mente que a es constante, y esto dard un
valor para z que muestre que el rectdngulo es un cuadrado. Para efectuar esto,
tomamos 0 < z porque el lado de un recténg%lo real no puede ser 0 o tener
longitud negativa. Si y es la longitud del otro lado, entonces zy = a, de modo
que y = a/z es la longitud del otro lado. Por lo tanto, el perimetro es .

fx)= 2,(z+ %)
Tenemos

f'(z‘)=2(1_%),

flz)=0

$2=a

=
<= z°—a=0
<

< z=+/q,
porque consideramos s6lo a z > 0. Asi, el tinico punto critico de f para z >0
es cuando z = \/a. Mas aiin, z? > 0 para todo z # 0. Por lo tanto, la fraccién
(z? — a)/2? es positiva si, y sélo si, su numerador 22 — a es positivo. Asi:

F(2)>0 < 22-a>0 << 22>a << z>+/a,
flz)<0 <= 22-a<0 <= zl’<a < z<va

Por lo tanto: o
f es estrictamente creciente <= z >+/a,
f es estrictamente decreciente <= z < +/a.
De modo que, finalmente, z = /a es un minimo para f. Cuando z = \/a
tenemos también que y = 4/a porque

y=ajz= a/\/a

Esto prueba que el rectidngulo es un cuadrado.
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Ejemplo. Mostrar que entre todas las cercas rectangulares de longitud dada,
ayor area debe ser una cuadrada.

Para esto, sea ¢ la longitud fija y sea ¥ uno de los 1ados. Si y es el otro lado,

entonces
2c+2y=¢6

(c—22) /2. Por lo tanto, el area abarcada por la cerca €8 igual

de modo que ¥ =
a

_ _ g2
oy = ‘f(iyzfl = 3’_072—‘”-.__‘4(,,),
Esta area A(z) es una funcién de z, la cu
A'(z) = 0. Pero '

Al(z) = 3(c—42):

Asi, A'(z)=0 si, y solo si, ¢ = 4z, esto es, T = /A esel tinico punto critico.

al tiene un punto critico cuando

Debemos ver ahora qué es un maximo. La funcién N
2
zc— 2%
A(z) = —

sbola. Cuando = se vuelve positivo 0 negativo

tiene una grafica que €8 una par
lo tanto, la parabola se

» grande, entonces A(z) se vuelve negativo grande. Por
ve como en la figura siguiente.

c/4

Sélo tiene un maximo y ese méximo debe estar entonces en T = ¢/4. Hallamos
entonces que también Yy = c¢/4. En otras palabras, la cerca debe formar un

cuadrado.
Desigualdades
El criterio de la derivada para funciones crecientes
puede usar para probar desigualdades.
Ejemplo. Probar que senz < % para todo > 0.
Sea f(z) =z —sen®. Entonces
fl(z)=1—cosz.

amos 0 < z < /2. Entonces f'(z) > 0 pues coST <1len

En primer lugar tom
este intervalo. Por lo tanto, f(z) es estrictamente decreciente para 0 < & <=nf2.

Pero

y decrecientes también se

f(0)=1—cosO=0.

At

2

Por eso debemos tener f(z) > 0 para 0 < z < 7/2

Siz > /2, ent
> n/2, entonces = > 1 (pues 7 es aproxi
proximadamente 3.14) {
.14),y asi senz <

z cuando z > 7/2. En
: ) . En esta form esi
s soncillas, para z > 7/2 rma, la desigualdad deseada se cumple, por razon

. ’ €s

El ejemplo anterior i
' rior ilustra una técni
igualdades entre funciones. En generajfnca aue se usa para probar cirtas des

Suponiendo i
que se tienen dos funciones i
[a,}] ¥ que f y g son diferenciables, consffi;:;s::ere cierto intervalo

f(a) £ g(a), /

yque f'(z) < ¢ :
intervalo. g'(z) en todo el intervalo. Entonces f(z) < g(z) en el

Demostracion. Sea
h(z) = g(z) —
Entonces, por hipétesis, wore
h'(z)=g'(z) - f(
) ' z) 20,
e modo que h es creciente en todo el intervalo. Como
h(a) = g(e) — f(a) >
0 - 0,
se sigue que h(z) > 0 en todo el intervalo, de donde
9(z) > f(=).

El principio recié .
én enunciado se : . )
para el caso en que f(a) = g(a).Puede visualizar en la figura siguiente, trazada

y=9(z)/ T

f@)=g(@)+ Y =f(x)

:
T

a
Figura 12

En otras palabr. i
. as, si [ es mds grand i
mds répid 8 e 0 igual que - ,
pido que g, entonces f(z) es mds grande QUZ ;le)z ;a:a, t}:le T crece
oz >a.
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Ejemplo. Mostrar que para cualquier entero n > 1 y cualquier nimero
z > 1, tenemos la desigualdad

2" —-12>n(z-1).
Sea f(z) =2" —1— n(z — 1). Entonces
fi(z) =nz"" ! —n.
Como z > 1, se sigue que z"~! > 1y, asi, f/(z) > 0. Por lo tanto, f es

creciente para = > 1. Pero f(1) = 0. Por lo que f(z) > 0 para # > 1. Esto es
equivalente a la desigualdad deseada.

Por otro lado, el siguiente teorema indica lo que sucede si dos funciones tienen

la misma derivada en un intervalo.

Constantes
Teorema 2.2. Sean f(z) y g(x) dos funciones diferenciables en algin
intervalo y supongamos que
f(z)=4¢'(2)
para todo z en el intervalo. Entonces existe una constante C tal que
f@)=g(x)+C
para todo z en el intervalo.
Demostracion. Sea h(x) = f(z)—g(z) la diferencia de nuestras dos funciones.

Entonces

k'(z) = f(z) - ¢'(z) = 0.
Por lo tanto, h(z) es constante, por el teorema 2.1, esto es, h(z) = C para algin
numero C y todo z. Esto prueba el teorema.

Observacién. El teorema es el reciproco del enunciado:

Si una funcién es constante, entonces su derivada es igual a 0.
Usaremos intensivamente el teorema 2.2 cuando lleguemos al capitulo de inte-

gracién.
Para las aplicaciones del teorema, vean el principio del capitulo sobre loga-
ritmos y también el principio del capitulo X, §1. Aqui daremos aplicaciones mds

sencillas.
Ejemplo. Sea f una funcién de z tal que f(z) = 5. Suponer que f(0) = 2.

Determinar completamente f(z).
De nuestra experiencia anterior sabemos que la funcién

9(z) =5z

tiene la derivada
¢ (z) =5.

critico,
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Por lo tanto, existe una constante C' tal que

) f(z)=5z+C.
También se establece que f(0) = 2. Por Io tanto
2=f0)=0+cC.
Entonces ¢ = 9. Y, finalmente, -
f(z)=5z+2.

tlempo_ Cisa r = f (t) como funcién del
Nos dan '
— — !
a =f=-5
Sea g(t) = —5¢. En
= tonces t én a'(t) —
tal que ambién ¢/(t) = -5, ¥ Por ende existe una constante

f)=-5t+c.

Pero también se sabe que f(5) = 8. Por Io tanto,

8=-5'5+C=_25+C‘

En consecuencia, C' = 8 + 95 — 33 y, por dltimo

f(t) = -5t + 33.

V, $2. EJERCICIOS

Determinar los intervalos so

Crecientes.
L flz)=2%41 2
= - f@) =2 -z 45
3 fle)=2345-9 4. f(z)=-23:21c+l
5. f(z) =2¢% + 5 6. f(z) =522 4
7. f(z) = —42% — 94 8. f(z) =52° + 62

Esbozar las grificas de las pardbolas siguj

9. =
fz)=2%-5z_ 10. flz)=2>42+41

L. fleg)=-22 4471
12, =—z2_
13. f(z) =22+ 32 +1 14, ;((:))= z:— 5 .
15, f(z) = —2¢2 4 45 16. f(z) = 242 :+ 13
: =2z -4z -
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Para cada una de las funciones siguientes, hallar el méaximo y el minimo para todo z

en el intervalo dado.

17. 22 -2z -8, [0,4] 18, 22 -2z 41, [-1,4]

19. 4—4z—22, [-1,4] 2. z—12%, [-1,2]

21. 3z —2°, [-2,V3] 22. (z—4)° [3,6] . -
6 i es para el sen

- Eloi;:\(:)s sg::::lt:i:;esct:ﬂ: ‘:;:s(;gs:a}:lu:lfl 1::1(:::; gzsx:\iu:;:mplo l:an el texto, a

saber o250
senz < z para todo z 2 U. ) )
(S:)a fi(z) =z —senz. Entonces esta desigualdad es equivalent

(1) fi(z) >0 para todo z 2 0.

e a la desigualdad

Probar ahora que:
2

(b)l—%SCMz para z > 0.

22
[Idea: Sea fo(z) =cosz — (l - -5-) y usar (1), para probar

(2) f2(z) > 0 para todo z >0.]
3
z? : Sea f3(z) =senz — - ]
(c) z— 32 < senz. |Idea: Sea f3(z)=se 32
3 5
2 ot 2* :c
(d)°°”51—£2_+m (e)senz<z-35 45532

24. Probar que tanz >z si 0<z < /2.

25. (a) Probar que )
' 14322 para t>0.

[Idea: Sea f(t) =t+ 1/t. Mostrar que f es estrictamente decre;:iente para
0< t.< 1y f es estrictamente creciente para 1<t. ;Cuiles f(1)7]
(b) Sean ‘e y b dos nimeros positivos. Sea

b
= - > 0.
f(z)=az + z para I

Mostrar que el valor minimo de f es 2v/ab.

i tante
26. Se va a fabricar una caja sin tapa con una base cuadrada y unzf s.uperﬁae cons
C. Determinar los lados de la caja si el volumen ha de ser maximo.

a superior ha de tener un irea de superficie

ipi ilindro sin ta €8
27. Un recipiente en forma de ci p B e .

fija C. Hallar el radio de su base y su altura si ha de tener v

28. Resolver los dos problemas anteriores cuando la cajo; y el recipi(:mt;: est;: ;(-:;ad%sl
. por arriba. (El drea de un circulo de radio z es ¥z" y su longitu :s ) .
volumen de un cilindro de altura y y cuya base tiene radio z es Tz°Y.

i i6 0 para todo z,y f'(z) = f(=z).
.S er que existe una funcién f(z) tal que f(z)# : )
# S:: o;(z)qcualquier funcién tal que g'(z) = 9(2). Mostrar que existe una constante
C tal que g(z) = Cf(z). [Idea: Diferenciar el cociente g/f.]
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30. Suponer que f es una funcién diferenciable de ¢ tal que (a) f'(t) = -3, (b)
F'(t) = 2. ;Qué pueden decir acerca de f(t)?

31. Suponer que f'(t) =—3 y f(0) =1. Determinar completamente f(t).
32. Suponer que f'(t) =2 y f(0) = —5. Determinar completamente f(t).

33. Una particula se mueve sobre el eje z hacia la derecha a velocidad constante de
7Tm/seg. Si al instante ¢ = 9 la particula estd a una distancia de 2m a la derecha
del origen, hallar su abscisa como funcién de ?.

34. Esta goteando agua de un tanque vertical de manera que la altura del agua dismi-
nuye a razén de 0.6 m al dia. Cuando el tanque estd lleno, la altura del agua es de
9m. Hallar de manera explicita la altura del agua como funcién del tiempo.

V, §3. EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO

Los teoremas de esta seccion se pueden deducir intuitivamente, por lo cual, si
lo desean, pueden omitir las demostraciones del teorema de Rolle y del teorema
3.2, pero después de haber comprendido su enunciado.

Primero supongamos que tenemos.una funcién sobre un intervalo cerrado
[a,b] cuya grafica se ve asi.

33 AP

TS

Figura 13 .
. i
Entonces tenemos el siguiente teorema acerca de esta funcién.

Teorema 3.1. Teorema de Rolle. Sean a y b dos nimeros, a < b. Sea
f una funcidn continua en el intervalo cerrado

a<z<b
y diferenciable en el intervalo abierto a < £ < b. Supongamos que
f(a) = f(b) =0.
Entonces existe un punto ¢ tal que
a<c<b
y tal que f'(¢) = 0.

Demostracién. Sila funcién es constante en el intervalo, entonces su derivada
es 0 y cualquier punto en el intervalo abierto a < < b servira.
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‘Si la funcidén no es constante, entonces existe algin punto en el intervalo donde
la funcién no es 0, y este punto no puede ser uno de los puntos extremos a o b.
Supongamos que algiin valor de nuestra funcién es positivo. Por el teorema 1.1,
la funcién tiene un maximo en un punto ¢. Entonces f(c) debe ser mayor que
0, y ¢ no puede ser uno de los puntos extremos porque f(a¢) = f(b) = 0. En
consecuencia,
a<c<b.
Por el teorema 1.3, debemos tener f/(¢) = 0. Esto prueba nuestro teorema en
caso de que la funcién sea positiva en algin lugar del intervalo.
Si la funcién es negativa para algiin niimero en el intervalo, entonces usamos
el teorema 1.1 para obtener un minimo y argumentamos de manera similar,
usando el teorema 1.3 (aplicado a un minimo). (Escribir, como ejercicio, toda la

argumentacion.)
Sea f(x) una funcién diferenciable para @ < z < b y continua en el intervalo

cerrado
a<z<b

Seguimos suponiendo que a < b. Esta vez no consideraremos que f(a) = f(b) =
0, como en el teorema 3.1. Probaremos que existe un punto ¢ entre a y b tal
que la pendiente de la recta tangente en (c, f(c)) es la misma que la pendiente
de la recta entre los puntos extremos de nuestra grifica. En otras palabras, la
recta tangente es paralela a la recta que pasa por los puntos extremos de nuestra

grafica.

(b, f(0))

(a, f(a))

i
a ¢ b
Figura 14

La pendiente de la recta entre los dos puntos extremos es

f() - f(a)
b—a

pues las coordenadas de los puntos extremos son (a, f(a)) y (b, f(b)) respecti-
vamente. Asi, tenemos que hallar un punto ¢ tal que

se) = L1,

Teorema 3.2. Teorema del valor medio. Sea a < b como antes. Sea f
una funcion continua en el intervalo cerrado a < z < b y diferenciable en el
intervalo a < £ < b. Entonces existe un punto ¢ talque a<c<by

f) ~ f(a)

b—a

f'le=
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Demostracis 16
tracion. La ecuacién de la recta entre los dos puntos extremos es

g f0)= f(@)

b—a (z—a)+f(a).
En efecto, la pendiente
f(6) = f(a)
b—a

es el coeficiente de z Cuando
% . do Z =a, y = f(a). Por lo tanto. h i
g ecuacién de la recta que tiene la pendiente dada Y pasa por 0 punto dude.
uando z = b notamos que y = f(b). por un punto dado.

Consideremos ahora tri
. ' geométricamente la dj i
Dicha diferencia se vuelve 0 en los einapmencin entre T in ecta

Entonces
9(a) = f(a) - f(a) =0
y también
b 9(8) = f(5) - f(b) = 0.
odemos entonces aplicar el teorema 3.1 a la funcié
. ncion g(z). Sab. i
un punto ¢ entre a y b, ¥ que no es igual ni a @ ni agb(, t)al q?leemos Aue existe

g'()=0
Pero
9'(z) = f'(z) - \f(bz : f(a). /

En consecuencia
0=7() = /(o) - L= I(a)
Esto nos da el val -
el valor deseado para f (¢), y concluye la demostracién.

El objetivo del teorema,

del val i ici
valor + g oo alor medio no es tanto hallar explicitamente un

f'(c) = f(bz_f(a),
. —a
sino usarlo para consideraciones tedricas.

Corolario 3.3. Sea f una funcién di i
orola .3. uncion diferenciable en algiin int
f'(z) =0 para todo z en el intervalo. Entonces S es fonstane:evalo vl =

De ., , .
mostracion. Sean a y b niimeros distintos en el inter

del valor medio, existe ¢ entre ay b tal que valo. Por el teorema

fl9= 101
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= i £(b) = f(a). Por
ipétesis, f'(c) = 0. Por ello, f(b)— f(a) =0 y asf F(
ll:)e::;lf: ' }l ll];)i:lzstl, r{ﬁgn)io valor en todos los puntos del intervalo, de modo que

nte, como se debia demostrar. . .
! e?):lo Irl::it:mo ,modo daremos ahora el resto de la demostracién del teorema

de la seccién anterior:
Corolar: intervalo, e endo lo: tos
i ntervalo, excluyendo los pun
io 3.4. Si f'(z) > 0 para z enun i os p °
extre;los y si f es continua en el intervalo, entonces f es estrictamente
b
creciente.
Demos interv ue
i6 y tos del intervalo, y supongamos q
tracion. Sean z; y z2 dos punto: §
z1 < z2. Por el teorema del valor medio, existe un punto ¢ tal quez; < ¢ < z,
1 .

y o) = L&) =f(z1)

T2 — Iy
La diferencia z5 — z; es positiva, y tenemos
f(z2) = f(21) = (22 — 21) f'(c).

Si la derivada f’(z) es > 0 para todo z en el intervalo, excluyendc; lo: p\:(r:toej
t elm:s entonces f'(c) > 0 (porque c esta en el intervalo). I:lor :')le anto,
r ’ e,

;):oducto (z2 — 1) f'(c) es positivo, y f(z2) — f(z1) > 0, de modo q

f(z1) < f(z2).

B e e wtomminin l%;fec'e?te- i6n de la afirmacién que se refiere a las
j jercici emostracién
Dejamos como ejercicio la

iones decrecientes. del valor
funE'Juando estudiemos la formula de Taylor usaremos los te;)rerrlls;s el valor
i i conozca el val
i i unciones. Aunque no se ;

o para estimar varias fi . . racto de
"}ed)l l; puede tener un estimado para la derivada. Por ejemplo, laslf nc one
oy aplicacio
! 1(1 z’y cos z se pueden estimar en valor absoluto por 1. En muchas ap ,

se

esto es lo que cuenta.

grande.

CAPITULO i

Trazado de curvas

Hemos desarrollado técnicas suficientes para po
de funciones con una eficiencia mucho mayor.
tematica el comportamiento de una curva, don
desempeiia un papel fundamental.
Estudiaremos de manera especial los si

der trazar ahora curvas Y graficas
Investigaremos de manera sis-
de el teorema del valor medio

guientes aspectos de la curva:
Intersecciones con los ejes coordenados,
Puntos criticos.

1.

2.

3. Regiones de crecimiento.
4. Regiones de decrecimiento.
5. Maximos y minimos (incluyendo los locales).

6. Comportamiento cuando z se hace positivo grande y negativo grande.

7. Valores de z cerca de donde y se hace positivo grande o grande negativo.
Estos siete puntos de informacién serdn

tante precisa de cémo luce una grifica. D
otro aspecto, a saber:

suficientes para darnos una idea bas-
edicaremos una seccién a considerar

8. Regiones en donde la curva se dobla hacia arriba o hacia abajo.

Vi, §1. COMPORTAMIENTO CUANDO x SE HACE MUY GRANDE

Supongamos que se tiene una funcidn f definida para todos los nimeros su-
ficientemente grandes. E

N ese caso podemos obtener informacién significativa
referente a nuestra funcién si investigamos cémo se comporta cuando z se hace

Por ejemplo, sen z oscila entre —1 y +1 sin importar cusn grande sea z.
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6

p - h
€ b S Ohllorn 0S8 NO OSCllal u o T T sl T se ace
Sln m a,l‘go, 10 1 Cll n. C a-nd f( ) )

3 4 (ot
i A i z3, 0 z* (etc.).
positivo grande, también lo hard z2. Lo mismo sucede con z°, (

Consideraremos esto sistematicamente.

Pardbolas

Ejemplo 1. Considerar una parabola
y=az?+bz+ec,

las
con a # 0. Hay dos casos esenciales, cuando a > 0 y cuando a < 0,y
parabolas respectivas se ven como en la figura.

u“’+lm+c /\

Caso a >0 Caso a <0

Veamos los ejemplos numéricos.
Ejemplo 2. Trazar la grifica de la curva
y=f(z)= —32%2 45z — 1.
Reconocemos esto como una parabola. Factorizando z2 se ve que

f(z) = 2 (—3+g—:—2).

" 1
Cuando z es positivo o negativo grande, entonces }c(z ;es posné;\;?vfr::;iz :’ 1eo
: —3. Por lo tanto, f(z) es ne ,
factor de la derecha esta cerca _de
(:1(:8,1 significa que la parabola tiene la forma mostrada en la figura.

/N
[

Tenemos que f'(z) = —6z + 5. Asi, f'(z) =0 si, y sdlo si, —6z + 5=20 o,
en otras palabras,

z=%.
Hay exactamente un punto critico. Tenemos
J(3)=-3Ey+%-1>0
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El punto critico es un madximo, pues ya hemos visto que la pardbola se dobla
hacia abajo.

La curva cruza el eje z exactamente cuando
-3z24+52-1=0.
Por la férmula cuadritica (ver el capitulo II, §8), esto sucede cuando

g TOEVB-IZ 51 VD3
= Y =22V

Por consiguiente, la grifica de la parabola se ve como en la figura.

LN

M ovE \Ns4+via
6 6

-1

Se aplican los mismos principios para trazar cualquier parabola.

(i) Al ver lo que sucede cuando z se vuelve positivo grande o negativo grande
sabremos si la parabola se dobla hacia arriba o hacia abajo.
(ii) Una funcién cuadratica :

f(z) = az® + bz +c, con a#0
tiene un solo punto critico, cuando
fl(®)=2az+b=0

es decir, cuando

r=-b/2a.
Sabiendo si la parabola se dobla hacia arriba o hacia abajo se sabe si el
punto critico es un mdximo o un minimo, y el valor z = —~b/2a indica

exactamente dénde esta el punto critico.

(iil) Los puntos donde la parabola cruza el eje & se determinan por la férmula
cuadratica.

Ejemplo 3. Cibicas. Considerar un polinomio
f)=2+2z-1.
Podemos escribirlo en la forma

2 1
3
z <1+r_2_z—3)'
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Cuando z se vuelve muy grande, la expresién

2 1

te-

tiende a 1. En particular, dado un nimero pequeiio é > 0, tenemos, para todo
z suficientemente grande, la desigualdad

1
1—6<1+%—-—3-<1+6.
2 oz
Por lo tanto, f(z) satisface la desigualdad
(1 -6) < f(z) < 23(1 + 6).

Esto nos dice que f(z) se comporta de manera muy parecida a como lo hace =
cuando z es muy grande. En particular:

3

Si z se vuelve positivo grande, entonces f(z) se vuelve positivo grande.

Si z se vuelve negativo grande, entonces f(z) se vuelve negativo grande.

Se puede aplicar un argumento similar a cualquier polinomio.
Es conveniente usar una abreviacién para la expresién “se vuelve positivo
grande.” En lugar de decir que z se vuelve positivo grande, escribimos

r — o0

y decimos ademds que z tiende, o va a infinito. Advertencia: no existe
un nimero llamado infinito. Los simbolos anteriores simplemente abrevian
el concepto de volverse positivo grande. Tenemos una notacién similar para
cuando z se vuelve negativo grande: escribimos

T — —00
y decimos que z tiende a menos infinito. Asi, en el caso de que
f(z)=234+2z -1,
podemos afirmar:
Si z — o0, entonces f(z)— oo.

Si z— —o0o, entonces f(x)— —oo.

Ejemplo 4. Considerar un cociente de polinomios como
234221
Q) = 223 —z+1°

Factorizamos la potencia mayor de ¢ del numerador y del denominador y, por
lo tanto, escribimos Q(z) en la forma

_ 231 +2/2*-1/2%)  1+2/z2-1/a?
Qz) = 32— 1/z24+1/z3) ~ 2—-1/z2+1/z3"
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Cuando z se vuelve muy grande, el numerador tiende a 1 ¥ el denominador

tlende a 2. ASl nuest[a lra.CCloll tlellde a . I Odel'ﬂos explesal esto en la io[ ma
) 2 l

T—+00

lim Q(z) = %

O podemos escribir:

Si z— %00, entonces Qz) — 1.

Ejemplo 5. Considerar el cociente

z2 -1
z) = /—————
. =52

¢Tiende éste a algiin limite cuando
Escribimos Z se vuelve muy grande?
’(1-1/2?%
Q ZT)= d (
() 33(1_2/3:2_,_1/23)
1 1-1/z2

T ri=2/2 11/

1 término 1/z tiende a 0, y el otro factor tiende a
0 cuando z se vuelve negativo o positivo grande.

Conforme z se vueive grande, e
1. Por lo tanto, Q(z) tiende a
También podemos escribir

Si 2z — oo entonces Q(z) -0,
1, 9 =0.

Ejemplo 6. Considerar el cociente

3—
Q)= 52

y deten.m‘nar lo que sucede cuando z se vuelve grande.
Escribimos

_ 231 - 1/29)

T 221+ 5/22)

_ 11/ '
1+45/z2

, Positivo o negativo, el cociente

1-1/23

14+5/z2

Q(=)

Conforme z se vuelve grande



168 TRAZADO DE CURVAS [V, §1]

un factor cercanoa 1. Asi pues,
tivo grande, y se vuelve negativo
resar esto diciendo:

tiende a 1. Por lo tanto, Q(z) difiere de z en
Q(z) se vuelve positivo grande cuando z es posi
grande cuando z es negativo grande.’ Podemos exp

Si z — oo, entonces Q(z) — oo-

Si & — —oo, entonces Q(z) = —oo.
También podemos escribir estas afirmaciones en forma de limite:

Jm Q=0 v lm Q@)=

Sin embargo, aunque se use esta notacién y se pueda decir que el limite de Q(z)
sistimos en que —Oo NO €s un

es —oo cuando z se vuelve negativo grande, in:

nimero, por lo que este limite no es igual que cuando el limite es un nimero. Es
correcto decir que no existe ntmero que sea el limite de Q(z) cuando £ — 0 ©
T — —00.

Estos cuatro ultimos ejemplos son tipicos de lo

con cocientes de polinomios.
Mis adelante, cuando tratemos con exponentes y Jogaritmos, se encontrara

el problema de comparar el cociente de dos expresiones que se vuelven grandes.
Habra una base comin para algunos argumentos, resumida en la tabla siguiente:

que sucede cuando tratamos

Positivo grande por positivo grande es positivo grande.

Positivo grande por negativo grande es negativo grande.

Negativo grande por negativo grande es positivo grande.

Positivo pequeiio por positivo grande: no se puede saber

sin tener mas informacion.

vi, §t. EJERCICIOS

Hallar los limites de los siguientes cocientes Q(z) cuando T s€ vuelve positivo o nega-

tivo, grande. En otras palabras, hallar

lim Q(z) Yy 1lim Q(z)-

=00 ZT——00
L -2 , sent cosz
zt -1 z T
2 4_ .3
4 -+ 1 5. sen 4z 6. 5z z3 + 3z 42
rz2—1 z3 z3 —
2 4 _ 4 _
7. z¢+1 8. 2z 1 9. 2z 1
z+5 —4zt + 12 —4z3 4 22
4
10. 2z 1

L
—4z5 + 22
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DeSCIlbll' el COmpOrtarﬂlentO de IOS polulomlos
Slguleﬂtes Cuando T se Vuelve pOSlthO

11. 2 -z +1 12. =z -z 41

13. z* +3z% 42 14. —z* + 353 +2
15. 22° 4+ 2% — 100 16. —3z° 4+ z + 1000
17. 10z°® — z* 18. —3z% +z° +1

19. Una funcién f(z) que se puede expresar como sigue:
f(I) = auz" + an—lz”-1 +---+ao,

don.de n es un entero positivo y las an, a i
elmemior St 0. ento , @n—1, ..., Go son nimeros, se llama
e amierto 1 , nces n se llama el grado del polinomio. Describir
e f(z) cuando z se vuelve positivo o negativo d
g grande, n es

impar o par, y an >0 0 a, < 0. Habri i
e n . Habra que considerar ocho casos y llenar la tabla

n an T — 00 Z — —00

Impar >0 f(z) =7 f(z) =7
Impar <0 f(z) — 7 f(I) -7
Par >0 f(z)__,? f(l‘)-—*?
Par <0 f(z)_,? f(z)__)?

20. Usando el teorema del va.lot mtelmedlo mostrar que €I Ppo.
y cualqm T linomio de 8r d
ado

impar tiene una raiz.

Curvatur: i i
a hacia arriba Curvatura hacia abajo

VI, §2. DOBLAMIENTOS HACIA ARRIBA Y HACIA ABAJO

Sean a y b nt

intervalg [a blllméiflOsotr;lales que a < 'I’ Se:«’;, f una funcién continua definida en el
vela Segund,a éerivpd gamos que f''y f" existen en el intervalo a < z < b. Se
y = f(z) sobre el ?nt:rf 1 corg? la razén de cambio de la pendiente de la curva
a < z < b, entonces [a. > dl~ la segunda derivada es positiva en el intervalo
Csto oomo iaa referenc :apgzelf:fgl li; lsz (cil;r;? e; creciente, e interpretamos
derivada es negativa, interpretamos esto a hacia arriba. Si la segunda
dobla hacia abajo. Las dos figuras sigu(i:::::slilll:it:f;r::lsa 2 due la curva se
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Ejemplo 1. La curva y = z2? se dobla hacia arriba. Podemos ver esto
usando la segunda derivada. Sea f(z) = z?. Entonces f’(z) = 2,y la se-
gunda derivada siempre es positiva. Las consideraciones presentes justifican que
hayamos dibujado la curva como lo hicimos, doblada hacia arriba.

Ejemplo 2. Sea f(z)=senz. Tenemos f’(z) = —senz,y asi f’(z) >0
en el intervalo 7 < £ < 27. Por lo tanto, la curva se dobla hacia arriba en ese
intervalo. De manera andloga, f"(z) < 0 en el intervalo 0 < z < =, por lo que
la curva se dobla hacia abajo en este intervalo, segiin se muestra en las figuras
siguientes. Por supuesto, esto justifica los dibujos que siempre hemos hecho para
la grafica de la funcién seno.

f(x) =sen x

Curvatura hacia arriba

x 2r 0 n
Curvatura hacia abajo

f(x) = sen x

Ejemplo 3. Determinar los intervalos donde la curva
y=—-2z3+32-5
se dobla hacia arriba y se dobla hacia abajo.
Sea f(z) = —z3+ 3z — 5. Entonces f"(z) = —6z. Asi:

f'l®) >0 <<= =z<0,
fllz)<0 <= =z>0.

Por lo tanto, f se dobla hacia arriba si, y sélo si, = < 0; y f se dobla hacia
abajo si, y sdlo si, z > 0. La grafica de esta curva se estudiara por completo en
la seccién siguiente, donde se grafican ciibicas sistematicamente.

Un punto donde una curva cambia su comportamiento de doblarse hacia arri-

ba para doblarse hacia abajo (o viceversa) se llama punto de inflexién. Sila

curva es la gréfica de una funcién f cuya segunda derivada existe y es continua,
entonces debemos tener f’(z) = 0 en ese punto. La siguiente figura ilustra esto.
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Punto de inflexién

Y no como en estas otras:

s, .

minar

La segunda derivada

puede usarse ademds co iteri
ol comy 200 aue Mo un criterio para deter:

to critico es un méximo, o un minimo, local.

Criterio de la segunda derivada.

Sea f dos ve ] [
. . . Ces con -
renciable int ] iert tmuamente dife

oner que existe un punto ¢ donde

Floo=0 y ) >o.
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Entonces ¢ es un punto minimo local de f. Por otro lado, si
f(e) <0
entonces ¢ es un punto maximo local de f.

Para ver esto, supongamos que f”(c) > 0. Entonces f”(z) > 0 para todo z
cerca de ¢, pues se consideré que la segunda derivada es continua. Asi, la curva
se dobla hacia arriba; en consecuencia, la grafica de f es como la figura 1(a) y
¢ es un minimo local.

\‘/ fo+
s+ /\

!
T
c c

(a) (b)
Figura 1

Un argumento similar demuestra que si f”(c) < 0, entonces ¢ es un maximo’
local como en la figura 1(b).

VI, §2. EJERCICIOS

1. Determinar todos los puntos de inflexién de senz.

2. Determinar todos los puntos de inflexién de cosz.

3. Determinar todos los puntos de inflexién de f(z) = tanz para —7/2 <z < 7/2.
4

. Trazar la curva y = sen® . Determinar los puntos criticos y los puntos de inflexién.
Comparar con la grifica de |senz|.

5. Trazar la curva y = cos® z. Determinar los puntos criticos y los puntos de inflexién.
Comparar con la grifica de |cos z]|.

Determinar los puntos de inflexién y los intervalos en donde se doblan hacia arriba,

y donde lo hacen hacia abajo, las curvas siguientes.

) z z

= — - 8. =
z2 41 y=7

9. Trazar la curva y = f(z) =senz +cosz para 0 < z < 2. Primero localizar todos
los valores f(nw/4) con n=0,1, 2, 3,4,5,6,7,8. Después determinar todos
los puntos criticos. Después determinar las regiones de crecimiento y decrecimiento.
Después determinar los puntos de inflexién y las regiones en donde la curva se dobla
hacia arriba, y donde se dobla hacia abajo.

6.y=z+-l— 7.9
T
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VI, §3. POLINOMIOS CUBICOS

Podemos ahora trazar sistematicamente las graficas de polinomios ciibicos
i?,jemplo 1. Trazar la grifica de f(z) =23 —2z+1.
Si z— oo, entonces, por §1, f(z) — oo.
Si z— —oo, entonces, por §l, f(z) = —oo0.
2. Tenemos f'(z) = 322 — 2. Asi :

fl(8)=0 < z=4+/2/3.

Los puntos criticos de f son z = V2/3y x=-/2/3.
| 3. Sea g(z) = f’(:c) = 3z% — 2. Entonces la grifica de g es una parabola, y
os cruces de la grifica de g son precisamente los puntos criticos de f. (No,se

confundan las funciones f y f/ = La grafi A
bocin armiba. s ones g.) grafica de g es una pardbola doblada

eje y

Grifica de g(x) = f'(x)

_ 2/3\ / 2/3 eie @

Por lo tanto:

flz)>0 < z> V2/3 y z<—/2/3, donde rg(a:‘) >0

y [ es estrictamente creciente en los intervalos

e2V2/3 y  z<-\/73.

De manera anéloga:

fl#)<0 <= -\2/3<z< V'2/3, donde g¢(z)<0,

Y [ es estrictamente decreciente en este interval
f o. Por lo tanto, —1/2/3 es u
maximo local para f,y 1/2/3 es un minimo local. , / ’
4. f(z) =6z y f'(z) >0 si 5lo si
4 - , ¥y slosi, > 0. Ademas, f”(z) < 0 si
S(l))lo' s, < 0. Por lo tanto, f se dobla hacia arriba para z > 6 y St(e 3obla haéii
abajo para z < 0. Hay un punto de inflexién en z = 0.

Juntando todo esto hallamos A
toc que la grifica de f se v
figura de la pagina siguiente. d ® come lo muesira la
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Grificade
fx)=x3=2x+1

(-1, 2)

R ——

0,1)
\v—__

7
RREIAVEE

Obsérvese cémo usamos un polinomio cuadrético, a saber, f'(z) = 322 -2,
como paso intermedio en la argumentacion.

Observacién 1. En lugar de usar el polinomio cuadratico, pudimos haber
procedido como sigue, después de saber que los dnicos puntos criticos de f son
z = \/2/—3 yz= —\/5_/% Considerar el intervalo z < —\/573. Entonces
f'(z) # 0 para todo z < —/2/3. Por lo tanto, por el teorema del valor
intermedio, f'(z) es > 0 para todo z < — 2/3, 0 f'(z) < 0 para todo z <
—\/2—/§ . ;Cuél es? Basta con tratar un valor, digamos z = —10, para ver que
f'(z) >0 paraz < -\/2_/?;, pues f/(—10) = 3-102—2 = 298. Por consiguiente,
debemos tener f'(z) > 0 para z < —V2/3.

Observacién 2. Es mucho mis dificil determinar las raices para un polino-
mio ctibico, esto es, los cruces con el eje z, y usualmente no se hace, a menos
que, por accidente, haya una manera facil de hacerlo. En el caso anterior, cuando

fz)=23-2z+1,

hay uno de dichos accidentes, pues f(1) =0. Por lo tanto, 1 es una raiz de f,
de ahi que se factorice f(z)

P -2e+1=(z-1) (% +z-1).

Las otras raices de f son las raices de z2+z— 1, que podemos hallar por medio
de la férmula cuadratica:

-1+£V5
—

Sin embargo, en el ejemplo siguiente no hay una manera facil de hallar las
raices, y no las hallamos.

Ejemplo 2. Trazar la grifica de la curva
y= —23 + 3z 5.

1. Cuando z = 0, tenemos y = —5. Con polinomios de grado

>3, en
general no hay una férmula sencilla para hallar los z tales que f(z) =0, de

el

" : . :
f"(z) < 0si, ysélosi, > 0. Hay un punto de inflexién en z = 0
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mo ;. . .
" do que no damos de manera explicita la interseccién de la gréfica con el eje

2. La derivada es

f(z) =322 +3.

La gréﬁca de f’(.:c) es una pardbola doblada hacia abajo, como ya se sabra
gracias a la experiencia previa con paribolas. Tenemos

fl@)=0 <= 2’=1 <= =z=11y z=-1.
Asi, hay dos puntos criticos de f, a saber, z = 1 yz=-1.

3. La grafi d , )
sigae a grafica de f'(z) se ve como una pardbola doblada hacia abajo, como

Grifica de
3 Sfix)=-3x>+3

'BR

f es estrictamente decreciente

Entonces:

= fl(z)<0
= z<-1 y z>1.
f es estrictamente creciente <=

— -l<z<l.

Por tal motivo' £ ti ini
iene un minimo =- i fxi
enze=1. ) local en z = —1, y tiene un méximo local
4.

Si z — oo, entonces, por §1, f(z) = —c0.
Si z— —oco, entonces, por §1, f(z) = +oo.

5. Tenemos f”(z) = —6z. Por lo tanto, f'(z) >0 si,ysélosi, z <0y

Juntando toda esta informacién vemos que la gréfica de f se ve como en la

pagina siguiente.

fl(z)>0 /
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(ly '_3)

Grificade
fx)=-x*+3x-5

(-1 =7

Observacién. Cuando f es un polinomio de grado 3, su derivada f'(z) es
un polinomio de grado 2 y, en general, este polinomio tiene dos raices, que dan
los dos puntos criticos de la curva y = f(z). En el ejemplo precedente, estos
puntos criticos estan en (—1,-7) y (1,-3).

, Nétese de nuevo cémo usamos la grafica de una parabola, a saber, la grafica
de f'(z), en el proceso de determinar la propia gréfica de f.

En los tiltimos dos ejemplos, el polinomio cibico tiene dos jorobas, en los dos
puntos criticos. Esta es la forma mas general de los polinomios ciibicos, pero
hay casos particulares en los que no hay punto critico, o sélo un punto critico.

Ejemplo 3(a). Sea f(z) =4z + 2. Trazar la gréfica de f.
Aqui tenemos que f'(z) = 1222 > 0 para todo z # 0. Hay sélo un punto
critico, cuando z = 0. Por lo tanto, la funcién es estrictamente creciente para

todo x y su grafica se ve asi.

Graficade 4x3 + 2

Ejemplo 3(b). Sea f(z) = 42° + 3z. Trazar la gréfica de f.
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Aqui tenemos que f'(z) = 1222
= + 3 > 0 para tod. A
de f se ve asi. No hay punto critico. P o = porlo que la gréfica

Graficade 4x3 4 3x

En ambos ejemplos tenemos
f'(z) = 24z.

dAj[l;] :I;l :? doz e:]emplos hay un punto de inflexién en z = 0. La grafica de f se
Jobla b 1a abajo para z < 0 y se dobla hacia arriba para z > 0. La diferencia
ntre el caso (a) y el caso (b) es que en el caso (a) el punto de inflexién es
punto critico, donde la derivada de f es igual a 0, de modo que la curva es pl na
en el punto critico. En el caso (b), la derivada en el punto de inflexién ess P

f'(z) =3,

de modo que en el caso (b) la derivada en el punto de inflexién es positiva.
VI, §3. EJERCICIOS

1. Mostrar que una curva
y=az3+bz2+cz+d
con a # 0 tiene exactamente un punto de inflexién. ‘
Trazar las grificas de las curvas siguientes. |

2. 2° - 222 4 3¢ 3. 2% +2% -3z
4. 20% — %2 -3z 5. be¥ 427 -2z
6. 2° - 327+ 62 -3 7. 28 4z -1

8. z3—z—-1 9. —23+22+5
10. —2z3 4z 42 1. 25— 22 +1
12. y=z*+4z 13. y=2z%+¢
14. y=2°+6z 15. y=z"+z
16. y=z% 41z
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17. ;Cuaél de los polinomios siguientes tiene un minimo (para todo z)?

(a) 28—z +2 (b) 28—z +2

(c) —z*—z+2 @) -z°—z+2

(e) z°+z+2 (f) 2 +z+2

Trazar las graficas de estos polinomios.

18. ;Cudl de los polinomios del ejercicio 17 tiene un méaximo (para todo z)?

En los dos problemas siguientes:

(a) Demostrar que f tiene exactamente dos puntos de inflexién.

(b) Trazar la grafica de f. Determinar explicitamente los puntos criticos. Determinar

las regiones donde se dobla hacia arriba y donde se dobla hacia abajo.
19. f(z)=3'+3z°—2° +5
20. f(z)=ga* -2z +2° +3
21. Trazar la grifica de la funcién
f(z)=z°—-%z‘+-f—6 2.

Hallar los puntos criticos. Hallar los valores de f en estos puntos criticos. Trazar
ce a primera vista.

la grifica de f. Se verd mucho mids clara de lo que pare

Vi, §4. FUNCIONES RACIONALES

Consideraremos ahora cocientes de polinomios.

Ejemplo. Trazar la grafica de la curva
z—1

y=f(=) =17

y determinar las ocho propiedades enunciadas en la introduccién.

1. Cuando z = 0, tenemos f(z) = —1. Cuando z =1, f(z) =0.
2. La derivada es 9

! . c———
f(l‘)— (z+1)2'

(Se puede calcular usando la regla del cociente.) Nunca es 0y, por lo tanto, la

funcién f no tiene puntos criticos.

3. El denominador es un cuadrado y,
esta definido, esto es, para Z 4 —1. Asi, Ff(z)
funcién es creciente para todo z. Es evidente que la funcién no est

para z
la funcién es creciente en la region

z< -1

y es creciente en la regién z > —1.
4. No hay regién de decrecimiento.

por lo tanto, siempre €s positivo donde
> 0 para todo z # —1. La
4 definida

= —1 y tampoco lo est4 su derivada, asi que seria mas preciso decir que
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5. Como la derivada nunca es 0, n AXi

o hay m ini i
6. La segunda derivada es ’ Y méximos o minims relafivos.

. -4

f'(z) = ——.
or @) (z +1)3
,estt)é girﬁp}gnto dt.e inflexién porque f”(z) # 0 para todo z donde la funcién
o) 1:)1 2(11. Siz< -1, entonces el denominador (z + 1)® es negativo, y
4 den:m‘ , de modo que la grafica se dobla hacia arriba. Si z > -1 enton’ces

inador es positi " 4 ;
e positivo y f”(z) < 0, de modo que la gréfica se dobla hacia
mézo.dgudzn;l:s.':cs?’vug\)re %ositivo grande nuestra funcién tiende a 1 (usando el
cién §1). i

metiadd ¢ la seccid uando z se vuelve grande negativo nuestra funcién

mis(f:lt;c; eeljlrlrgnto de. l.nformacién' muy 1til es ver lo que ocurre cuando f(z)
st e ve positivo o negativo, grande. Esto sucede cerca de los puntos
n8 e Ce enomme'xdor de f(z) es 0. En el ejemplo presente, z = —1.
. .._é léaim:ot:'c t.(;ende a —1, el denominador tiende a 0 y el numerador tiende
2 - ) iende a —1 por la derecha, de modo que z > —1, entonces el
minador es positivo y el numerador es negativo. Por lo tanto ’la fraccién
z-1 ’
z+1

es negativa, y es negativa grande.

==
—

|
I —
T
1
—

Figura 2

Si z tiende a —1 por la izquierda de modo que z < —1, entonces =z — 1

. es negativo, pero también z + 1 es negativo. Por lo tanto, f(z) es positivo y

gra'r]lde,t pu:les el denominador es pequeifio cuando z esta cerca de —1

untando toda esta info i6 A om

itz rmacién vemos que la grifica se ve como la figura
Hemos trazado las dos rectas ¢ = —1 y y = 1, pues desempefian un papel

importante cuando z tiende a — )
grande. 1y cuando z se vuelve positivo o negativo,
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Observacién. Sea de nuevo

z—-1
y=f=)= 77

Entonces podemos escribir esta relacién para ver directamente que la gréifica de
f es una hipérbola, como se ve enseguida. Escribimos la relacién en la forma

_z+l1-2 2
T oz+1 T z+0
esto es, y — 1 = —2/(z + 1). Al quitar los denominadores queda

(y—1)(z+1)=-2.
Por el capitulo II se sabe que es una hipérbola. Realizamos el trazo por medio

de un método més general porque también funciona en los casos en que no se
puede reducir la ecuacién a una de las curvas usuales, como circulos, parabolas

o hipérbolas.

z2+z

z—-1"

Nétese que f no esta definida en z = 1. Podemos escribir

Ejemplo. Trazar la grifica de f(z) =

Tenemos f(z) = 0 si, y sblo si, el numerador z(z+1)=0. Asi:

f(2)=0 si,ysélosi, =0 o z=-1

A continuacién vemos la derivada, que es

, _32—21:—1
f(.’l.‘)— (.‘t—-l)z

(Calcularla usando la regla del cociente.) Entonces

flz)=0 <<= 2z*-22-1=0.
< z=1+v2 (por laférmula cuadratica)

Estos son los puntos criticos de f.

El denominador (z — 1)? en f'(z) es un cuadrado, por lo que siempre es
positivo donde esta definido, esto es, para z # 1. Por lo tanto, el signo de f'(z)
es el mismo que el signo de su numerador z2 -2z —1. Sea

g(z) =2? -2z - 1.

La grafica de g es una parabola y, como el coeficiente de z2 es 1 > 0, esta
parabola se dobla hacia arriba como se muestra en la figura.
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Grifica de
g(x)=x*-2x -1

1—\/5\\/1+\/§

Las dos raices de g(z) = 0 son 2 = 1—v2 y 14 v/2. De la grifica de g(z)
vemos que

g(ic)<0 cuando 1-V2<z<1+v2,
9(z)>0 cuando z<1-Vv2 o z>1+V2.

Esto nos da las regiones de «cecimiento y de decrecimiento para f(z).

Para

z < 1—+/2 f(z) es estrictamente creciente.
Para 1-v2<z<]1, f(z) es estrictamente decreciente.
Para 1<z <1++2, f(z) es estrictamente decreciente.
Para 1 + v2 < =, f(z) es estrictamente creciente.

Se sigue que f tiene un méaximo local en z = 1 2 ; ;s
=1- t
enz=1+3. , V2 y f tiene un minimo local

Cuando z se vu<‘elve positivo grande, f(z) se vuelve positivo grande como se
deduce de la expresién

f(z) = 2tz _ 2¥(1+1/2) _ Lt/
z—-1 z(1-1/z) 1-1/z"

Cuando z se vuelve negativo grande, f(z) se vuelve negativo grande.

Cuando z tle.znde alyz<1,lafuncién f(z) se vuelve negafiva grande
pc2>rque e} denominador £—1 tiende a 0 y es negativo, mientras que el numerador
z° 4+ z tiende a 2.

Cuando z tiendea 1y z> 1, la funcién f(z) se vuelve positiva gran” or-
que el d.el‘lomlnafior z—1 tiende a 0 y tanto el numerador como el denominador
son positivos, mientras que el numerador tiende a 2.

Por consiguiente, la grafica se ve como se dibujé en la figura 3.

=

T i

B

e
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eje y

| |
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| ! 2

| | j(x)—x +x

ll ll T x-1
|

} |

' |

-1/ 1, o '

11— V2 ! 1+v2  €eT

', |

| |
|

| |

| |
|

| |

1 |

Vi, §4. EJERCICIOS

Trazar las curvas siguientes, indicando toda la informacién enunciada en la intro-
duccién. Puede considerarse opcional la convexidad.

1
2+2 -z=3 =2t-
1L y=25 2 y=577 S YTaga
222 -1
2 1 T —=
4.y=z£1=z—; 5. -1 6. y= z2 —2
" _21}—3 8. 4z 9.z+§.
Y= 341 2 -9 :cz
2 3z -2
-4 12.
10. = 1 o +3 3z-5
2 z+1
2z 14. z 15. 5=
B. 773 v+l z2+5
2 2_1
1 z°+1 z
16. ::ts 17. z2—1 G

19. Trazar la grifica de f(z) =z +1/z.

20. Sean a y b dos nﬁmefos positivos. Sea
b
f(z)=az+ P

Mostrar que el valor minimo de f(z) para z > 0 es 2v/ab. Dar razones para cada
afirmacién. Deducir que Vab < (a +b)/2. Trazar la grifica de f para z>0.
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VI, §5. APLICACIONES DE MAXIMOS Y MINIMOS

En esta seccidn se estudiaran problemas expresados en lenguaje cotidiano que

tratan sobre mdximos y minimos y aplican las técnicas estudiadas antes. En

cada caso queremos maximizar o minimizar una funcién, la cual en un principio

puede estar dada incluso en términos de dos variables. Procedemos como sigue.

1. Se dan datos suficientes a fin de que una de estas variables, por medio de

alguna relacion, se pueda expresar en términos de la otra. Terminamos
tratando con una funcién de una sola variable.

2. Después se hallan sus puntos criticos haciendo la derivada igual a 0, y en

seguida se determina si los puntos criticos son maximos o minimos locales.

3. Verificamos si estos mdximos o minimos locales son también maximos o

minimos en todo el intervalo de definicién de la funcién. Si la funcién

estd dada sélo en intervalos finitos, puede suceder que el maximo ocurra,

por ejemplo, en un punto extremo, donde no se aplica el criterio de la
derivada.

Ejemplo 1. Hallar el punto sobre la grifica de la ecuacién y? = 4z que
esta cerca del punto (2,3).

y2=4x2
(2,3)
[ ]
P
Figura 4

Para minimizar la distancia entre un punto (z,y) y (2, 3), basta minimizar
el cuadrado de la distancia, que tiene la ventaja de que en su férmula no hay

ninguna raiz cuadrada. En efecto, suponer que 2% es un valor minimo para
el cuadrado de la distancia, con zy positivo. Entonces zp mismo es un valor
minimo para la distancia, ya que un nimero positivo tiene una raiz cuadrada

positiva dnica. El cuadrado de la distancia es igual a
22=(2-2)2+(3-y)

Asi z? esta expresado en términos de las dos variables = y y. Pero sabemos
que el punto (z,y) esta sobre la curva cuya ecuacién es y? = 4z. Por lo tanto,
podemos despejar una variable en términos de la otra, a saber, y = 2y/z. Al
sustituir y = 2/z, hallamos una expresién para el cuadrado de la distancia sélo
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en términos de z, a saber
f(z) = (2-2)* + (3 - 2Vz)?
=4-4z+224+9-12V/z+4z

=13+ 2% - 12V/z.
Determinamos ahora los puntos criticos de f. Tenemos
f(e) = 20— <

ﬁ,
de modo que
22/ =6

flz)=0 <=
=4 z=\’/§.

Mis afin, tenemos
fi(z)>0 <= 2z/z>6
= >0
flz)<0 <= <9

Por lo tanto, f(z) es estrictamente creciente cuando z > VI yes estrictame:lte
decreciente cuando z < /9. Por lo tanto, ¥/9 es un minimo. Cuando z = 9,
el valor correspondiente para y es

y=2\/.1_:=2\3/§.

Por lo tanto, el punto sobre la grifica de y? = 4z mads cercano a (2,3) es el

punto
P = (¥9,2V3).

Ejemplo 2. Se va a fabricar una lata de aceite en forma de cilindro, para
contener un cuarto de aceite. ;Qué .dimensiones debera tener de modo que el
4rea de la superficie sea minima (en otras palabras, que minimice el costo del
material para hacer la lata)?

Sea r el radio de la base del cilindro y sea h su altura. Entonces el volumen
es

V = nr?h.
El 4rea de la superficie total es Ia suma de la tapa, el fondo y los lados circulares,
a saber,
A =2xr? 4 27rh.
Asi, el drea esti dada en términos de las dos variables r y h. Sin embargo,
también se indica que el volumen V es constante, V = 1. De este modo obte-
nemos una relacién entre r y h,

ar’h =1,
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y podemos despejar h en términos de r, a saber,
h=1/xr
Por lo tanto, el 4rea se puede expresar completamente en términos de 7, esto es,
A =2xr? 4 2xr[7r? = 27r? 4 2/r.

Queremos que el drea sea minima. Primero hallamos los puntos criticos de A.
Tenemos:
Afry=drr-2/r’=0 <+ 4mr=2/1"

E == ard =

Asi hallamos exactamente un punto critico

1\1/3
= ()

Considerando factores fisicos podemos ver que esto corresponde a un minimo,
pero también podemos proceder de la manera siguiente. Cuando r se vuelve
positivo grande, o cuando r tiende a 0, la funcién A(r) se vuelve grande, de
modo que debe haber un minimo de la funcién para algin valor » > 0. Este
minimo es un punto critico, y ya se sabe que hay s6lo un punto critico. Por lo
tanto, hemos hallado que el minimo ocurre cuando r es el punto critico. En este
caso podemos sustituir y encontrar h, como sigue:

1 (2m)3 223
P S VEN

Esto proporciona las dimensiones requeridas.

[

Ejemplo 3. Un camidn se va a conducir durante 320km a velocidad cons-
tante de zkm/h. Las reglamentaciones de velocidad requieren que 50 < z <

100. Supéngase que la gasolina cuesta 15 centavos/litro y se consume a razén
de 2
9+ 500 lit/hr.

Si el chofer gana $8 la hora, hallar la velocidad mas econémica.

El costo total se expresa como la suma del costo de la gasolina y el salario.
El tiempo total del viaje sera

320
z

pues (tiempo)(velocidad) = (distancia) si la velocidad es constante. El costo de
la gasolina es entonces igual al producto de

(precio por litro)(nimero de litros usados por hora)(tiempo total)

de modo que el costo de la gasolina es
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Por otro lado, el salario estd dado por el producto
(salario por hora)(tiempo total),

de modo que el costo del salario es

W(z)=8~3—3—0.

Por lo tanto, el costo total del viaje es
f(z) =G(z)+ W(=z)

2320 8320
=.15(9+f——)§—£+

500 z
9 = 2560
=48 (; + 3-0—6) + o

Tenemos que

432 12 2560
I e —— —— — S —
fle)=-"T3 135~ 2

2002 12
z? 125°

Por lo tanto, f'(z) = 0 si, y sdlo si,

2992 _ 12
z2 125
en otras palabras,
2 93500
2’ ===

Asi z = 10,/%—5. [Tomamos z positivo, ya que es la solucién que tiene

significado fisico.]

Observamos ahora que 10\/93ﬁ es aproximadamente igual a 176, de modo

que rebasa el limite de velocidad de 100 que se asignd al principio. Més aun, si
0 < £ < 176, entonces

fl(z) <0.

Por lo tanto, la funcién f(z) es decreciente para 0 < z < 176. Su grafica se
puede esbozar como en la figura de la pagina siguiente.
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| |

i T 1
50 100 150 \200

10,/935/3

Como al empezar restringimos la velocidad posible al intervalo 50 < z < 100,
se sigue que el minimo de f en el intervalo debe ocurrir cuando z = 100. Por
lo tanto, ésta es la velocidad que minimiza el costo total.

Ejemplo 4. Suponer en el ejemplo anterior que no hay limite de velocidad.
Vemos entonces que si £ > 176, entonces f’(z) > 0, de modo que f(z) es
creciente para

z > 176.
935

Por lo tanto, 104/252 es un punto minimo para f cuando no se colocan restric-
ciones en z. En consecuencia, en este caso, la velocidad que minimiza al costo

€s
/935
=104/ —.
z 0 3

Ejemplo 5. Cuando la luz emitida desde una fuente puntual choca con
una superficie plana, la intensidad de la iluminacién es proporcional al coseno
del dngulo de incidencia e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia
desde la fuente. ;A qué altura deberad colocarse una luz arriba del centro de
un circulo de 12m de radio para dar la mejor iluminacién a lo largo de la
circunferencia?

El dngulo de incidencia se mide a partir de la perpendicular al plano. La
figura es asi. '

—
=

Figura 5
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Denotamos por @ el dngulo de incidencia y por y la altura de la luz. Sea I la
intensidad de la iluminacién. Que dos cantidades sean proporcionales significa
que existe una constante tal que una cantidad es igual a la constante por la otra.
Asi, existe una constante ¢ tal que

algﬁn. ‘valor de y > 0, y este maximo debe ser un punto critico. Por otro lado
ta,fr}blen hemos probado que hay un solo punto critico. Por lo tanto, este puntc;
critico es el méximo, segiin se deseaba. Asi, y = 12/v/2 es un m’:«.i.ximo para
la funcién. En vista del anilisis anterior, se puede trazar la grifica como en la

1

122 + 42

=C y 1
V122 442122+ 2

_ cy

= @@+ A

Los puntos criticos de I(y) son aquellos puntos donde I'(y) = 0. Tenemos
(122 +9%)%% — y - §(12° + v*)'/%(29)
(122 + y2)3 ’

y esta expresién es igual a 0 precisamente cuando el numerador es igual a 0,
esto es,

I(y) = ccosf

I'ly)=c

(122 + 9?2 = 37 (12° + )2,
Al cancelar (42 4 y2)1/2, vemos que esto equivale a

122 + 9% = 397,
o, en otras palabras,
122 = 242,
Despejando y se obtiene
12
y=x—.

V2

Sélo el valor positivo de y tiene significado fisico, y asi la altura que da la maxima
intensidad es de 4/ v2m, a condicién de que sepamos que este punto critico es
un maximo para la funcién I(y), para y > 0. Esto se puede ver de la siguiente
manera.

Si y estd muy cerca de 0, entonces el numerador cy de I(y) esté cercade 0,
y el denominador (42 +y?)3/2 est4 cerca de (42)3/2 de modo que I(y) se analiza
factorizando y2, a saber

122 3/2
(122 + 4?32 = (_y2 + 1) ¥3.
Entonces I Vi tiende a 0 cuando Yy se vuelve rande, porque
g

c c 1
I(y) = Y

(término cercano a 1)y ~ (término cercano a 1) y2

si y es positivo grande. Por lo tanto, hemos mostrado que I(y) tiende a 0 cuando
y tiende a 0 o y se vuelve grande. Se sigue que I(y) alcanza un méximo para

figura.

Grifica de I(y)

1

T —
12/v2 ey

Ejemplo 6. Un negocio fabrica transmisiones de automévil que se venden
en $400. El costo total de colocar en el mercado z unidades es

f(x) = 0.022 + 160z + 400 000.

iCuéntas transmisiones deberan venderse para obtener una ganancia maxima?
‘ Sea P(:c) la ganancia obtenida al vender z unidades. Entonces P(z) es la
diferencia entre el ingreso total y el costo de colocar en el mercado. Por lo tanto
)

P(z) = 400z —~ (0.02z” + 160z + 400 000)
= —0.0222 + 240z — 400 000.

Queremos saber cuando es maximo P(z). Tenemos:

P'(z) = —0.04z 4 240

de modo que la derivada es 0 cuando

0.04z = 240,
o en otras palabras,
240
iy v 6000.

La ec}lacién y = P(z) es una parsbola, que se dobla hacia abajo porque el
co?ﬁleente principal es —0.02 (negativo). Por lo tanto, el punto critico es un
maximo, y la respuesta es entonces 6000 unidades.
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eje y

I \ eje t
Pardbola y = at®> + bt + ¢ con a <0.

Ejemplo 7. Un granjero compra un toro que pesa 270kg a un costo de
$180. Cuesta 15 centavos diarios alimentar al animal, que aum<?nta 0.45kg al
dia. Cada dia que se tiene al toro el precio de venta por kilo declina de acuerdo

con la férmula 1
=1-——t
B(t) =1 1800 i
donde ¢ es el nimero de dias. ;Cuénto tiempo deberd esperar el granjero para
maximizar sus ganancias?
Para determinarlo, nétese que el costo total después del tiempo t estd dado

por
() = 180 + 0.15¢.

El total de la venta equivale al producto del precio B(t) por kilo, por el peso del
animal; en otras palabras,

St =(1- TBlOT)t)(zm + 45¢)

= —0.00025¢2 + 0.30¢ + 270.

Por lo tanto, la ‘gahnancia es
P() = S(t) - £(0)
= 20.00025t* + 0.15¢ + 90.

Entonces
P'(t) = —0.0005t + 0.15
y P'(t) = 0 exactamente cuando 0.0005¢ = 0.15 o, en otras palabras,
0.15

= ———— = 300.
t= 9.0005
Por lo tanto, la respuesta es que el granjero debe esperar 300 dias an}:e§ de
vender el toro, siempre que podamos probar que este valor_ de t da un maximo.
Pero la férmula para la ganancia es una expresion cuadrética en ¢, de la forma

P(t) = at® + bt + ¢,
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y @ < 0. Por lo tanto, P(t) es una parabola, y como a < 0 esta parabola se
abre hacia abajo, como en la figura. Como resultado, el punto critico debe ser
un maximo, segln se deseaba.

VI, §5. EJERCICIOS

1. Hallar la longitud de los lados del rectingulo de drea mis grande que pueda inscri-
birse en un semicirculo, de manera que la base inferior esté sobre el didmetro.

2. Una caja rectangular tiene una base cuadrada y no tiene tapa. El drea combinada
de los lados y el fondo es de 4.5m?. Hallar las dimensiones de la caja de maximo
volumen que cumple con estos requisitos.

3. Probar que, entre todos los rectangulos de irea dada, el cuadrado es el de menor
perimetro.

4. Se conducird un camién por 300km a una velocidad constante de zkm/hr. Las

reglamentaciones sobre velocidad requieren que 30 < z < 60.

Suponiendo que la gasolina cuesta 8 centavos/litro y se consume a razén de 8 +
£2/600 lit/hr, y si el salario del chofer es de D délares la hora, hallar la velocidad mds
econdmica y el costo del viajesi (a) D =0,(b) D=1, (c) D=2,(d) D=3, (¢)
D=4.

5. Un rectingulo ha de tener un 4rea de 64 m?. Hallar sus dimensiones de modo que
la distancia de una esquina al punto medio de un lado no adyacente sea un minimo.

6. Expresar el nimero 4 como la suma de dos nimeros positivos de manera que la
suma del cuadrado del primero y del cubo del segundo sea lo mas pequefio posible.

7. Un alambre de 24 cm de largo se corta en dos, una parte se dobla para darle forma
de circulo y la otra en forma de cuadrado. ;Cémo deberd cortarse si la suma de las
areas del circulo y del cuadrado ha de ser (a) un minimo, (b) un méximo?

8. Hallar el punto sobre la grifica de la ecnacién y*> = 4z que estd més cerca del punto
(2,1).

9. Hallar los puntos sobre la hipérbola z? — y* =1 mds cercanos al punto (0,1).

10. Demostrar que (2,2) es el punto sobre la grifica de la ecnacién y = z° — 3z que
estd mds cerca del punto (11,1).

11. Hallar las coordenadas de los puntos sobre la curva z2 — y* = 16 que estén mds
cerca del punto (0,6).

12. Hallar las coordenadas de los puntos sobre la curva y?> = £ +1 que estén mds cerca
del origen.

13. Hallar las coordenadas del punto sobre la curva 3° = 2(z +1) que estén mis cerca
del origen.

14. Hallar las coordenadas de los puntos sobre la curva y = 222 que estén mis cerca
del punto (9,0).
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15. Un anillo circular de radio b estd cargado uniformemente de electricidad; la carga
total es Q. La fuerza ejercida por esta carga sobre una particula a una distancia
z del centro del anillo, en una direccién perpendicular al plano del anillo estd dada
por F(z) = Qz(z? + b?)~%/2. Hallar el méximo de F para todo z > 0.

16. Sea F la razén de flujo de agua sobre cierto vertedero. Suponer que F' es propor-
cional a y(h — y)l/ 2, donde y es la profundidad de la corriente y k es la altura y
es constante. ;Qué valor de y hace mdxima a F?

17. Hallar sobre el eje = el punto tal que la suma de sus distancias a (2,0) y (0,3) sea
un minimo.

18. Una pieza de alambre de longitud L se va a cortar en dos partes, una de ellas se
va a doblar en forma de tridngulo equildtero y la otra en forma de circulo. ;Cémo
deberd cortarse el alambre de modo que la suma de las ireas comprendidas sea (a)
un minimo, (b} un miximo? q

19. Una cerca det}m de alto estd a 1.20m de la pared de una casa. ;Cuil es la longitud

minima que debe tener una escalera para que uno de sus extremos descanse en el
suelo, fuera de la cerca, y el otro sobre la pared de la casa?

20. Un tanque ha de tener un volumen dado V' y se hari en forma de cilindro circular
recto con hemisferios agregados en cada extremo. El material para los extremos
cuesta el doble por metro cuadrado que para los lados. Hallar las proporciones mis
econdmicas. [Se puede suponer que el irea de una esfera es 4772 ]

21. Hallar la longitud de la barra més larga que puede transportarse horizontalmente
y dar la vuelta en una esquina pasando de un corredor de 2.44 m a uno de 1.22m.

22. Sean P y Q dos puntos en el plano en el mismo lado del eje z. Sea R un punto
sobre el eje z (figura 6). Demostrar que la suma de las distancias PR y QR es
menor cuando los dngulos 8; y 6, son iguales.

Q

]

i

i

P |
; 2

Yy!
o, 6 i
|‘_ R '
— —ole—rO0—ZT.
Figura 6

[Idea: Usar primero el teorema de Pitdgoras para dar una expresién para las distan-
cias PR y RQ en términos de z y de las cantidades fijas y1, y2. Sea f(z) la suma
de las distancias. Mostrar que la condicién f'(z) = 0 significa que cosf; = cos¥f;.
Usando valores de = cercanos a 0 y a a, demostrar que f(z) es decreciente cerca
de £ = 0 y es creciente cerca de z = a. Por lo tanto, el minimo debe estar en el
intervalo abierto 0 < z < a, y es, en consecuencia, el punto critico.]

23. Suponer que la velocidad de la luz es v, en el aire y v> en el agua. Un rayo de luz
que viaja de un punto P; sobre la superficie del agua a un punto P, debajo de la

B
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s;lperﬁc:e, v1aj’aré por la t}'ayectoria que requiera el menor tiempo. Demostrar que

el rayo cruzara la superficie en el punto @ en el plano vertical que pasa P,

P,, de manera que ? ey
sen 6, __senb,

vy vy

donde 6; y 6, son los dngulos mostrados en la figura de la pagina siguiente:

Py

1 i

0y Y2

Figura 7

,(I"Se ;g)l'lfede suponer que la luz viajard en el plano vertical que pasa por P, y P,
am ién se puede suponer que cuando la velocidad es constante, eigual a v, en todz;
una region, y s es la distancia recorrida, entonces el tiempo ¢ es igual a t’— sfv.)

2. - RPN
4. Sea p la probabilidad de que ocurrira clerto evento en todo ensayo. Suponer que en
n ensayos el evento se observé s veces. La funcién de posibilidad se define como

L(p) = p*(1 = p)™~*. Hallar el valor d imi
. ! € p que maximice la funcién d ibili
(Tomar 0 < p <1.) Considerar n y s como constantes. © posibilidad.

25. 16

lHalIz.u una ecuacién para .Ia recta que pasa por los puntos siguientes y forma con
os ejes coordenados un tridngulo de drea minima en el primer cuadrante:
(a) que pase por el punto (3,1). -

(b) que pase por el punto (3,2).
26. Sean ai,...,a, nimeros, Mostrar que existe un solo nimero z tal que

2
(z - a1) + 4+ (z - an)?
es un'minimo, y hallar este niimero.

27. Cuando la luz emitida desde una fuente puntual choca con una superficie plana, la

}ntensxdad de la iluminacién es proporcional al coseno del dngulo de incidenci

lnvers?.mente proporcional al cuadrado de la distancia desde la fuente. ; A uée::lctla X
deberfx co’locafse una luz arriba del centro de un circulo de 25cm de.r;dic? ar :iua
la.me‘]or iluminacién a lo largo de la circunferencia? (El angulo de i 'dp in s
mide desde la perpendicular al plano.) radendin se

28. _U“ reqplente horizontal tiene una seccién transversal en forma de tridngulo isésceles
m\ertldf), donde la longitud de un cateto es de 20m. Hallar el dngulo entre los
catetos iguales que den la capacidad maxima.

29. Un recipiente tiene fondo horizontal plano y seccién transversal como la mostrada

en la figura de la pagina sigui A incli
. guiente. Hallar el 4ngulo de inclinacié
horizontal que den la mixima capacidad. s cinncion de los lados a 1a




194

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

TRAZADO DE CURVAS [V, §5)

0
30m 30m

30m

Figura 8

Determinar la constante a tal que la funcién
2 a
z) = -
fla)=2"+
tiene (a) un minimo local en z = 2, (b) un minimo local en £ = —3. (c) Demostrar
que la funcién no puede tener un maximo local para todo valor de a.

La intensidad de iluminacién en cualquier punto es proporcional a la potencia de
la fuente de luz y varia inversamente con el cuadrado de la distancia a la fuente. Si
dos fuentes de potencia ¢ y b distan entre si una distancia ¢, jen qué punto de la
recta que las une serd la intensidad un minimo?

Una ventana tiene forma de rectingulo con un semicirculo superpuesto. Hallar las
dimensiones cuando el perimetro es de 4m y el 4rea es lo més grande posible.

Hallar el radio y el 4ngulo del sector circular de 4rea mixima si el perimetro es
(a) 20cm (b) 16cm.

Estamos regando el prado con la manguera hacia arriba con un ingulo de inclinacién
0. Sea r el alcance de la manguera, esto es, la distancia desde la manguera hasta
el punto de impacto del agua. Entonces r estd dado por

2
r= 2—:;—senOcosﬁ,

donde v y g son constantes. ;jPara qué dngulo es maximo el alcance?

Una escalera se coloca de manera que pasa sobre una cerca de 4m de altura y se
apoya en un muro que estd a 0.7m detris de la cerca. ;Cuil es la longitud de la

escalera mds corta que se puede usar?

Se supone que un tanque cilindrico ha de tener un volumen dado V. Hallar las
dimensiones del radio de la base y de la altura en términos de V', de manera que
el drea de la superficie sea minima. El tanque deberd estar abierto por arriba pero

cerrado por abajo.

Se va a arreglar una cama de flores en forma de sector circular de radio r y dngulo
central 6. Hallar r y 0 si el drea es fija y el perimetro es un minimo en el caso:

(a) 0<b< y (b) 0<8< /2.
Recordar que el drea de un sector es

0
A=xr?. = =0r%/2.
LU 0r°/
La longitud de un arco de un circulo de radio r es

U
L_.21rr-2—;—"0~
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li
38. Una firma vende un
producto a $50 por unidad E
mercado z unidades estj dado por la funcién Pl costo
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total de colocar en el

f(z) = 5000 + 650z — 4542 4 73,

: Cud . ,
¢Cuantas unidades deberin producirse al dfa Para maximi

es 1 sooge . . zar las las? ¢ :
a ganancia diaria para este numero de unidades? grnanclast (Cudl

39. El costo dxa.uo de ploducn z umdades de un plOduCtO esta dado por la fonnula

f(2) = 2002 + 1205 — 552 4 %xs‘

Cada unidad se vende por $264.
para maximizar las ganancias?
unidades?

'Cbi‘uantas unidades deberin producirse al dia
¢Cual es la ganancia diaria Para este nimero de

40. Un producto se coloca e
. n el mercado a 50 d¢l i
colocar = unidades del preducto en el mercad(:)a;seil: o imdad. Bl costo total de
(=) = 1000 + 150z — 10022 + 25°.

¢Cudntas unidades deberdn

producirse para maximij i
a3 unic miza ; A
8anancia diaria para este z? " 1o ganancias? toudlesla

41. Una compaiifa es el 1inj i
it
nico fabricante de un producto, cuya funcién de costo es
f(z) =100 + 20z + 22

1 p crementa e pre Il menos llll(]ades y de heChO
S la. compania in 3 ’
l Cl10, CIItOIICeS se Veﬂde !
. . 13 , .
S1 €Xpresamos el precio p(z) como una funCIOIl del numero de umdades z entOIlCeS
)

P(z) = 620 — 8z.

de unidades por el precio.]
42. El i i
costo de producir z unidades de un producto estd dado por la funcig
n

f(z) = 102% + 200z + 6000,

Sipesel precio i
por unidad, ent, i :
esté dado por » entonces el niimero de unidades vendidas a ese precio
T = %B
10

(Para que ValOl' de T sera os1tiva la anancia? (Cua.nta's unldades debera.n ro-
i ,

ducirse para dar ganancias miximas?




