
142 
SENO Y COSENO 

Trazar las gráficas de las curvas siguientes da~as en coordenadas polares 
6. r2 = cos8 7. r =senO 

8. (a) r = sen2 8 (b) r = cos2 8 9. r = 4sen2 8 

10. r=5 

(a) 
1 

12. r=--
cos8 

14. r=1+cos8 

17. r=1-2sen8 

20. r = cos28 

23. r = 1 sen 381 

26. r = 1/8 

(b) 

11. r=4 

1 
r=-

sen8 
13. r = 3/ cos8 

15. r = 1 -sen 8 

18. r = sen38 

21. r = cos38 

24. r = 1 cos 381 

16. r = 1 - cos 8 

19. r = sen48 

22. r = 1 cos 281 

25. r = 8 

[IV, §6] 

En los tres problemas siguientes poner la ecuación en coordenadas rectangulares Y 

trazar la curva. 
1 2 4 

27. r = 1 - cos 8 28. r = 2 - cos 8 29. r = 1 + 2 cos 8 

Trazar las curvas siguientes dadas en coordenadas polares. 

30. r = tan 8 31. r = 5 + 2 sen 8 

32. r=l1+2cos81 33. (a) r=2+sen28 
(b) r=2-sen28 

34. 8 = 7r 

36. 8 = -7r/2 

38. 8 = 37r/2 

35. 8 = 7r/2 

37. 8 = 57r/4 

39. 8 = 37r/4 

CAPÍTULO V 

El teorema del valor medio 

Dada una curva y = f( x), usaremos la derivada para obtener información acerca 
de la curva. Por ejemplo, hallaremos el máximo y el mínimo de la gráfica y las 
regiones donde la curva crece o decrece. Usaremos el teorema del valor medio, 
que es fundamental en la teoría de las derivadas. 

V, §1. TEOREMA DEL MÁXIMO Y EL MrNIMO 

Definición, Sea f una función diferenciable. Un punto crítico de f es un 
número e tal. que 

f'(e) =O. 

El hecho de que la derivada sea cero significa que la pendiente de la recta tangente 
es O y, por ello, que la recta tangente misma es horizontal. He aquí tres ejemplos 
de este fenómeno. 

7 ""'· e 

Figura 1 Figura 2 Figura 3 

El tercer ejemplo es una función como f(x) = x3 • Tenemos que f'(x) = 3x2 

y, por lo tanto, cuando x =O, f'(O) =O. 
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Los otros dos ejemplOs son los de un máximo y un mínimo, respectivamente, 
viendo la gráfica de la función sólo alrededor de nuestro punto e. Formalizaremos 
ahora estos conceptos. 

Sean a y b dos números con a< b. Se empleará repetidamente el intervalo 
de números entre a y b, a veces incluyendo los puntos extremos a y b, y a veces 
no. Recordemos la terminología usual. 

La colección de números x tales que a < x < b se llama intervalo abierto 
entre a y b. 

La colección de números x tales que a :$ x :$ b se llama intervalo cerJ::ado 
entre a y b. Denotamos este intervalo cerrado mediante los símbolos [a, b]. (Un 
solo,punto será también un intervalo cerrado.) 

Si deseamos incluir sólo un punto extremo, diremos que el intervalo es semi
cerrado. Es evidente que hay dos intervalos semicerrados, a saber el formado 
por los números x con a :$ x < b y el otro que consta de los números x con 
a< x :$ b. 

Si a es un número, a la colección de números x > a (o x < a) en ocasiones 
se le llama intervalo abierto. El contexto ayudará a comprender esto mejor. 

Sea f una función y e un número en el que está definida f. 
Definición. Diremos que e es un punto máximo de la función f si, y sólo 

si, 
/(e)~ f(x) 

para todos los números x en los que está definido f. Si la condición /(e) ~ f(x) 
se cumple para todos los números x en algún intervalo, decimos entonces que la 
función tiene un máximo en e en ese intervalo. Llamama~ valor máximo 
a /(e). 

Ejemplo l. Sea f(x) =sen x. Entonces f tiene un máximo en 7r/2 porque 
/(7r/2) = 1 y senx :$ 1 para todos los valores de x. Esto se ilustra en la figura 
4. Nótese que -37r /2 también es un máximo para sen x. · 

r/2 

Figura 4 

Ejemplo 2. Sea f(x) = 2x, y vean a f como una función definida sólo en 
el intervalo 

0:$ X:$ 2. 
Entonces la función tiene un máximo en 2 en este intervalo porque /(2) = 4 y 
f(x) :$ 4 para todo x en el intervalo. Esto se ilustra en la figura 5. 

[V, §1] 
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k_ 
2 

Figura 5 
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Ejemplo 3. Sea !(x) = 1/x. Sabemos f , . 
Esta función no tiene máximo· se vuel q~e . no esta defimda para z = O. 
acerca a O y x > O Esto se "l . t lvefiarbitrariamente grande cuando z se 

· I us ra en a gura 6. 

Figura 6 

Definición. Un punto mínimo para fes un número e tal que 

f(x) ~/(e) para todo x donde está definida ¡ 
Un valor mínimo para la función es el valor f(e) . 

Ilustramos varios mínima~ 1 áfi '.tomado en un punto mínimo. 
con as gr cas de ciertas funciones. 

e .· C\. 

7 
Figura 7 

Figura 8 

En la figura 7 la función. tiene un mini E 
el extremo del intervalo. En las fi uras 3 ";¡o¡ n l~ ~gura ~ el mínimo está en 

En la figura sig· uiente el puntog y a funciOn no tiene mínimo. 
' ei se ve como un m· · 1 como un mínimo, siempre que se per aximo Y e punto e2 se ve 

l manezca cerca de esos t • o que sucede en otros lugares de 1 pun os y no se vea · a curva. 

,~ 
,;¡, 
.r r' 

¡i 1 

! 
1 

1' 
1 
1 

/1 

¡¡'1 
1 i 
1 1 
1': 

i 

1 
1 

'/' 
¡/ 

/1 
¡1 

1 

,¡ 
1 
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Figura. 9 

Hay un nombre para dichos puntos. Diremos que un punto e es un mínimo 
local o un mínimo relativo de la función f si existe un intervalo 

a 1 <e< b1 

tal que f(c) :5 f(x) para todos los números x con a 1 :5 x :5 b¡. 
La noción de máximo local o máximo relativo se define de rnanéra aná

loga. (Hacerlo.) En la figura 9 el punto c3 es un máximo local, c4 es un mínimo 
local y c5 es un máximo local. 

El máximo y el mínimo reales están en los puntos extremos. 
Usando las propiedades básicas de los números podernos probar el teorema 

siguiente, el cual es tan obvio que omitirnos la demostración. 

Teorema 1.1. Sea f una función continua sobre un intervalo cerrado [a, b]. 
Entonces existe un punto en· e] intervalo donde f tiene un máximo y existe 
un punto donde f tiene un mínimo. 

Desearnos tener alguna idea del margen de valores de la función dida. El 
siguiente teorema brinda esta información. 

Teorema 1.2. Teorema del valor intermedio. Sea f una función con
tinua sobre el intervalo [a, b]. Sea a= f(a) y ¡3 = f(b). Sea 'Y unnúrnero 
entre a y ¡3. Por ejemplo, si a < ¡3, sea a < 'Y < ¡3 y, si a > ¡3, entonces 
sea 

a > 'Y > ¡3. 

Entonces existe un número e tal que a < e < b y tal que 

f(c) ='Y· 

El teorema es intuitivamente obvio, pues una función continua no tiene saltos, 
corno se ilustra en la figura de la página siguiente. La demostración pertenece al 
conjunto de ideas del apéndice sobre épsilon y delta y puede omitirse sin peligro. 
Cabe mencionar que puede haber varios puntos e en el intervalo [a, b] tal que 
f(c) ='Y. En la figura hay tres de dichos puntos, denominados e¡, c2 y C3. 

[V, §1] 
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Corno se ha comentado, el punto donde f tiene , . 
de los puntos extremos del intervalo S" b un IDaJ~liDO puede ser uno 
punto extremo y la función es difer~n:in ~:n rg~, cu~~do dich? punto no es un 
figuras 4 o 9, donde vernos que la tan at e, a situaciOn es analoga a la de las 
horizontal; en otras palabras, la derh;;::a ed a ~a curv~ ,en ese punto es una recta 
esto en forma de teorema. e a funciOn es O. Podernos probar 

Teorema 1.3. Sea f una función ' · 
intervalo abierto a < x < b Sea e que e~ta defimda y es diferenciable en el 
función tiene un máximo loc~l o u~ ~umlero en el intervalo en el cual la 

un nnmmo ocal. Entonces 

!'(e)= O. 
Demostración. Esta demostración corres d 

Si se tornan valores pequeños de h ·rpon e al c~o de un máximo local. 
estará en el intervalo. Hallemos el Ií~ft~s~~~os ~ negativos), el número e + h 
acercarnos a e por la derecha y por la i . d cociente de Newton conforme nos 
el valor f'( e). zqUier a, Y de esa manera se determinará 

;>~ 
' ' ' ' ' ' ' ' ' ' : 1 
' 1 
1 : 

·a e-k e c+h 
Figura. 10 

b 

Tornemos primero h positivo (ver la figura 10). Debernos tener 

!(e)~ /(e+ h) 
sin importar cómo sea h (siempre ue sea -
local. Por lo tanto, /{e+ h) _ f(c)~ O Cpequeno), Pl!es /(~) es el máximo 

- · orno h > O, el cociente de Newton 
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satisface 
f(e + hl- f(e) :5O. 

En consecuencia, el límite es :5 O o, en símbolos: 

l' f(e+h)-f(e) 0 
h1.P. h :5 . 
h>O 

Tomemos ahora h negativo, digamos h = -k con k > O. Entonces 

f(e- k)- /(e) :5O, f(e)- f(e- k) 2::: O 

y el cociente es 
f(e- k)- f(e) f(e)- f(e- k) 

= -k k 

[V, §1] 

Así, el cociente de Newton es 2::: O. Al tomar el límite cuando h (o k) tiende a 
O, vemos que 

r f(e + h)- f(e) >o 
h1.P. h - . 
h<O 

La única manera en que estos dos límites pueden ser iguales es que ambos sean 
O. Por lo tanto, f'(e) =O. Esto concluye la demostración. 

Podemos interpretar geométricamente estos argumentos diciendo que la recta 
entre nuestros dos puntos se inclina hacia la izquierda cuando tomamos h < O 
y se inclina hacia la derecha cuando tomamos h > O. Conforme h tiende a O, 
ambas rectas deben tender a la recta tangente a la curva. La única manera en 
que esto es posible es que la recta tangente en el punto cuya abscisa es e, sea 
horizontal. Esto significa que su pendiente es O, i.e. f'(e) =O. 

En la práctica, una función usualmente tiene sólo un número finito de puntos 
críticos, y es fácil hallar todos los puntos e tales que f' (e) = O. Se puede entonces 
determinar por inspección cuáles de éstos son máximos, cuáles son mínimos y 
cuáles no son ni lo uno ni lo otro. 

Ejemplo 4. Hallar los puntos críticos de la función f(x) = x3 - l. 
Tenemos f'(x) = 3x2 • Por lo tanto, hay un solo punto crítico, a saber, x =O, 

pues 3x2 = O sólo cuando x = O. 

Ejemplo 5. Hallar los puntos críticos de la función 

y= x3 - 2x +l. 

La derivada es 3x2 - 2. Es igual a O precisamente cuando 

~2- 1 
w - 3' 

lo cual significa que x = J2f3 o -J273. Éstos son los puntos críticos. 
En las siguientes secciones hallaremos varias maneras de ver si el punto crítico 

es un máximo o un mínimo local. En casos sencillos, con sólo esbozar la curva 
se puede determinar esto mediante inspección. 

1 

.¡ 
.1 

[V, §2] FUNCIONES CRECIENTES y DECRECIENTES 

V, §1. EJERCICIOS 

HallaJ los puntos críticos de las siguientes funciones. 
l. x - 2x + 5 2 2 2 3 · x- x-1 
3. 3x2 - x + 1 4 2 · -x +2x +2 
5. -2x2 + 3x- 1 6. xa + 2 
7. x3 - 3x 
9. COS X 

8. sen x + eos x 

10. sen x 

V, §2. FUNCIONES CRECIENTES y DECRECIENTES 
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Sea f una función definida en algún intervalo (que puede ser abierto o cerrado) 
n fi · "ó n· · 

e mct n. uemos que f es creciente sobre este intervalo si 

f(xt) :5 f(x2) 
cada vez que X¡ y x2 sean dos puntos del intervalo tales que 

X¡ :5 X2. 

Así, si un número está a la derecha d t 1 
mayor debe ser mayor o igual que el va~o~ ~~' 1: ;alo~ .de la func~ón en el número 

En la figura siguiente hemos trazado la gráficau~~wunnaenf el ~~mero ~enor. 
uncwn creciente. 

~ 
' ' ' 1 

X¡ 

Figura 11 

Decimos que una función definida ... . 1 · · 
intervalo si · en a gun mtervalo es decreciente en ese 

d f(x¡) 2::: f(x2) 
ca ~~ez que X¡ y x2 sean dos puntos del intervalo tales que x < x 

servamos que una función constante ( • 1 - 2 . 
ciente y decreciente. cuya grafica es horizontal) es ere-

Si queremos omitir el signo de igualdad/~ . . 
palabra estrictamente para e l'fi 1 • n nuestras defimcwnes, usaremos la 
f . a 1 car a creciente 0 decrecient A . f .. 

· es estrictamente creciente si e. st, una uncwn 

X¡ < x2 implica J(x¡) < f(x2) 
y f es estrictamente decreciente si 

X¡ < x2 implica f(x¡) > f(x2). 
Supongamos que una función tiene una deriv d . . . 

como se muestra, por ejemplo, en la fi ura 1 a a positiva en todo u~ mtervalo, 
esto como que la razón de cambi d f fi ~-. E~tonces se puede mterpretar 
tanto, que la función siempre es cr~ci:nt: ~ncwn. Siempre es positiva y, por lo 

. nunctamos esto como un teorema. 
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Teorema 2.1. Sea f una función que es continua en algún intervalo, y 
diferenciable en el intervalo (excluyendo los puntos extremos). 

Si f'(x) >O en el intervalo (excluyendo Jos puntos extremos), entonces f 
es estrictamente creciente. 

Si f'(x) <O en el intervalo (excluyendo los puntos extremos), entonces f 
es estrictamente decreciente. 

Si f'(x) =O en el intervalo (excluyendo Jos puntos extremos), entonces f 
es constante. 

En esta última afirmación, la hipótesis de qué f'(x) = O en el intervalo 
significa que la razón de cambio es O, así que es plausible que la función sea 
constante. En la sección §3 puede verse cómo se ubican estas afirmaciones en un 
contexto más formal. 

Aplicación. Gráficas de parábolas 

Ejemplo. Graficar la curva 

y= f(x) = x2 - 3x+5, 

la cual, como ya se sabe desde el capítulo 11, es una parábola. Tratamos aquí la 
gráfica por el método que funciona en los casos más generales. Primero tenemos 

f'(x) = 2x- 3, 

y 

f'(x) =O si, y sólo si, X= 3/2, de modo que x = 3/2 es el 
único punto crítico. 

f'(x) >O si, y sólo si, 2x- 3 >O 

si, y sólo si, X> 3/2. 

f'(x) <O si, y sólo si, :t < 3/2. 

Así, la función es estrictamente creciente para x > 3/2 y estrictamente decre
ciente para x < 3/2. De este modo, al usar la derivada podemos hallar el pico 
de la parábola. 

Los puntos donde f(:e) =O, esto es, donde la gráfica cruza al eje x, están 
dados por la fórmula cuadrática: 

3 ± v'9=20 3 ± yCIT 
x= 2 = 2 

No existen tales puntos, por lo que la gráfica se y~ como en la página siguiente. 

[V, §2J 
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Observen que au . , ' nque no conoc1eramos 1 · · 
podríamos deducirla ahora y b , a apariencia general de una parábola 
¡ 'fi sa riamos que x - 3/2 , 
a gra ca. Esto es porque f(x) t . - es un punto mínimo de 

estrictamente creciente para :e > ;/s 2es li~ta~nte decreciente para :e < 3/2 y 
• . . SI :e - 3/2 debe ser un mínimo. 

EJemplo. Esbozar la gráfica de 

Ahora tenemos 
Y= f(:e) = x2 - 5x + 9/4. 

f'(x) = 2x- 5 
En consecuencia h t ' 

' ay exac amente un punto crítico, a saber: 

f'(x) =O si, y sólo s1·, ¡ 
X= 52. 

f' ( x) > O si, Y sólo si, 2x _ 5 > 0 

!'(:e)< o 
si, y sólo si, 

si, y sólo si, 

:e> 5/2. 

2x- 5 <O 

De modo que ¡ t · 
si, y sólo si, x < 5/2. 

. es es rictamente creciente 
Ciente para :e< 5/2. Por lo tanto f f para~?" 5/2 y estrictamente decre-

Los cruces de la gráfica de f ' lle?e un mimmo en :e = 5/2. 
con e eJe :e son 

- 5 ±v'25=9 9 1 
:¡;- 2 = 2 y 2" 

Definición. Los cruces de la 'fi 
raíces de f. En el caso de un gral. ca d: f con el eje :e también se llaman 

d' t 1 • po momio cuadrátic 1 • me Ian e a formula cuadrática. o, as ralees se calculan 

Por lo tanto, la gráfica de f se ve como en la página siguiente. 
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t dos los números . 
. 'n estaba definida para o 

En los ejemplos a.nteriorfes l~ .funesc~~ definida sólo en un intervalo. 
. · te la unc1on • · de f 

En el ejemplo sigmen R ll el mínimo y el mruumo 
z) - z2- 5z + 9/4. a ar 

Ejemplo. Sea f( - . te decreciente para 
< 2 f es estrictamen 2 

para z - . . l terior sabemos que d 1 . tervalo, que es z = ' 
Por el eJemp o a.n • ·mo está. en el punto extremo e m !'(2) :f: O. Así, 

< 2 por lo cual el miDl ue en este punto extrem?, 
~~o 'se muestra en la figu~~· Note~~ido sólo en intervalos abiertos. 
el criterio de los puntos critlCOS es 

-4 

. or lo que usaremos 
tará. con frecuencia, p 

.• n "si Y sólo si" se presen 
La expresio tarla.· escribiremos 

un símbolo para represen ' . . ' d . "si y sólo si," 
como a.brev1ac1on e ' 
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Así pues, podemos escribir la. afirmación: 

z2 = 3 <=:::> z = .,/3 o z = -..13. 
De manera análoga., 

3±v'5 z=--2-. 

. Ejemplo. Demostrar que entre todos los rectángulos de área dada, el que 
tiene menor perímetro es un cuadrado. 

Sea. a el área. dada y sea. z la. longitud de un lado del rectángulo posible con 
área a. Expresaremos el perímetro como ·una función /(z). Despaés diferen
ciamos con respecto a z , teniendo en mente que a es constante, y esto dará un 
valor para z que muestre que el rectángulo es un cuadrado. Para efectuar esto, 
tomamos O < z porque el lado de un rectá.ng~lo real no puede ser O o tener 
longítud negativa. Si y es la longitud del otro lado, entonces zy = a, de modo 
que y= afz es la longitud del otro lado. Por lo tanto, el perímetro es 

/(z)=2.(z+;) 
Tenemos 

y: 

/'(z) =O 
z2 -a · 

{::::::} --2-=0 
z 

{::::::} z2 - a= O 

{::::::} z2 =a 

{::::::} z=va, 
porque consideramos sólo a z >O. Así, el único punto crítico de f para z >O 
es cuando z = .JO.. Más aún, z2 > O para todo z .¡. O. Por lo tanto, la fracción 
(z2- a)/z2 es positiva si, y sólo si, su numerador z2- a es positivo. Así: 

/' ( z) > O <=:::> z 2 - a > O <=:::> z2 > a <=:::> z > Va, 
/' ( z) < O <=:::> z2 - a < O <=:::> z2 < a <=:::> z < Va. 

Por lo tanto: 
f es estrictamente creciente <=:::> z > .;a, 

f es estrictamente decreciente <=:::> z < Va· 
De modo que, finalmente, z = va es un mínimo para f. Cuando z = va 
tenemos también que y = .JO. porque 

y= afz = afJa. 

Esto prueba. que el rectángulo es un cuadrado. 
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Ejemplo. Mostrar que entre todas las cercas rectangulares de longitud dada, 

la que abarca la mayor área debe ser una cuadrada. 
Para esto, sea e la longitud fija y sea x uno de los lados. Si y es el otro lado, 

entonces 2x+2y= e, 
de modo que y = (e- 2x )/2. Por lo tanto, el área abarcada por la cerca es igual 

a x( e - 2x) xc - 2x2 A( ) 
xy= 2 = 2 = x. 

Esta área A(x) es una función de x, la cual tiene un punto crítico cuando 

A'(x) =O. Pero A'(x) =He- 4x). 
Así, A'(x) =O si, y sólo si, e= 4x, esto es, x = c/4 es el único punto crítico. 

Debemos ver ahora que es un máximo. La función 

A(x) = xc- 2x2 

2 
tiene una gráfica que es una parábola. Cuando x se vuelve positivo o negativo 
grande, entonces A(x) se vuelve negativo grande. Por lo tanto, la parábola se 

ve como en la figura siguiente. 

Sólo tiene un máximo y ese máximo debe estar entonces en x = cf4. Hallamos 
entonces que también y = c/4. En otras palabras, la cerca debe formar un 

cuadrado. 

Desigualdades 
El criterio de la derivada para funciones crecientes y decrecientes también se 

puede usar para probar desigualdades. 

Ejemplo. Probar que sen x < x para todo x > O. 
Sea f(x) = x-sen x. Entonces 

f'(x) = 1- cosx. 

En primer lugar tomamos O < x < 1r /2. Entonces /' ( x) > O pues cos x < 1 en 
este intervalo. Porlo tanto, f(x) es estrictamente decreciente para O~ x ~ 7r/2. 

Pero f(O) = 1 - cosO = O. 
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Por eso debemos ten /( ) Si x > /2 er x > O para O < x < 7r/2 
- 7r , entonces x > 1 ( u - · 

x cuando x > 7r/2. En estar. P ~ 7r :S aproximadamente 3.14) y • 
más sencillas, para x > 7r/2 orma, a desigualdad deseada se cumple pasi sen x < · , or razones 

. El ejemplo anterior ilustra una té . 
igualdades entre funciones. En genera~~ica que se usa para probar ciertas des-

r Suponiendo que se tienen dos f¡ . 
[a b] f unc10nes f y b . . , y que y g son diferenci bl . g so re cJerto mtervalo 

a es, cons1derar que 

f(a) ~ g(a), 

y que f'(x) < g'(x) en tod 1 · intervalo. - o e mtervalo. Entonces f(x) ~ g(x) en el 

Demostración. Sea 
h(x) = g(x)- f(x). 

Entonces, por hipótes.is , 

d . 
h'(x) = g'(x)- f'(x) >O 

e modo h - ' que es creciente en todo el intervalo e . omo 

. h(a) = g(a)- /(a) >O 

se sigue que h(x) > O - , - en todo el intervalo d d d , e on e 

. . . g(x)?: f(x). 
El prmcipio recién enunciado se ue . . . para el caso en que /(a) = g( a). p de Visuahzar en la figura siguiente, trazada 

/(a) =g(a) 

a 

Figura 12 

En otras palabras si f . más , .d ' es mas grande o igual rapJ o que g' entonces f(x) es más /ue g en x = a' y si f crece gran e que g(x) para todo x > a. 
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Ejemplo. Mostrar que para cualquier entero n ~ 1 y cualquier número 
z ~ 1 , tenemos la desigualdad 

z" - 1 ~ n(z- 1). 

Sea /(z) = z" -1- n(z- 1). Entonces 

/'(z) = nz"- 1 - n. 

Como z ~ 1, se sigue que z"-1 ~ 1 y, así, f'(z) ~O. Por lo tanto, fes 
creciente para z ~ l. Pero /(1) =O. Por lo que /(z) ~O para z ~ l. Esto es 
equivalente a la desigualdad deseada. 

Por otro lado, el siguiente teorema indica lo que sucede si dos funciones tienen 
la misma derivada en un intervalo. 

Constantes 

Teorema 2.2. Sean /(z) y g(z) dos funciones diferenciable~ en algún· 
intervalo y supongamos que 

/'(z) = g'(z) 

para todo z en el intervalo. Entonces existe una constante C tal que 

/(z) = g(:c) +e 
para todo z en el intervalo. 

Demostración. Sea h( z) = /( z )-g( z) la diferencia de nuestras dos funciones. 
Entonces 

h'(z) = /'(z)- g1(z) =O. 

Por lo tanto, h(z) es constante, por el teorema 2.1, esto es, h(z) = C para algún 
número e y todo :¡;. Esto prueba el teorema. 

Observación. El teorema es el recíproco del enunciado: 
Si una función es constante, entonces su derivada es igual a O. 

Usaremos intensivamente el teorema 2.2 cuando lleguemos al capítulo de inte
gración. 

Para las aplicaciones del teorema, vean el principio del capítulo sobre loga
ritmos y también el principio del capítulo X, §l. Aquí daremos aplicaciones más 
sencillas. 

Ejemplo. Sea f una función de z tal que /'( z) = 5. Suponer que /(0) = 2. 
Determinar completamente /(z). 

De nuestra experiencia anterior sabemos que la función 

g(z) = 5z 

tiene la derivada 
g'(z) = 5. 

f ¡ 
J 

·!' 

J 
·¡ 
,J 
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Por lo tanto · t 

' ElXIS e una constante C tal que 

/(z) = 5z+C. 
También se establece que /(0) - 2 p 1 t 

- · or o anto, 

2 = /(0) = o+ c. 
Entonces C = 2 y finalm t · , en e, 

/(z)=5z+2. 

Ejemplo Una t' 1 d 5 / . par lcu a se mueve sobre el . h . 
e e~ seg . Al tiempo t = 5 la part. 1 ~Je z ac¡a la izquierda a razón 

~el origen. Determinar compJ~tament;c~ a ~st~ en el puhto 8 cm a la derecha 
tiemNpo. a a scisa z = f(t) como función del 

os~ . 

d:c 1 

dt = 1 (t) = -5. 
Sea g(t) = -5t · Entonces también '( ) _ 
C tal que g t - -5, y por ende existe una constante 

f(t) = -5t+ e 
Pero también se sabe que /(5) - 8 p 1 t . 

- · or o anto, 

8 = -5 . 5 + e= -25 +c. 
En consecuencia, e = 8 + 25 _ 33 . . . 

- y, por ultimo, 

!(t) = -5t + 33. 

V, §2. EJERCICIOS 

Determinar los intervalos sob l 
crecientes. . re os cuaJes las funciones siguientes son crecientes r de-

l. f( x) == x 3 + 1 / 
3. f(x)=xa+x-2 2. f(x)==x2-x+5 

5. f(x) == 2xa + 5 4. !(x) == -xa + 2x + 1 

7. f(x) == -4xa- 2x 6. !(x) == 5x2 + 1 
8· f(x) == 5x3 + 6x 

Esbozar las gráficas d l 
cr¡'t¡"co. e as parábolas siguientes. D t · e ermmar en cada c~D~ l """' e punto 
9. f(x)==x2-x-I 

11. !(x) == -x2 +x -l 

13. f(x)==x2+3x+1 

15. f(x) == -2x2 + 4x -1 

10. !(x) == x2 + x + 1 
12. f(x) == -x2 _ x _ 1 
14· f(x)~x2 -5x-i-1 
16: f(x) == 2x2- 4x- 3 
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hall 1 ' · 0 y el mínimo para todo x 
Para cada una de las funciones siguientes, ar e maXIm 

en el intervalo dado. 

17. x2-2x-8, [0,4] 18. x2-2x+1, [-1,4] 

4- 4x- x2, [-1,4] 20. x- x2, [-1,2] 

~~: 3x _ x3, [-2, v'J] 22. (x- 4t, [3, 6] 
' ede robar desigualdades para el seno y 

23. Los pasos siguientes muestr~ c~m~ seJduad p:obada como ejemplo en el texto, a 
el coseno. Comen~amos con a es¡gu 

saber 

(a) sen x ~ x para todoEx t?:: O~s esta desigualdad es equivalente a la desigualdad 
Sea f¡ ( x) = x - sen x . n onc 

(1) f¡(x)?::. o para todo x?::. O. 

Probar ahora que: 
x2 

(b) 1 _ 2 ~ cos x para x ?::. O. 

) ( 1 x2
) yusar(1),paraprobar 

[Idea: Sea h(x = cos x- - 2 

(2) f2(x)?:; 0 para todo X?:; 0.] 

x3 [Idea: Sea /3(x) =sen x - (x - 3x·32) ·1 (e) x- 3.2 ~ senx. 

2 4 x3 xs 

(d) cosx~1-x2 + 4·x3·2 (e) senx~x-3.2+ 5·4·3·2 

24. Probar que tan x > x si O < x < 7r/2 · 

25. (a) Probar que 
t + !. > 2 para t > O. 

t - o 

[Idea· Sea f(t) = t + 1/t. Mostrar que f es estrictam:nte de~re~!ente para 
O< t.< 1 y f es estrictamente creciente para 1 ~t. ¿Cuál es f( ) .] 

(b) Sean-;; y b dos números positivos. Sea 
b 

f(x)=ax+; para x>O. 

Mostrar que el valor mínimo de f es 2..;;:b · 
b ad d y una superficie c.onstante 

26. Se va a fabricar una caja sin tapa co~ ulna lase cuh r~e aser máximo 
e o Determinar los lados de la ~aja SI e vo umen a o o 

Un recipiente en forma de cilindro sin tapa superior ha de tener ~n área d~ ~uperficie 
27. fija e. Hallar el radio de su base y su altura si ha de tener vo umen max¡mo. 

· d 1 · 1 recipiente están cerrados 
28. Resolver los dos problemas antenores cu~n o a caJ~ y e l "tud es de 27rx. El 

or arriba. (El área de un círculo de rad1o x es .'lrx Y s~ ongl 2 ) 
~olumen de un cilindro de altura y y cuya base t¡ene radio x es 'Ir X y. 

. ·· f' )tl f(x):f:.Oparatodox,y/'(x)=f(x). 
29. Suponer que eXI~te una ~~ncion ~x '(a )q~e ( ) Mostrar que existe una constante 

Sea g(x) cualqUier func10n tal que g x :- g x · . ] 
e tal que g(x) = e¡(x). [Idea: Diferenciar el coc1ente g/f. 

1 
,1 
1 

·¡ 

,· 
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30. Suponer que f es una función diferenciable de t tal que (a) f'(t) = -3, (b) 
f' ( t) = 2. ¿Qué pueden decir acerca de f( t)? 

31. Suponer que f'(t) = -3 y f(O) =l. Determinar completamente f(t). 

32. Suponer que /'(t) = 2 y /(0) = -5. Determinar completamente f(t). 

33. Una partícula se mueve sobre el eje x hacia la derecha a velocidad constante de 
7 m/seg. Si al instante t = 9 la partícula está a una distancia de 2m a la derecha 
del origen, hallar su abscisa como función de t. 

34. Está goteando agua de un tanque vertical de manera que la altura del agua dismi
nuye a razón de 0.6 m al día. Cuando el tanque está lleno, la altura del agua es de 
9 m. Hallar de manera explícita la altura del agua como funció;>. del tiempo. 

V, §3. EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO 

Los teoremas de esta sección se pueden deducir intuitivamente, por lo cual, si 
lo desean, pueden omitir las demostraciones del teorema de Rolle y del teorema 
3.2, pero después de haber comprendido su enunciado. 

Primero supongamos que tenemos,,.una función sobre un intervalo cerrado 
[a, b] cuya gráfica se ve así. 

b 

Figura 13 

Entonces tenemos el siguiente teorema acerca de esta función. 

Teorema 3.1. Teorema de Rolle. Sean a y b dos números, a< b. Sea 
f una función continua en el intervalo cerrado 

a~:c~b 

y diferenciable en el intervalo abierto a< :e< b. SupongamCI'J que 

f(a) = f(b) =O. 

Entonces existe un punto e tal que 

a<c<b 

y tal que f'(c) =O. 

Demostración. Si la función es constante en el intervalo, entonces su derivada 
es O y cualquier punto en el intervalo abierto a < :e < b servirá. 
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Si la función no es constante, entonces existe algún punto en el intervalo donde 
la función no es O, y este punto no puede ser uno de los puntos extremos a o b. 
Supongamos que algún valor de nuestra función es positivo. Por el teorema 1.1, 
la función tiene un máximo en un punto c. Entonces /(e) debe ser mayor que 
O, y e no puede ser uno de los puntos extremos porque f(a) = f(b) =O. En 
consecuencia, 

a< e< b. 
Por el teorema 1.3, debemos tener /'(e)= O. Esto prueba nuestro teorema en 
caso de que la función sea positiva en algún lugar del intervalo. 

Si la función es negativa para algún número en el intervalo, entonces usamos 
el teorema 1.1 para obtener un mínimo y argumentamos de manera similar, 
usando el teorema 1.3 (aplicado a un mínimo). (Escribir, como ejercicio, toda la 
argumentación.) 

Sea f(x) una función diferenciable para a< x < b y continua en el intervalo 
cerrado 

a ::5 x ::5 b. 
Seguimos suponiendo que a< b. Esta vez no consideraremos que f(a) = f(b) = 
O, como en el teorema 3.1. Probaremos que existe un punto e entre a y b tal 
que la pendiente de la recta tangente en (e,/( e)) es la misma que la pendiente 
de la recta entre los puntos extremos de nuestra gráfica. En otras palabras, la 
recta tangente es paralela a la recta que pasa por los puntos extremos de nuestra 
gráfica. 

a e 

Figura 14 

La pendiente de la recta entre los dos puntos extremos es 
f(b)- !(a) 

b- a 
pues las coordenadas de los puntos extremos son (a,J(a)) y (b,J(b)) respecti
vamente. Así, tenemos que h!!llar un punto e tal que 

!'(e)= f(b)- f(a). 
b-a 

Teorema 3.2. Teorema del valor medio. Sea a < b como antes. Sea f 
una función continua en el intervalo cerrado a ::5 x ::5 b y diferenciable en el 
intervalo a< x < b. Entonces existe un punto e tal que a< e< b y 

/'(e)= f(b)- f(a). 
b- a 

[V, §3] EL TEOREMA DEL VALOR MEDIO 

Demostración. 
La ecuación de la recta entre los dos puntos extremos es 

En efecto, la pendiente 

_ f(b)- /(a) 
Y- b-a (x-a)+/(a). 

f(b)- f(a) 
b-a 
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es el coeficiente de x. Cuando x = a _ 
la ecuación de la recta qu.e t¡"en 1 'd~ - !(da)· Por lo tanto, hemos escrito 

e a pen Iente ada y 
Cuando. x = b notamos que y = f(b). pasa por un punto dado. 

. Cons.Ideremos ahora geométricamente la difer . 
Dicha diferencia se vuelve 0 en los p t · t eneJa ent:e f(x) Y la recta. 

. un os ex remos Esta Id 't . permite aplicar el teorema de Roll E t · . ea geome nca nos 
e. n o ras palabras, consideramos la función 

g(x) = f(x)- f(b)- !(a)( ) 
b-a x-a -!(a). 

Entonces 

y también 
g(a) =!(a)- /(a)= O 

g(b) = f(b)- f(b) =o. 
Podemos entonces aplicar el teorema 3 1 a la f .. 
un punto e entre a y b y que n . · 1 . unci?n g( x) · Sabemos que existe 

• o es 1gua m a a m a b, tal que 

Pero 

En consecuencia 

g'(c) =O 

g'(x) = f'(x) _ f(b)- f(a) 
b-a 

O= g'(c) =/'(e)_ f(b)- f(a) 
b-a 

Esto nos da el valor deseado para !' (e), y concluye la demostración. 

/ 

El objetivo del teorema del valor d" 
valor e tal que me 10 no es tanto hallar explícitamente un 

!'(e)= f(b)- f(a) 
. b-a ' 

smo usarlo para consideraciones teóricas. 

Corolario 3 3 Sea ¡ una f¡ · • d "j¡ 
!' ( x) = O pa;a. todo 1 ~ntcwn 1 1 erenciable en algún intervalo y tal que 

x en e m erva o. Entonces f es constante. . 
Demostración Sean a y b • d" . 

del valor medio, ~xiste e entre :u;e:~:l ~s~~ntos en el intervalo. Por el teorema 

f'(c)= f(b)-f(a) 
b-a 
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. • . ' -O Por ello, f(b)- f(a) =O y así f(b) =/(a). Por 
Pero, por hipotesis, /.(e) - . d 1 tos del intervalo, de modo que 1 tanto f tiene el mismo valor en to os os pun 
0 

' debía demostrar. 2 1 f es constante, como se h 1 t de la demostración del teorema . Del mismo modo daremos a ora e res o 
de la sección anterior: 

. ' O ara z en un intervalo, excluyendo los puntos 
Corolario 3.4. S1 f (x) ::- P 1 . t 1 entonces ¡ es estrictamente extremos, y si f es eontmua en e m erva o, 
creciente. 

. • dos untos del intervalo, y supongamos que 
Demostracwn. Sean Z¡ y Z2 d~ . te un punto e tal quez¡ < e < Z2 Z¡ < Z2. Por el teorema del valor me Io, exis 

Y f(z2)- /(z¡) 
f'(e) = X2- X¡ . 

•t• t emos La diferencia x2 - Z¡ es posi Iva, y en 

/(x2) _ f(z1) = (x2- X¡)f'(c). 

' do x en el intervalo, excluyendo los puntos 
Si la derivada f (x) es >O p(ara to t. n el intervalo). Por lo tanto, el t / '(e) > 0 porque e es a e 

extremos, en onces . . /( ) /(z¡) >o de modo que producto (x2- X.¡)/'( e) es positivo, y x2 - , 

f(x1) < /(x2)· 

f · · eciente 
Esto prueba que la . un~I~n es dcr t . . • de la afirmación que se refiere a las Dejamos como eJercicio la emos raciOn 

funciones decreci~ntes. ti' 1 de Taylor usaremos los teoremas del valor 
Cuando estudiemos .la orm.u a un ue no se conozca el valor exacto de 

medio para estimar varias funciOnes. Al qd . d Por e;emplo las funciones 
f ado para a enva a. ~ ' 

!'(e), se puede tener un e~ Im 1 b 1 t por l. En muchas aplicaciones, sen z y cos z se pueden estimar en va or a so u o 
esto es lo que cuenta. 

CAPÍTULO VI 

Trazado de curvas 

Hemos desarrollado técnicas suficientes para poder trazar ahora curvas y gráficas 
de funciones con una eficiencia mucho mayor. Investigaremos de manera sis
temática el comportamiento de una curva, donde el teorema del valor medio 
desempeña un papel fundamental. 

Estudiaremos de manera especial los siguientes aspectos de la curva: 
l. Intersecciones con los ejes coordenados. 
2. Puntos críticos. 
3. Regiones de crecimiento. 
4. Regiones de decrecimiento. 
5. Máximos y mínimos (incluyendo los locales). 
6. Comportamiento cuando z se hace positivo grande y negativo grande. 
7. Valores de x cerca de donde y se hace positivo grande o grande negativo. 

Estos siete puntos de información serán suficientes para darnos una idea bas-
tante precisa de cómo luce una gráfica. Dedicaremos una sección a considerar 
otro aspecto, a saber: 

8. Regiones en donde la curva se dobla hacia arriba o hacia abajo. 

VI, §1. COMPORTAMIENTO CUANDO x SE HACE MUY GRANDE 

SupongamQ> que se tiene una función f definida para todos los números su
ficientemente grandes. En ese caso podemos obtener información significativa 
referente a nuestra función si investigamos cómo se comporta cuando x se hace 
grande. 

Por ejemplo, sen x oscila entre -1 y + 1 sin importar cuán grande sea x. 
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Sin embargo, los polinomios no oscilan. Cuando f(x) = x2 , si x se hace 
positivo grande, también lo hará x2 • Lo mismo sucede con x3 , o x4 (etc.). 
Consideraremos esto sistemáticamente. 

Parábolas 

Ejemplo l. Considerar una parábola 

y = ax2 + bx + e, 

con a # O. Hay dos casos esenciales, cuando a > O y cuando a < O, y las 
parábolas respectivas se ven como en la figura. 

Casoa>O Casoa<O 

Veamos los ejemplos numéricos. 

Ejemplo 2. Trazar la gráfica de la curva 

y= f(x) = -3x2 + 5x- 1. 

Reconocemos esto como una parábola. Factorizando x2 se ve que 

f(x) = x 2 (-3 + ~- _!_) . 
x x 2 

Cuando x es positivo o negativo grande, entonces x2 es positivo grande y el 
factor de la derecha está cerca de -3. Por lo tanto, f(x) es negativo grande, lo 
cual significa que la parábola tiene la forma mostrada en la figura. 

Tenemos que f'(x) = -6x + 5. Así, f'(x) =O si, y sólo si, -6x + 5 =O o, 
en otras palabras, 

X=~· 
Hay exactamente un punto crítico. Tenemos 

!(~) = -3(~)2 + .2f -1 >o. 

[VI, §1] COMPORTAMIENTO CUANDO X SE HACE MUY GRANDE 165 

El punto crítico es un máximo h . hacia abajo. ' pues ya emos VIsto que la parábola se dobla 

La curva cruza el eje x exactamente cuando 

-3x2 + 5x - 1 = 0. 

Por la fórmula cuadrática (ver el capítulo 11 §8) esto d d , , suce e cuan o 

X = -5 ± v'25=12 - 5 ± v'I3 
-6 - 6 

Por consiguiente, la gráfica de la parábola se ve como en la figura. 

""s + VIT --6-, 

Se aplican los mismos principios para trazar cualquier parábola. 

~~) ~lb::~~s ~~~=~:::b~~:::od~b~: ~:~!:e !~~~voohgr~ndebo ?egativo grande 
( 11) U f . , , . aCia a aJo. 

(iii) 

na uncwn cuadratlca 

f(x) = ax2 + bx +e, 
tiene un solo punto crítico, cuando 

con 

f' ( x) = 2ax + b = O 

es decir, cuando 

x = -b/2a. 

~~~~end\~i la parábol~ ~e dobla hacia arriba o hacia abajo se sabe si el 
o cri Ico es un maximo o un mínimo y 1 1 / . . 

exactamente dónde está el punto crítico. , e va or x = -b 2a mdica 

~~=Jr~~~: donde la parábola cruza el eje x se determinan por la fórmula 

Ejemplo 3. Cúbicas. Considerar un polinomio 

f(x) = x3 + 2x- l. 

Podemos escribirlo en la forma 

x3 (1 + ~ - _!_) x2 x3 . 
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Cuando x se vuelve muy grande, la expresión 

2 1 
1 + x2- x3 

[VI, §1] 

tiende a l. En particular, dado un número pequeño b > O, tenemos, para todo 
x suficientemente grande, la desigualdad 

2 1 
1 - b < 1 + - - - < 1 + h. x2 x3 

Por lo tanto, f(x) satisface la desigualdad 

x3(1- b) < f(x) < x3 (1 + b). 

Esto nos dice que f(x) se comporta de manera muy parecida a como lo hace x3 

cuando x es muy grande. En particular: 

Si x se vuelve positivo grande, entonces f(x) se vuelve positivo grande. 

Si x se vuelve negativo grande, entonces /( x) se vuelve negativo grande. 

Se puede aplicar un argumento similar a cualquier polinomio. 
Es conveniente usar una abreviación para la expresión "se vuelve positivo 

grande." En lugar de decir que x se vuelve positivo grande, escribimos 

X-+ 00 

y decimos además que x tiende, o va a infinito. Advertencia: no existe 
un número llamado infinito. Los símbolos anteriores simplemente abrevian 
el concepto de volverse positivo grande. Tenemos una notación similar para 
cuando x se vuelve negativo grande: escribimos 

X-+ -00 

y decimos que x tiende a menos infinito. Así, en el caso de que 

f(x) = x3 + 2x- 1, 

podemos afirmar: 

Si x-+ oo, entonces f(x)-+ oo. 

Si x-+ -oo, entonces f(x)-+ -oo. 

Ejemplo 4. Considerar un cociente de polinomios como 

x3 + 2x -1 
Q(x) = 2x3 - x + 1· 

Factorizamos la potencia mayor de x del numerador y del denominador y, por 
lo tanto, escribimos Q(x) en la forma 

x3(1 + 2/x2 - 1/x3) 1 + 2/x2- l/x3 
Q(x) = x3(2 -1/x2 + l/x3) = 2 -l/x2 + 1/x3· 

(VI, §1] COMPORTAMIENTO CUANDO X SE HACE MUY GRANDE 
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<?uando x se vuelve muy grande, el numerador tiende a 1 y el denominador 
tiende a 2. Así, nuestra fracción tiende a t . Podemos expresar esto en la forma 

lím Q(x) = !. 
:1:-+00 2 

O podemos escribir: 

Si x-+ ±oo, entonces Q(x)-+ t. 

Ejemplo 5. Considerar el cociente 

Q(x) = x2 -1 . 
x3 - 2x+ 1 

¿Tiende éste a algún límite cuando x se vuelve muy grande? 
Escribimos . 

Q(x) _ x2(1- l/x2) 
- x3(1- 2fx2 + lfx3) 

= 1 1- l/x2 

x 1- 2fx2 + lfx3 · 

Conforme x se vuelve grande, el término 1/x tiende a O y el otro factor tiende a 
l. Por lo. tanto, Q( x) tiende a O cuando x se vuelve ne~ativo o positivo grande 

o 

También podemos escribir . 

Si x-+ ±oo entonces Q(x)-+ O, 

lím Q(x) =O . .:-..:too 

Ejemplo 6. Considerar el cociente 

x3 -l 
Q(x)=

x2+5 
Y determinar lo que sucede cuando x se vuelve grande. 

Escribimos 

x _ x3(1- 1/x3) 
Q( ) - x2(1 + 5fx2) 

1- 1/x3 
=x 

1+5/x2 • 

Conforme x se vuelve grande, positivo o negativo, el cociente 

1- 1/x3 

1 + 5fx2 
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[VI, §l] 

) d"fi de ~ en un factor cercano a l. Así pues, 
tiende a l. Por lo tanto, Q(x I ere "t" grande y se vuelve negativo ·r de cuando x es posi IVO ' 
Q(x) se vuelve posi IVO gr~n d . p demos expresar esto diciendo: 
grande cuando x es negatiVO gran e. o 

Si x _.. 00 , entonces Q(x)-+ 00 · 

Si x _.. -oo, entonces Q(x)-+ -oo. 

fi · n forma de límite: 
También podemos escribir estas a rmac10nes e 

lím Q(x) = oo Y ,.!!~oo Q(x) = -oo. 
,_oo d Q( ) 

. , se ueda decir que el límite e x 
Sin embargo, aunque se use esta n~tac10n y d ~nsistimos en que -oo no es un 
es -oo cuando x se vu~lv~ negati~O gran u:' cuando el límite es un número. Es 
número, por lo que este ~Imite.no es Igual q el límite de Q(x) cuando x---+ oo o 
correcto decir que no existe numero qu.e sea 

x -+ -oo · . . t' . de lo que sucede cuando tratamos 
Estos cuatro últimos eJemplos son Ipicos 

con cocientes de polinomios. entes y logaritmos, se encontrará 
Más adelante, cuando trate~os con ~xpon resiones que se vuelven grandes. 

el problema de comparar el cociente de os e~ps resumida en la tabla siguiente: 
Habrá una base común para algunos argumen o ' 

Positivo grande por positivo grande es positivo grande. 

Positivo grande por negativo grande es negativo grande. 

Negativo grande por negativo grande es positivo grande. 
· · de· no se puede saber Positivo pequeño por positiVo gran . 

sin tener más información. 

VI, §1. EJERCICIOS 
. Q( ) cuando x se vuelve positivo o nega-

Hallar los límites de los siguientes cocientes x 
tivo, grande. En otras palabras, hallar 

2x3 - x 
l. x4 -1 

x2 + 1 
4. ~ 

7. 
-x2 + 1 
x+5 
2x4 -1 

10. 
-4x5 + x2 

lím Q(x) 
.r-oo 

senx 
2. 

X 

5. 
sen4x 
-;a 

2x4 - 1 
8. 

-4x4 + x2 

y lím Q(x). 
x--oo 

cosx 
3. 

6. x 3 -1 

2x4 -1 
9. -4xa + x2 
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Describir el comportamiento de los polinomios siguientes cuando x se vuelve positivo 
grande y negativo grande. 

11. x3 - x + 1 12. -x3 - x+ 1 
13. x4 + 3x3 + 2 14. -x4 + 3x3 +2 

15. 2x5 + x2 -100 16. -3x5 + x + 1000 

17. 10x6 - x4 18. -3x6 +x3 + 1 

19. Una función f(x) que se puede expresar comosigue: 

f(x) = anxn + an-1Xn-1 + · · · + ao, 

donde n es un entero positivo y las an, an-1, ••• , ao son números, se llama 
polinomio. Si an i= O, entonces n se llama el grado del polinomio. Describir 
el comportamiento de f(x) cuando x se vuelve positivo o negativo grande, n es 
impar o par, y an > O o an < O. Habrá que considerar ocho casos y llenar la tabla 
siguiente. 

n an X--+ 00 x--+ -oo 

Impar >0 f(x)--+? f(x)---.? 

Impar <0 f(x) --+? f(x)--+? 

Par >0 f(x)--+? f(x) --+? 

Par <0 f(x) --+? f(x)--+? 

20. Usando el teorema del valor intermedio, mostrar que cualquier polinomio de grado 
impar tiene una raíz. 

Curvatura hacia arriba Curvatura hacia abajo 

VI, §2. DOBLAMIENTOS HACIA ARRIBA Y HACIA ABAJO 

Sean a y b números tales que a < b. Sea f una función continua definida en el 
intervalo [a, b]. Supongamos que /' y f" existen en el intervalo a< x < b. Se 
ve la segunda derivada /" como la razón de cambio de la pendiente de la curva 
y = f(x) sobre el intervalo. Si la segunda derivada es positiva en el intervalo 
a < x < b, entonces la pendiente de la curva es creciente, e interpretamos 
esto como una referencia a que la curva se dobla hacia arriba. Si la segunda 
derivada es negativa, interpretamos esto como una referencia a que la curva se 
dobla hacia abajo. Las dos figuras siguientes ilustran esto. 
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Ejemplo l. La curva y = x 2 se dobla hacia arriba. Podemos ver esto 
usando la segunda derivada. Sea f( x) = x2 • Entonces f" ( x) = 2, y la se
gunda derivada siempre es positiva. Las consideraciones presentes justifican que 
hayamos dibujado la curva como lo hicimos, doblada hacia arriba. 

Ejemplo 2. Sea f(x) = senx. Tenemos f"(x) = -senx, y así r'(x) >O 
en el intervalo 1r < x < 27r. Por lo tanto, la curva se dobla hacia arriba en ese 
intervalo. De manera análoga, f"(x) <O en el intervalo O< x < 1r, por lo que 
la curva se dobla hacia abajo en este intervalo, según se muestra en las figuras 
siguientes. Por supuesto, esto justifica los dibujos que siempre hemos hecho para 
la gráfica de la función seno. 

Curvatura hacia arriba 

" " 
Curvatura hacia abajo 

Ejemplo 3. Determinar los intervalos donde la curva 

y= -x3 + 3x- 5 

se dobla hacia arriba y se dobla hacia abajo. 

Sea f(x) = -x3 + 3x- 5. Entonces f"(x) = -6x. Así: 

J"(x) >O 

J"(x)<O 

X< 0, 

X> 0. 

Por lo tanto, f se dobla hacia arriba si, y sólo si, x < O; y f se dobla hacia 
abajo si, y sólo si, x > O. La gráfica de esta curva se estudiará por completo en 
la sección siguiente, donde se grafican cúbicas sistemáticamente. 

Un punto donde una curva cambia su comportamiento de doblarse hacia arri
ba para doblarse hacia abajo (o viceversa) se llama punto de inflexión. Si la 
curva es la gráfica de una función f cuya segunda derivada existe y es continua, 
entonces debemos tener !"( x) = O en ese punto. La siguiente figura ilustra esto. 

[VI, §2] DOBLAMIENTOS HACIA ARRIBA y HACIA ABAJO 
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En 1~ ~=:~}:¡;a~el:~e~~~:~se~~~~!ose(~0~5) es u~ pun~o de inflexión. 
puntos de inflexión, se tienen valiosos dato~an haci~ arriba o hacia abajo, y los 
saber que una curva en una región de decrectc:rca e as curvas: Por ejemplo, 
que el decrecimiento sucede esencial t miento se dobla hacia abajo indica 

men e como en esta figura: 

Y no como en estas otras: 

La segunda derivada puede usarse además e . . .• 
el caso en el que un punto crítico e , . omo un C~I~eno para determinar 

s un maximo, o un mimmo, local. 

Criterio de la segunda derivada S f d . 
renciable en un intervalo abie t . ea os :eces contmuamente dife-

r o y suponer que existe un punto e donde 

!'(e)= O y r'(e) >O. 
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Entonces e es un punto mínimo local de f. Por otro lado, si 

f"(c) <O 

entonces e es un punto máximo local de f. 

[VI, §2] 

Para ver esto, supongamos que f"(c) >O. Entonces f"(x) >O para todo x 
cerca de e, pues se consideró que la segunda derivada es continua. Así, la curva 
se dobla hacia arriba; en consecuencia, la gráfica de f es como la figura 1(a) y 
e es un mínimo local. 

f(e) 

f(e) 

e e 

(a) (b) 

Figura 1 

Un argumento similar demuestra que si f"(e) < O, entonces e es un máximo' 
local como en la figura 1 (b). 

VI, §2. EJERCICIOS 

l. Determinar todos los puntos de inflexión de sen x . 

2. Determinar todos los puntos de inflexión de cos x. 

3. Determinar todos los puntos de inflexión de f(x) =tan x para -7r/2 < x < 7r/2. 

4. Trazar la curva y = sen2 x. Determinar los puntos críticos y los puntos de inflexión. 
Comparar con la gráfica de 1 sen x 1· 

5. Trazar la curva y = cos2 x. Determinar los puntos críticos y los puntos de inflexión. 

Comparar con la gráfica de 1 cos x 1· 

Determinar los puntos de inflexión y los intervalos en donde se doblan hacia arriba, 
y donde lo hacen hacia abajo, las curvas siguientes. 

. 1 
6. y= X+

X 
7. y= _x_ 

x 2 + 1 
8. y= _x_ 

x 2 -1 

9. Trazar la curva y= f(x) =sen x + cos x para O~ x ~ 21r. Primero localizar todos 
los valores f(n7r/4) con n=O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8. Después determinar todos 
los puntos críticos. Después determinar las regiones de crecimiento y decrecimiento. 
Después determinar los puntos de inflexión y las regiones en donde la curva se dobla 
hacia arriba, y donde se dobla hacia abajo. 

[VI, §3] POLINOMIOS CÚBICOS 

VI, §3. POLINOMIOS CÚBICOS 

Podemos ahora trazar sistemáticamente las gráficas de polinomios cúbicos. 

~jemplo l. Trazar la gráfica de f(x) = x3- 2x + 1. 

Si x-+ oo, entonces, por §1, f(x)-+ 00. 

Si x-+ -oo, entonces, por §1, f(x)-+ -oo. 

2. Tenemos f'(x) = 3x2 - 2. Así 

!'(x) =O {=:} x = ±..j2!3. 

173 

Los puntos críticos 
1
de f son x = ..j2f3 y x = -..j2!3. 

3. Sea g(x) = ~ (x) = 3x2 - 2. Entonces la gráfica de g es una parábola, y 
los fcrudces de la grafica de g son precisamente los puntos críticos de ¡ (No se 
con un an las funciones f f' - ) L 'fi · h · "b . Y - g · a gra ca de U es una parábola doblada 

aCia arn a, como sigue. 

eje .Y 

Gráfica de g(x) = f'(x) 

eje x 

Por lo tanto: 

f'(x) > 0 {=:} X> ..j2J3 y X< -..j2!3, 
Y f es estrictamente creciente en los intervalos 

y X :5 -../273. 
De manera análoga: 

donde g(x) >O 

f'(x) <O {=:} -../273 < x < ../273, donde g(x) <O, 

Y (.es estrictamente decreciente en este intervalo. Por lo tanto, -..j2!3 es un 
maximo local para f, y V2/3 es un mínimo local. 

, 4 .. f"(x) = 6x Y f"(x) > O si, y sólo si, x > O. Además f"(x) < 0 · 
solo SI x < O Por 1 t t f d bl h , SI, y b . ' · 0 an o, se o . a acia arriba para x > O y se dobla hacia 
a aJo para x < O. Hay un punto de mflexión en x = O. 

Juntando todo esto hallamos que la gráfica de ¡ se ve como lo t 1 
figu d 1 • · · . mues ra a ra e a pagma s1gmente. 
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Gráfica de 
f(x) = x 3 - lx + 1 

Obsérvese cómo usamos un polinomio cuadrático, a saber, /'( x) = 3x2 - 2, 
como paso intermedio en la argumentación. 

Observación l. En lugar de usar el polinomio cuadrático, pudimos haber 
procedido como sigue, después de saber que los únicos puntos críticos de f son 
x = V2J3 y x = - V2J3. Considerar el intervalo x < - V2J3. Entonces 
f'(x) "f:. O para todo x < -V2J3. Por lo tanto, por el teorema del valor 
intermedio, f'(x) es > O para todo x < -V2J3, o f'(x) < O para todo x < 
-V2J3. ¿Cuál es? Basta con tratar un valor, digamos x = -10, para ver que 
f'(x) >O para x < -V2J3, pues f'(-10) = 3·102 -2 = 298. Por consiguiente, 

debemos tener f'(x) >O para x < -V2J3. 
Observación 2. Es mucho más difícil determinar las raíces para un polino

mio cúbico, esto es, los cruces con el eje x, y usualmente no se hace, a menos 
que, por accidente, haya una manera fácil de hacerlo. En el caso anterior, cuando 

f(x) = x3 - 2x + 1, 

hay uno de dichos accidentes, pues /(1) =O. Por lo tanto, 1 es una raíz de f, 
de ahí que se factorice f(x) 

x3 - 2x + 1 = (x- 1)(x2 + x- 1). 

Las otras raíces de f son las raíces de x2 + x- 1, que podemos hallar por medio 
de la fórmula cuadrática: 

-1 ± v'5 
x= 

2 
Sin embargo, en el ejemplo siguiente no hay una manera fácil de hallar las 

raíces, y no las hallamos. 

Ejemplo 2. Trazar la gráfica de la curva 

y = -x3 + 3x - 5. 

l. Cuando x = O, tenemos y = -5. Con polinomios de grado 2: 3, en 
general no hay una fórmula sencilla para hallar los x tales que f( x) = O, de 

1 
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modo que no damos de manera explícita la intersección de la gráfica con el e;e 
X. ~ 

2. La derivada es 

f'(x) = -3x2 + 3. 

La ~ráfica de f'(x) es una parábola doblada hacia abajo como ya se sabrá 
gracias a la experiencia previa con parábolas. Tenemos ' 

!'(x) =O <==:> X= 1 y X= -1. 

Así, hay dos puntos críticos de f, a saber, x = 1 y x = -1. 

. 3. La gráfica de f'(x) se ve como una parábola doblada hacia abaJ"o como 
~oo: , 

Gráfica de 
3 f'(x) = -3x2 + 3 

Entonces: 

f es estrictamente decreciente <==> f'(x) <O 
<==> X< -1 y X> l. 

f es estrictamente creciente <==> f'(x) >O 
<==> -1 <X< l. 

Por tal motivo, f tiene un mínimo local en x = -1 y tiene un máxi"mo 1 1 
enx=1. • oca 

4. 

Si X --+ oo, 

Si x--+ -oo, 
entonces, por §1, f(x)--+ -oo. 

entonces, por §1, f(x)--+ +oo. 

5. Tenemos f"(x) = -6x. Por lo tanto f"(x) >o · '1 · 
f "(x) < 0 • 'l · ' SI, y SO O SI, X < 0 y 

SI, Y so o si, x· > O. Hay un punto de inflexión en x = O. 
, ~unt~ndo toda esta información vemos que la gráfica de ¡ se 1 

pagma siguiente. ve como en a 
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-1 

Observación. Cuando f es un polinomio de grado 3, su derivada /' ( x) es 
un polinomio de grado 2 y, en general, este polinomio tiene dos raíces, que dan 
los dos puntos críticos de la curva y = f(x). En el ejemplo precedente, estos 
puntos críticos están en ( -1, -7) y (1, -3). 

Nótese de nuevo cómo usamos la gráfica de una parábola, a saber, la gráfica 
de f' ( x), en el proceso de determinar la propia gráfica de f. 

En los últimos dos ejemplos, el polinomio cúbico tiene dos jorobas, en los dos 
puntos críticos. Ésta es la forma más general de los polinomios cúbicos, pero 
hay casos particulares en los que no hay punto crítico, o sólo un punto crítico. 

Ejemplo 3(a). Sea f(x) = 4x3 +2. Trazar la gráfica de f. 
Aquí tenemos que f'( x) = 12x2 > O para todo x =f. O. Hay sólo un punto 

crítico, cuando x = O. Por lo tanto, la función es estrictamente creciente para 
todo x y su gráfica se ve así. 

Gráfica de 4x3 + 2 

Ejemplo 3(b ). Sea f(x) = 4x3 + 3x. Trazar la gráfica de f. 

1 
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d A/ quí tene~os que !'( x) = 1~~2 + 3 > O para todo x, por lo que la gráfica 
e se ve as1. No hay punto critico. 

Gráfica de 4x' + 3x 

En ambos ejemplos tenemos 

/"(x) = 24x. 

Así, en los dos ejemplos hay un punto de inflexión en x - 0 1 áfi d ¡ 
dobla hacia b · 0 - · a gr ca e se 

a aJo para x < Y se dobla hacia arriba para x > O. La diferencia 
entre el ~~o (a) Y el caso. (b) es que en el caso (a) el punto de inflexión es un 
punto cntico, donde la denvada de f es igual a O de mod 1 l en 1 t 't" E ' o que a curva es pana 

e pun ° en Ico. n el caso (b ), la derivada en el punto de inflexión es 

f'(x) = 3, 

de modo que en el caso (b) la derivada en el punto ?e inflexión es positiva. 

VI, §3. EJERCICIOS 

l. Mostrar que una curva 

Y = ax3 + bx2 + ex + d 

con a # o. tiene exactamente un punto de inflexión. 
Trazar las gráficas de las curvas siguientes. 

2. x 3 - 2x2 + 3x 3. x3 + x2 _ 3x 

4. 2x3 - x 2 - 3x 5. ~x3 + x 2 - 2x 
6. x 3 - 3x2 + 6x - 3 7. x3 + x -1 
8. x3 - x -1 9. -x3 +2x +5 

10. -2x3 +x+2 11. x3 - x 2 + 1 
12. y= x 4 +4x 13. y= x5 + x 
14. Y= x6 +6x 15. y= x 1 + x 
16. Y= x 8 +x. 
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17. ¿Cuál de los polinomios siguientess tiene un mínimo (para todo x )? 
(a) X6 _X+ 2 (b) X -X+ 2 

(e) -xs- x + 2 (d) -xs- x + 2 

(e) xs + x + 2 (f) xs + x + 2 

Trazar las gráficas de estos polinomios. 
. . · 17 f un máximo (para todo x )? 

18. ¿Cuál de los polinomios del eJeraao lene 

En los dos problemas siguientes: . . 
f tiene exactamente dos puntos de mfleX16n. . 

(a) Demostrar que . 1' .t mente los puntos críticos. Deterrmnar 
(b) Trazar la gráfica de f. Determmar exp lCl a 1 h . b . 

las regiones donde se dobla hacia arriba y donde se dob a aaa a &JO. 

19. f(x)=x'+3x3-x2+5 

20. f(x) = x'- 2xa + x2 + 3 

21. Trazar la gráfica de la función 
6 3'+92_.1. f(x)=x -2x 1ex 32· 

'f Hallar los valores de f en estos puntos críticos. 
Hallar los puntos en ICOS. rimera vista. 
la gráfica de f. Se verá mucho más clara de lo que parece a P 

VI, §4. FUNCIONES RACIONALES 

Consideraremos ahora cocientes de polinomios. 

Ejemplo. Trazar la gráfica de la curva 
:z:-1 

y= f(x) = ;+1 

y determinar las ocho propiedades enunciadas en la introducción. 

l. Cuando x =O, tenemos f(x) = -1. Cuando x = 1, J(x) =O. 

2. La derivada es 2 

Trazar 

J'(x) = (:z: + 1)2· 
. t ) N es 0 y por lo tanto, la 

(Se puede calcular usando la .r~gla del cocien e. unca , 

función f no tiene puntos crltladcos. d l tanto siempre es positivo donde 
3 El denominador es un cu ra o y, por o , d J. 1 La · # 1 A • f'(x) > O para to o x r - · 

está definido, ~to es, para : -E. ~~ te que la función no está definida 
función es creciente para to o. x. d s .e~ en así que sería más preciso decir que 
para x = -1 y tampoco lo esta. ~u er1v a, 
la función es creciente en la reg¡on 

X< -1 

y es creciente en la región x >. -.1. 
4. No hay región de decrec1m1ento. 

1 
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5. Como la derivada nunca es O, no hay máximos o mínimos relativos. 
6. La segunda derivada es 

! "( ) -4 
x = (x + 1)3" 

.No hay punto de inflexión porque f"(x) # O para todo x donde la función 
está definida. Si x < -1, entonces el denominador (x + 1)3 es negativo, y 
f"(x) >O, de modo que la gráfica se dobla hacia arriba. Si x > -1, entonces 
el denominador es positivo y /"(x) <O, de modo que la gráfica se dobla hacia 
abajo. 

7. Cuando :z: se vuelve positivo grande nuestra función tiende a 1 (usando el 
método de la sección §1). Cuando x se vuelve grande negativo nuestra función 
también tiende a l. 

Otro elemento de información muy útil es ver lo que· ocurre cuando f(x) 
mismo se vuelve positivo o negativo, grande. Esto sucede cerca de los puntos 
donde el denominador de /(z) es O. En el ejemplo presente, :z: = -1. 

8. Cuando :z: tiende a -1, el denominador tiende a O y el numerador tiende 
a -2. Si x tiende a -1 por la derecha, de modo que :z: > -1, entonces el 
denominador es positivo y el numerador es negativo. Por lo tanto, la fracción 

x-1 
z+1 

es negativa, y es negativa grande. 

_)
¡ 

1 
1 
1 
1 

----------t-
1 

-11 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Figura 2 

Si x tiende a -1 por la izquierda de modo que x < -1, entonces :z: - 1 
es negativo, pero también x + 1 es negativo. Por lo tanto, /(z) es positivo y 
grande, pues el denominador es pequeño cuando x está cerca de -1. 

Juntando toda esta información vemos que la gráfica se ve como la figura 
anterior. 

Hemos trazado las dos rectas x = -1 y y = 1 , pues desempl!ñan un papel 
importante cuando :z: tiende a -1 y cuando x se vuelve positivo o negativo, 
grande. 
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Observación. Sea de nuevo 

x-1 
y=f(x)= x+l. 

[VI, §4] 

Entonces podemos escribir esta relación para ver directamente que la gráfica de 
f es una hipérbola, como se ve enseguida. Escribimos la relación en la forma 

_ X+ 1 - 2 _ l __ 2_ 
Y- x+l - x+l' 

esto es, y- 1 = -2/(x + 1). Al quitar los denominadores queda 

(y- l)(x + 1) = -2. 

Por el capítulo 11 se sabe que es una hipérbola. Realizamos el trazo por medio 
de un método más general porque también funciona en los casos en que no se 
puede reducir la ecuación a una de las curvas usuales, como círculos, parábolas 
o hipérbolas. 

Ejemplo. Trazar la gráfica de f(x) = x2 +lx. 
x-

Nótese que f no está definida en x = l. Podemos escribir 

f(x)= x(x+l). 
x-1 

Tenemos f(x) =O si, y sólo si, el numerador x(x + 1) =O. Así: 

f(x)=O si,ysólosi, x=O o x=-1. 

A continuación vemos la derivada, que es 

x 2 - 2x -1 
f'(x) = (x- 1)2 . 

(Calcularla usando la regla del cociente.) Entonces 

f'(x) =O {:::=:} x2 - 2x -1 =O. 

{:::=:} x = 1 ± ../2 (por la fórmula cuadrática) 

Éstos son los puntos críticos de f. 
El denominador (x- 1)2 en f'(x) es un cuadrado, por lo que siempre es 

positivo donde está definido, esto es, para x f; l. Por lo tanto, el signo de f'(x) 
es el mismo que el signo de su numerador x2 - 2x - l. Sea 

g( x) = x 2 - 2x - l. 

La gráfica de g es una parábola y, como el coeficiente de x2 es 1 > O, esta 
parábola se dobla hacia arriba como se muestra en la figura. 

1 
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Gráfica de 

g(x) = x1 - 2x - l 

Las dos raíces de g(x) = O son x = 1- v'2 y 1 + v'2. De la gráfica de g(x) 
vemos que 

g(x) <O 

g(x) >O 

cuando 

cuando 

1 - ../2 < X < 1 + ../2, 
X < 1 - ../2 O X > 1 + ../2. 

Esto nos da las regiones de crecimiento y de decrecimiento para /( x). 

Para X ~ 1 - v'2, f(x) es estrictamente creciente. 
Para 1- J2 ~X< 1, f(x) es estrictamente decreciente. 
Para 1 <X~ 1 + J2, f(x) es estrictamente decreciente. 
Para 1 + v'2 ~ x, f(x) es estrictamente creciente. 

Se sigue que f tiene un máximo local en x. = 1 - v'2 y ¡ tiene un mínimo local 
en x = 1 + v'2. .. 

Cuando x se vuelve positivo grande, f(x) se vuelve positivo grande como se 
deduce de la expresión 

f(x)= x2 +x = x2(1+1/x) =xl+l/x 
x-1 x(1-1/x) 1-1/x· 

Cuando x s~ vuelve negativo grande, f(x) se vuelve negativo grande. 
Cuando x ti~nde a 1 Y x. < 1, la función f(x) se vuelve negativa grande 

porque e~ denommador x-1 tiende a O y es negativo, mientras que el numerador 
x 2 + x tiende a 2. 

Cuan: do x. tiende a 1 y ~ > 1, la función f(x) se vuelve positiva graw' 1or
que el d.e~omma?or x- 1 tiende a O y tanto el numerador como el denomin~.dor 
son positivos, mientras que el numerador tiende a 2. 

Por consiguiente, la gráfica se ve como se dibujó en la figura 3. 
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eje y 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 1 

Figura 3 

x2 + x 
f(x)=-

x-1 

eje x 

(VI, §4] 

VI, §4. EJERCICIOS 

Trazar las curvas siguientes, indicando toda. la. información enunciada. en la. intro

ducción. Puede considerarse opciona.lla. convexidad. 

:z;2 +2 :z:-3 :z:+1 
2. y= :z;2 + 1 

3. y= :z;2 + 1 l. y=--
:z;-3 

2:z:2 -1 :z;2 -1 1 :z; 
5. 6. y=~ 4. y=--=x-- :z;3 -1 :z; :z; 

2:z:- 3 4:z; 3 
8. :z;2- 9 

9. x+-
7. y= 3x+l :z; 

:z;2 -4 3:z:- 2 :z; 

10. 11. 12. 
~ 2:z: + 3 3:z;- 5 

2:z: 
:z;2 

15. 
:z:+1 

13. 14. 
Jx + 1 :z;2 +5 

:z:+4 

:z:+1 :z;2 + 1 :z;2 -1 

16. 17. 2;2 -1 
18. ~ ;2-=5 

19. Trazarla.gráfica.de f(:z:)=:z:+1/:z:. 

20. Sean a y b dos números positivos. Sea. 
b 

f(x) = ax + ;· 

Mostrar que el valor mínimo de f( :z;) para. :z: > O es 2...;;;6 · Da.r razones pa.ra ca.da. 
a.firma.ción. Deducir que ...;;;6 ~(a+ b)/2. Traza.r la. gráfica. de f pa.ra. :z: >O. 

1 
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VI, §5. APLICACIONES DE MÁXIMOS Y MfNIMOS 

En esta sección se estudiarán problemas expresados en lenguaje cotidiano que 
tratan sobre máximos y mínimos y aplican las técnicas estudiadas antes. En 
cada caso queremos maximizar o minimizar una función, la cual en un principio 
puede estar dada incluso en términos de dos variables. Procedemos como sigue. 

l. Se dan datos suficientes a fin de que una de estas variables, por medio de 
alguna relación, se pueda expresar en términos de la otra. Terminamos 
tratando con una función de una sola variable. 

2. Después se hallan sus puntos críticos haciendo la derivada igual a O, y en 
seguida se determina si los puntos críticos son máximos o mínimos locales. 

3. Verificamos si estos máximos o mínimos locales son también máximos o 
mínimos en todo el intervalo de definición de la función. Si la función 
está dada sólo en intervalos finitos, puede suceder que el máximo ocurra, 
por ejemplo, en un punto extremo, donde no se aplica el criterio de la 
derivada. 

Ejemplo l. Hallar el punto sobre la gráfica de la ecuación y2 = 4x que 
está cerca del punto (2, 3). 

Figura 4 

Para minimizar la distancia entre un punto (x, y) y (2, 3), basta minimizar 
el cuadrado de la di&tancia, que tiene la ventaja de que en su fórmula no hay 
ninguna raíz cuadrada. En efecto, suponer que z~ es un valor mínimo para 
el cuadrado de la distancia, con zo positivo. Entonces z0 mismo es un valor 
mínimo para la distancia, ya que un número positivo tiene una raíz cuadrada 
positiva única. El cuadrado de la distancia es igual a 

z2 = (2- x)2 + (3- y)2 • 

Así z2 está expresado en términos de las dos variables x y y. Pero sabemos 
que el punto (x, y) está sobre la curva cuya ecuación es y2 = 4x. Por lo. tanto, 
podemos despejar una variable en términos de la otra, a saber, y= 2fx. Al 
sustituir y = 2fx, hallamos una expresión para el cuadrado de la distancia sólo 
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en términos de x , a saber 

f(x) = (2- x)2 + (3- 2Vx)2 

= 4- 4x + x2 + 9 - 12Vx + 4x 

= 13+x2 -12Vz. 

Determinamos ahora los puntos críticos de f. Tenemos 

f'(x) = 2x- Jx• 
de modo que 

f'(x)=O {::::::} 2xvx=6 

{::::::} X = ?'9. 
Más aún, tenemos 

f'(x)>O {::::::} 2xvx>6 

{::::::} x 3 > 9. 

!'( x) < O {::::::} x3 < 9. 

[VI, §5] 

Por lo tanto, f(x) es estrictamente creciente cuando x > .y§" y es estrictamente 
decreciente cuando x < .y§". Por lo tanto, .y§" es un mínimo. Cuando x = .y§", 
el valor correspondiente para y es 

y = 2Vx = 2{/3. 

Por lo tanto, el punto sobre la gráfica de y2 = 4x más cercano a (2, 3) es el 
punto 

p = (?'9,2?'3). 

Ejemplo 2. Se va a fabricar una lata de aceite en forma de cilindro, para 
contener un cuarto de aceite. ¿Qué .dimensiones deberá tener de modo que el 
área de la superficie sea mínima (en otras palabras, que minimice el costo del 
material para hacer la lata)? 

Sea r el radio de la base del cilindro y sea h su altura. Entonces el volumen 
es 

V= 1rr2h. 

El área de la superficie total es la suma de la tapa, el fondo y los lados circulares, 
a saber, 

A = 21rr2 + 21rrh. 

Así, el área está dada en términos de las dos variables r y h. Sin embargo, 
también se indica que el volumen V es constante, V = l. De este modo obte
nemos una relación entre r y h, 
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y podemos despejar h en términos de r, a saber, 

h = l{1rr2. 
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Por lo tanto, el área se puede expresar completamente en términos de r, esto es, 

A= 21rr2 + 21rr{1rr2 = 27rr2 + 2/r. 

Queremos que el área sea mínima. Primero hallamos los puntos críticos de A. 
Tenemos: 

A'(r) = 47rr- 2/r2 =O {::::::} 47rr = 2/r2 

Así hallamos exactamente un punto crítico 

3- 1 7rr - 2· 

Considerando factores físicos podemos ver que esto corresponde a un mínimo 
pero también podemos proceder de la manera siguiente. Cuando r se vuelv~ 
positivo grande, o cuando r tiende a O, la función A(r) se vuelve grande, d€ 

/ m?~o que debe haber ?? mínimo de la función para algún valor r > O. Este 
m1mmo es un punto cnt1co, y ya se sabe que hay sólo un punto crítico. Por lo 
tanto, hemos hallado que el mínimo ocurre cuando r es el punto crítico. En este 
caso podemos sustituir y encontrar h, como sigue: 

h = _1_ = (27r)2/3 = 22/3 
1rr2 7r 7rl/3 · 

Esto proporciona las dimensiones requeridas. 

Ejemplo 3. Un camión se va a conducir durante 320km a velocidad cons
tante de x km/h. Las reglamentaciones de velocidad requieren que 50 < x < 
100. Supóngase que la gasolina cuesta 15 centavos/litro y se consume a-razó; 
de 

x2 
9 + 500 litfhr. 

Si el chofer gana $8 la hora, hallar la velocidad más económica. 
El costo total se expresa como la suma del costo de la gasolina y el salario. 

El tiempo total del viaje será 
320 

X 

pues (tiempo)(velocidad)=(distancia) si la velocidad es constante. El costo de 
la gasolina es entonces igual al producto de 

(precio por litro)(número de litros usados por hora)(tiempo total) 

de modo que el costo de la gasolina es 

G(x) = .15 (9+ :02
0) 3!0 . 
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Por otro lado, el salario está dado por el producto 

(salario por hora)( tiempo total), 

de modo que el costo del salario es 
320 

W(x)= 8·-. 
X 

Por lo tanto, el costo total del viaje es 

f(x) = G(x) + W(x) 

( x 2 ) 320 8 · 320 
= '15 9 + 500 ---¡- + -x-

( 9 X ) 2560 = 48 ; + 500 + -X-. 

Tenemos que 
f'(x) = _ 432 + ~ _ 2560 

x 2 125 x 2 

2992 12 
= ----;2 + 125. 

Por lo tanto, f'(x) =O si, y sólo si, 

en otras palabras, 

2992 12 
---;2 = 125 

2 93500 
X---- 3 . 

[VI, §5] 

Así x = 10fij-. (Tomamos x positivo, ya que es la solución que tiene 

significado físico.] 

Observamos ahora que 10~ es aproximadamente igual a 176, de modo 
que rebasa el límite de velocidad de 100 que se asignó al principio. Más aún, si 
O< x < 176, entonces 

f'(x) <O. 

Por lo tanto, la función f(x) es decreciente para O ::; x ::; 176. Su gráfica se 
puede esbozar como en la figura de la página siguiente. 

i 

1 

1 
l 
l 
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50 100 150 ~00 

10j935/3 
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Como al empezar restringimos la velocidad posible al intervalo 50 ::; x ::; 100, 
se sigue que el mínimo de f en el intervalo debe ocurrir cuando x = 100. Por 
lo tanto, ésta es la velocidad que minimiza el costo total. 

Ejemplo 4. Suponer en el ejemplo anterior que no hay límite de velocidad. 
Vemos entonces que si x > 176, entonces f'(x) > O, de modo que f(x) es 
creciente para 

X> 176. 

Por lo tanto, 10~ es un punto mínimo para f cuando no se colocan restric
ciones en x. En consecuencia, en este caso, la velocidad que minimiza al costo 
es 

x=10~. 

Ejemplo 5. Cuando la luz emitida desde una fuente puntual choca con 
una superficie plana, la intensidad de la iluminación es proporcional al coseno 
del ángulo de incidencia e inversamente proporcional al cuadrado de la distancia 
desde la fuente. ¿A qué altura deberá colocarse una luz arriba del centro de 
un círculo de 12m de radio para dar la mejor iluminación a lo largo de la 
circunferencia? 

El ángulo de incidencia se mide a partir de la perpendicular al plano. La 
figura es así. 

Figura 5 



188 TRAZADO DE CURVAS [VI, §5] 

Denotamos por O el ángulo de incidencia y por y la altura de la luz. Sea I la 
intensidad de la iluminación. Que dos cantidades sean proporcionales significa 
que existe una constante tal que una cantidad es igual a la constante por la otra. 
Así, existe una constante e tal que 

1 
I(y) =ecos O 122 + y2 

y 1 
= e-Vr.1:::::2:§:2=+=y=::2 122 + y2 

ey 
= (122 + y2)3/2. 

Los puntos críticos de I(y) son aquellos puntos donde I'(y) =O. Tenemos 

[
(122 + y2)3/2- y. ª(122 + y2) 1/2(2y)] 

I'(y) =e (122.: y2)3 ' 

y esta expresión es igual a O precisamente cuando el numerador es igual a O, 
esto es, 

(122 + y2)3/2 = 3y2(122 + y2)1/2. 

Al cancelar (42 + y2)112, vemos que esto equivale a 

122 + y2 = 3y2' 

o, en otras palabras, 

Despejando y se obtiene 
12 

y=± ,fi' 
Sólo el valor positivo de y tiene significado físico, y así la altura que da la máxima 
intensidad es de 4/.J2m, a condición de que sepamos que este punto crítico es 
un máximo para la función I(y) , para y > O. Esto se puede ver de la siguiente 
manera. 

Si y está muy cerca de O, entonces el numerador ey de I(y) está cerca de O, 
y el denominador ( 42 + y2)312 está cerca de ( 42)312 de modo que I(y) se analiza 
factorizando y2, a saber 

(122 + y2)3/2 = ( 1;2 + 1) 3/2 y3. 

Entonces I(y) tiende a O cuando y se vuelve grande, porque 

cy e 1 
I(y) = (término cercano a 1)y3 = (término cercano a 1) y2 

si y es positivo grande. Por lo tanto, hemos mostrado que I(y) tiende a O cuando 
y tiende a O o y se vuelve grande. Se sigue que I(y) alcanza un máximo para 
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algún .• valor de Y > O, y este máximo debe ser un punto crítico. Por otro lado, 
ta~bten hemos. p~obado que hay un solo punto crítico. Por lo tanto, este punto 
cnttco .e.s el ma~Imo, según. ~e. deseaba. Así, y = 12/,fi es un máximo para 
la funcwn. En VIsta del anahs1s anterior, se puede trazar la gráfica como en la 
figura. 

12/V2 eje y 

Ejemplo 6. Un negocio fabrica transmisiones de automóvil que se venden 
en $400. El costo total de colocar en el mercado x unidades es 

f( x) = 0.02x2 + 160x + 400 000. 

¿Cuántas transmisiones deberán venderse para obtener una ganancia máxima? 
Sea P( x) la ganancia obtenida al vender x unidades. Entonces P( x) es la 

diferencia entre el ingreso total y el costo de colocar en el mercado. Por lo tanto, 

P( x) = 400x - (0.02x2 + 160x + 400 000) 

= -0.02x2 + 240x - 400 000. 

Queremos saber cuándo es máximo P(x). Tenemos: 

P'(x) = -0.04x + 240 

de modo que la derivada es O cuando 

0.04x = 240, 

o en otras palabras, 

240 
X = 0.04 = 6000. 

La ec.uación ~ ~ P(x) es una parábola, que se dobla hacia abajo porque el 
co~fi.ciente prmc1pal es -0.02 (negativo). Por lo tanto, el punto crítico es un 
maximo, y la respuesta es entonces 6000 unidades. 
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eje y 

eje t 

Parábola y = at2 + bt + e con a < O. 

Ejemplo 7. Un granjero compra un toro que pesa 270kg a un costo de 
$180. Cuesta 15 centavos diarios alimentar al animal, que aumenta 0.45 kg al 
día. Cada día que se tiene al toro el precio de venta por kilo declina de acuerdo 
con la fórmula 1 

B(t) = 1- 1800t 

donde t es el número de días. ¿Cuánto t~empo deberá esperar el granjero para 

maximizar sus ganancias? 

Para determinarlo, nótese que el costo total después del tiempo t está dado 

por 
f(t) = 180 + 0.15t. 

El total de la venta equivale al producto del precio B(t) por kilo, por el peso del 
animal; en otras palabras, 

S(t) = (1 - 18~0 t)(270 + .45t) 

= -0.00025t2 + 0.30t + 270. 

Por lo tanto, la ganancia es 

P(t) = S(t)- f(t) 

= .:::.o.ooo25t2 + o.15t + 90. 

Entonces 
P'(t) = -0.0005t + 0.15 

y P'(t) =O exactamente cuando 0.0005t = 0.15 o, en otras palabras, 

0.15 300 
t = 0.0005 = . 

Por lo tanto, la respuesta es que el granjero debe esperar 300 días antes de 
vender el toro, siempre que podamos probar que este valor de t da un máximo. 
Pero la fórmula para la ganancia es una expresión cuadrática en t, de la forma 

P(t) = at2 + bt + e, 
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y a< O. Por lo tanto, P(t) es una parábola, y como .a< O esta parábola se 
abre hacia abajo, como en la figura. Como resultado, el punto crítico debe ser 
un máximo, según se deseaba. 

VI, §5. EJERCICIOS 

l. Hallar la longitud de los lados del rectángulo de área más grande que pueda inscri
birse en un semicírculo, de manera que la base inferior esté sobre el diámetro. 

2. Una caja rectangular tiene una base cuadrada y no tiene tapa. El área combinada 
de los lados y el fondo es de 4.5 m2 • Hallar las dimensiones de la caja de máximo 
volumen que cumple con estos requisitos. 

3. Probar que, entre todos los rectángulos de área dada, el cuadrado es el de menor 
perímetro. 

4. Se conducirá un camión por 300 km a una velocidad constante de x km/hr. Las 
reglamentaciones sobre velocidad requieren que 30 < x < 60. 
Suponiendo que la gasolina cuesta 8 centavos/litro-y s; consume a ra2ón de 8 + 

x 2 /600 lit/hr, y si el salario del chofer es de D dólares la hora, hallar la velocidad más 
económica y el costo del viaje si (a) D =O, (b) D = 1, (e) D = 2, (d) D = ,3, (e) 
D=4. 

5. Un rectángulo ha de tener un área de 64m2 • Hallar sus dimensiones de modo que 
la distancia de una esquina al punto medio de un lado no adyacente sea un mínimo. 

6. Expresar el número 4 como la suma de dos números positivos de manera que la 
suma del cuadrado del primero y del cubo del segundo sea lo más pequeño posible. 

7. Un alambre de 24 cm de largo se corta en dos, una parte se dobla para darle forma 
de círculo y la otra en forma de cuadrado. ¿Cómo deberá cortarse si la suma de las 
áreas del círculo y del cuadrado ha de ser (a) un mínimo, (b) un máximo? 

8. Hallar el punto sobre la gráfica de la ecuación y2 = 4x que está más cerca del punto 
(2, 1). 

9. Hallar los puntos sobre la hipérbola x2 - y2 = 1 más cercanos al punto (0, 1). 

10. Demostrar que (2, 2) es el punto sobre la gráfica de la ecuación y = x 3 - 3x que 
está más cerca del punto (11, 1). 

ll. Hallar las coordenadas de los puntos sobre la curva x 2 - y2 = 16 que estén más 
cerca del punto (0, 6). 

12. Hallar las coordenadas de los puntos sobre la curva y2 = x + 1 que estén más cerca 
del origen. 

13. Hallar las coordenadas del punto sobre la curva y2 = Hx + 1) que estén más cerca 
del origen. 

14. Hallar las coordenadas de los puntos sobre la curva y = 2x2 que estén más cerca 
del punto (9, O). 
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15. Un anillo circular de radio b está cargado uniformemente de electricidad; la carga 
total es Q. La fuerza ejercida por esta carga sobre una partícula a una distancia 
z del centro del anillo, en una dirección perpendicular al plano del anillo está dada 
por F(z) = Qz(z2 + b2)-312 . Hallar el máximo de F para todo z ~O. 

16. Sea F la razón de flujo de agua sobre cierto vertedero. Suponer que F es propor
cional a 11(h- 11)1/2 , donde 11 es la profundidad de la corriente y h es la altura y 
es constante. ¿Qué valor de 11 hace máxima a F? 

17. Hallarsobreeleje z elpuntotalquelasumadesusdistanciasa (2,0) y (0,3) sea 
un mínimo. 

18. 

19. 

20. 

21. 

22. 

Una pieza de alambre de longitud L se va a cortar en dos partes, una de ellas se 
va a doblar en forma de triángulo equilátero y la otra en forma de círculo. ¿Cómo 
deberá cortarse el alambre de modo que la suma de las áreas comprendidas sea (a) 
un mínimo, (bl un máximo? 

Una cerca de1li de alto está a 1~0m de la pared de una casa. ¿Cuál es la longitud 
mínima que debe tener una escalera para que uno de sus extremos descanse en el 
suelo, fuera de la cerca, y el otro sobre la pared de la casa? 

Un tanque ha de tener un volumen dado V y se hará en forma de cilindro circular 
recto con hemisferios agregados en cada ·extremo. El material para los extremos 
cuesta el doble por metro cuadrado que para los lados. Hallar las proporciones más 
económicas. [Se puede suponer que el área de una esfera es 4ll"r2 .] 

Hallar .la longitud de la barra más larga que puede transportarse horizontalmente 
y dar la vuelta en una esquina pasando de un corredor de 2.r m a uno de 1.~2 m. 

Sean P y Q dos puntos en el plano en el mismo lado del eje z. Sea R un punto 
sobre el eje z (figura 6). Demostrar que la suma de las distancias PR y QR es 
menor cuando los ángulos 81 y 82 son iguales. 

Figura 6 

[Idea: Usar primero el teorema de Pitágoras para dar una expresión para las distan
cias P R y RQ en términos de z y de las cantidades fijas 111 , 112 . Sea f( z) la suma 
de las distancias. Mostrar que la condición f'(z) =O significa que cos81 = cos82. 
Usando valores de z cercanos a O y a a, demostrar que /(z) es decreciente cerca 
de z = O y es creciente cerca de z = a . Poi: lo tanto, el mínimo debe estar en el 
intervalo abierto O< z <a, y es, en consecuencia, el punto crítico.] 

23. Suponer que la velocidad de la luz es 111 en el aire y 112 en el agua. Un rayo de luz 
que viaja de un punto P1 sobre la superficie del agua a un punto P2 debajo de la 

24. 

25. 
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superficie, viajará por la trayectoria que requiera el menor tiempo D t 

Pe! radyo cruzará la superficie en el punto Q en el plano vertical qu~ p:~o;o:a~ quye 
2, e manera que 1 

sen 8¡ sen 82 --;;-- = --;;--, 
donde 81 y 82 son l ' l ad os angu os mostr . os en la figura de la página siguiente: 

P¡ 

y¡ 8¡ 

Figura 7 

~e P~~de suponer que la luz viajará en el plano vertical que pasa por p 1 

ambie~_se puede supo~er q~e cuando la velocidad es constante, e igual a v, e:t::~ 
una regwn, Y s es la distancia recorrida, entonces el tiempo t es igual a t = sfv.) 

Sea P la probabilidad de que ocurrirá cierto evento en todo ensayo S 
n ensayos el t b , · uponer que en 
L = • _eve~-~ se o servo s veces. La funció~ de posibilidad se define como 

(i!) P0 (1 P) • Hal!ar el valor de P que maXImice la función de posibilidad. 
mar :5 P :51.) Considerar n y s como constantes. 

~all~r una ~uac~ón para la recta que pasa por los puntos siguientes y forma con 

( o)s eJes coor ena os un triángulo de área mínima en el primer cuadrante· 
a que pase por el punto (3, 1). · 

(b) que pase por el punto (3, 2). 

26. Sean a¡ • · · ·, an números. Mostrar que existe un solo número z tal que 

(x- ad + · · · + (x- an)2 

es un mínimo, y hallar este número. 

27. ?uan~o la luz e~itid~ de~~e una fuente puntual choca con una superficie plana la 
~ntensidad de la Ilu~macwn es proporcional al coseno del ángulo de incidenci~ e 
~n:ers~mente proporcwnal ~cuadrado de la distancia desde la fuente. ¿A qué altura 

e era colocarse una luz arnba del centro de un círculo de 25 cm d d" d 
la mejor iluminación a lo largo de la circunferencia? (El a'ngulo de r~ I~dpar~ ar 
m"d d d 1 · · e mci encia se I e es e a perpendicular al plano.) 

28. yn r~~tie~te horizontal ~iene una sección transversal en forma de triángulo isósceles 
m ver I ?• onde la longitud de un cateto es de 20m. Hallar el ángulo ent 1 
catetos Iguales que den la capacidad máxima. re os 

29. 
Un recipiente tiene _f~ndo .ho~izontal plano y sección transversal como la mostrada 
~n ~a figualra de la pagma SigUiente. Hallar el ángulo de inclinación de los lados a la 

onzont que den la máxima capacidad. 
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30~ /Zm 
30m 

Figura. 8 

30. Determinar la. constante a tal que la. función 

f(x)=x2 +~ 
X 

[VI, §5] 

tiene (a.) un mínimo local en x = 2 , (b) uri mínimo local en x = -3 . (e) Demostrar 
que la. función no puede tener un máximo local para. todo valor de a. 

31. La. intensidad de iluminación en cualquier punto es proporcional a. la. potencia. de 
la. fuente de luz y varía. inversamente con el cuadrado de la. distancia. a. la. fuente. Si 
dos fuentes de potencia. a y b distan entre sí una. distancia. e, ¿en qué punto de la. 
recta. que las une será la. intensidad un mínimo? 

32. Una. ventana. tiene forma. de rectángulo con un semicírculo superpuesto. Hallar las 
dimensiones cuando el perímetro es de 4 m y el área. es lo más grande posible. 

33. Hallar el radio y el ángulo del sector circular de área. máxima. si el perímetro es 
(a.) 20cm (b) 16cm. 

34. Estamos regando el prado con la. manguera. hacia. arriba. con un ángulo de inclinación 
9. Sea. r el alcance de la. manguera., esto es, la. distancia. desde la. manguera. hasta. 
el punto de impacto del agua.. Entonces r está dado por 

2v2 
r = -sen9cos9, 

g 

donde v y g son constantes. ¿Para. qué ángulo es máximo el alcance? 

35. Una. escalera. se coloca. de manera. que pasa. sobre una. cerca. de 4 m de altura. y se 
apoya. en un muro que está a. 0.7m detrás de la. cerca.. ¿Cuál es la. longitud de la. 
escalera. más corta. que se puede usar? 

36. Se supone que un tanque cilíndrico ha. de tener un volumen dado V. Hallar las 
dimensiones del radio de la. base y de la. altura. en términos de V, de manera que 
el área. de la. superficie sea. mínima. El tanque deberá estar abierto por arriba pero 
cerrado por abajo. 

37. Se va a. arreglar una. cama de flores en forma. de sector circular de radio r y ángulo 
central 9. Hallar r y 9 si el área es fija. y el perímetro es un mínimo en el caso: 

(a) O < 9 :5 71" y (b) O < 9 :5 71"/2. 
Recordar que el área. de un sector es 

A = n 2 • !_ = 9r2 /2. 
271" 

La. longitud de un arco de un círculo de radio r es 

L= 2n ·.!!.... = r9. 
271" 

[VI, §5] 
APLICACIONES DE MÁXIMOS y MÍNIMOS 
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38. Una firma vende un producto a $50 por unidad 
mercado x unidades está dado por la función . El costo total de colocar en el 

39. 

f(x) = 5000 + 650x- 45x2 + x 3 • 

¿Cuántas unidades deberán producirse al día. . . 
es la ganancia diaria para este nu' d .pdara maximizar las ganancias? 

mero e um ades? ¿Cuál 

El costo diario de producir x 
unidades de un producto está dado por la fórmula 

f(x) = 2002 + 120x _ 5x2 + .!x3 
3 . 

Cada unidad se vende por $264 . C , t "d 
· · · ¿ uan as um ades deb ' d · 

pa~a maximizar las ganancias? . Cuál e 1 . . . eran pro ucuse al día 
umdades? ¿ s a ganancia diana para este número de 

40. Un producto se coloca en el mercado a 50 d '1 . 
colocar x unidades del producto en el mercad: a;se~:or umdad. El costo total de 

f(x) = 1000 + 150x -100x2 + 2x3. 

¿Cuántas unidades deberán producirse . . 
ganancia diaria para este x? para. maximizar las ganancias? ¿Cuál es la 

41. 
Una compañía es el único fabricante de un producto cuya f . , d 

42. 

• uncwn e costo es 

f(x) = 100 + 20x + 2x2 • 

~i la compañía incrementa el precio, entonces se . 
SI expresamos el precio p( x) como un f . , ;elnd;n menos umdades, y de hecho, 

a uncwn e numero de unidades x' entonces 

p(x) = 620- 8x. 

¿Cuántas unidades deberán producirse ara . . 
esta ganancia máxima? [Idea· El . p ma~mizar las ganancias? ¿Cuál es 
de unidades por el precio.] . Ingreso total es Igual al producto xp(x)' número 

El costo de prod · ·d . . 
UCII x um ades de un producto está dado por la función 

f(x) = 10x 2 + 200x + 6000 

Si p es el precio por unidad, entonces el , : ~ 
está dado por numero de umdades vendidas a ese precio 

X= 1000- p 

·p ' al 10 
d¿ ~ra que V or de X Será positiva la ganancia? C ' 

ucuse para dar ganancias máximas? . ¿ nantas unidades deberán pro-


