CAPITULO Xl

Formula de Taylor

Finalmente llegamos al punto donde se desarrollard un método que nos permita
calcular los valores de funciones elementales como seno, exp y log. El método es
aproximar estas funciones mediante polinomios, con un término de error que se
estima facilmente. Este término de error se dard mediante una integral, y nuestra
primera tarea serd estimar integrales. Después recorreremos sistematicamente
las funciones elementales y deduciremos los polinomios de aproximacién.

Es conveniente revisar los estimados del capitulo X, seccién §3, que se usardn
para estimar nuestros términos de error.

Xil, §1. FORMULA DE TAYLOR

Sea f una funcién diferenciable en algin intervalo. Podemos entonces tomar su
derivada f’ en ese intervalo y suponer que esta derivada también es diferenciable.
Necesitamos una notacién para su derivada. La denotaremos por f(2). De
manera analoga, si existe la derivada de la funcién f(), la denotamos por f(3),
y asi sucesivamente. En este sistema, la primera derivada se denota por F(1).
(Es evidente que también podemos escribir f() = f”.)
En la notacién d/dz podemos escribir también:
f(Z)(z) = ﬁd_zi
dz?’

d3f
3 —
() = el
y asi sucesivamente.
La férmula de Taylor nos da un polinomio que aproxima la funcién en térmi-

nos de las derivadas de la funcién. Como estas derivadas usualmente son faciles
de calcular, no hay dificultad alguna para calcular estos polinomios.



380 FORMULA DE TAYLOR [X1I1, §1]

Por ejemplo, si f(x? = senz, entonces f()(z) = cosz, fP)(z) = —senz,
fO®)(z) = —cosz y f*(z) =senz. Y de aqui comenzamos otra vez.
El caso de e es atin mas facil, a saber, f(®)(z) = e para todos los enteros

positivos n.
También se acostumbra denotar la misma funcién f como fO. Asi, f(z) =

FO(2).

Necesitamos una notacién mas, antes de enunciar la férmula de Taylor. Cuan-
do tomamos derivadas sucesivas de funciones, se presentan con frecuencia los
nimeros siguientes:

1, 2-1, 3.2-1, 4.3.2-1, 5.4-3.2.1, et

Estos nimeros se denotan por

Asi,
1'=1, 41 =24,

21=2, 5! =120,
3! =6, 6! = 720.
Cuando n e un entero positivo, el simbolo n! se lee n factorial. Asi, en general,
nl=n(n-1)(n—-2)---2-1
es el producto de los n primeros enteros de 1 a n.
Ademis es conveniente acordar que 0! = 1. Esta convencién hace que ciertas

férmulas sean mas faciles de escribir.
Veamos el caso de un polinomio

P(z) =cg+ c1z + coz? + - -+ cpz”.

Los niéimeros co,..., ¢, se llaman coeficientes del polinomio. Veremos ahora
que estos coeficientes se pueden expresar en términos de las derivadas de P(z)
en z = 0. Deberan recordar lo que se hizo en el capitulo III, seccién §7, cuando
se calcularon derivadas de orden superior. Sea k un entero > 0. Entonces la
k-ésima derivada de P(z) esta dada por

P®)(z) = ¢ k! + una expresién que contiene a z como factor.

La razén es: si diferenciamos k veces los términos
k-1
€0,C1Z,...,Ck-1T ,
obtenemos 0. Y si diferenciamos k veces una potencia z/ con j > k, enton-
ces quedara alguna potencia positiva de z. Entonces, si evaluamos la k-ésima

derivada en 0, obtenemos
P®)(0) = cik!
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pues, cuando sustituimos zpor 0, todos los otros términos dan 0. Por consi-
guiente, hallamos la expresién deseada de ¢ en términos de la k-ésima derivada;

i alO}

C
k ]

:A continuacién, sea f una funcién que tiene derivadas hasta de orden n en
un intervalo. Estamos buscando un polinomio

P(z)=co+c1z 4+ caz® +--- + cpz®
cuyas derivadas en 0 (hasta de orden n) sean igual i
o es pelan, ) guales a las derivadas de f en 0;
P®(0) = fM(0).
iCuales deben ser los coeficientes ¢, c;,..., cp para lograr esto? La respuesta

es inmediata a partir de los calculos de los coeficientes de un polinomio, a saber
debemos tener , ’

k! Cp = f(k)(o)

p T -_ “ee p
ara Cada entero k 0, 1, N, I or 10 ta,nto, tenemOS la, expresion deseada
para Ck y & Sabel‘

f(k)(o)
Ck = T

DeﬁIIICI . P lln 1mio de Ia y lOI de Ta
on El 0. (o) dO <n ara ia I ncio. €es
g - P l u n f

Pa(2) = £(0) + Do) + -0 (22)'(0)12 et f‘""(O) o
N n:

Ejemp}o. Sea f(z) = senz. Es facil obtener las derivadas (vean la seccién
§3), hallaran que los polinomios de Taylor tienen la forma
3 5 7
Pompr(@) == S 4 &0 _E w2
+1(2) ETI T TR QR sy E

Sélo se presentan valores impares de n, de modo que escribimos

n=2m+1 con m>0.

Ejemplo. Sea f(z) = e®. Entonces f®)(2) = e* para todos los enteros

positivos k. Por lo tanto, f*)(0) = 1 para todo k. d inomi
de Taylor tiene la forma @ P © » de modo que el polinomio

z? 23 n
AT
n!

Pn(x)=1+1'+2' 30
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Queremos ahora saber la calidad de la aproximacién Pn(z) de f(x). Escri-
bimos :
F(2) = Pa(2) + Raya(2),
donde R4 se llama residuo.
Tendremos que estimar el término residuo Rp4+1(z). Finalmente probaremos
que existe un niumero ¢ entre 0 y z tal que )

f(n+l)(c) n+1
i)

Royi(z) =

Asi, el término residuo se verd como los términos principales, excepto que el
coeficiente
Ft(e)

(n+1)!
se toma en algin punto intermedio ¢ en lugar de tomarse en 0.
Como es facil estimar las derivadas de las funciones senz, cosz y e*, podre-
mos ver que los polinomios de Taylor dan buenas aproximaciones a la funcién.
Si aceptan como valida la expresién

$66) = 10+ 1002+ 507 4oy Bt )

donde

£ n
.—n.'—z

Rn(z) =

para algin nimero ¢ entre 0 y z, entonces pueden leer inmediatamente las sec-
ciones posteriores, §3 y sucesivas, para entrar a las aplicaciones de las funciones

elementales.
Observamos que no hay ninguna diferencia entre escribir

f(@)=Pa(z)+ Raga(z) vy f(z) = Pac1(2z) + Ra(2).
Esto equivale a un simple cambio de indices. Usaremos la férmula que nos
parezca mds conveniente.

Por supuesto, la afirmacién anterior no dice nada preciso acerca del nimero
¢ sino que ¢ estd entre 0 y z. Pero el meollo de la férmula y de su término
residuo es que no necesitamos mas precisién para estimar el término residuo. El
polinomio que precede al término residuo da un valor en z. Sélo queremos saber
lo cerca que esté este valor de f(z). Para ello basta dar una cota

FARIO]]
de modo que basta dar una cota para la n-ésima derivada |f(")(c)|. Se puede
dar dicha cota sin saber el valor exacto de la n-ésima derivada en el nimero c.
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Se puede ver cémo hacerlo en las secciones §3 y subs
de manera sistematica todas las funciones efem};n:alie:.c uenies, ctando tratemos
) Dfesarrollaremos ahora teéricamente la férmula de Taylor y probaremos que el
termu’no residuo tiene la forma mencionada. También sers conveniente trabajar
con niimeros arbitrarios a y b en lugar de los niimeros 0 ¥y z. Ademads se enun-
ciard la férmula de Taylor de una manera un tanto diferente para el término
residuo, pero que es como surge naturalmente en la demostracién. Después
probaremos que la forma integral es igual a la expresién enunciada antes.

’;‘eore’ma 1.1.  Sea f una funcién definida en un intervalo cerrado entre
dos nimeros a y b. Suponiendo que la funcién tiene n derivadas en este
intervalo y que todas ellas son funciones continuas, entonces

D(a a
f(b)=f(a)+£(uﬁ(b—a) +L22)!(—)(b—a)2+~~

f(n—l)(a) a
+ (T—-l)-!-(b —a)" '+ R,,
donde R, (llamado término residuo) es la integral
= =" g
" a (n—l)! d (t) g

El término residuo parece ser un poco complicado. En el teorema 2.1 proba-

rel;los que R, se puede expresar en forma muy parecida a los otros términos, a
saber,

™)
R, = f—n'(—)(b —a)?

para algin nimero ¢ entre a y b. La férmula de Taylor con esta forma del
residuo ya es muy ficil de memorizar.

El caso mds importante del teorema 1.1 ocurre cuando a = 0. En ese caso
la férmula se lee ’

(0) £=1(0)
f(b) = £(0 +ib e -1
)= O+ bt o1 tEn
Mas aun, si z es c’ualquier nimero entre a y b, la misma férmula éigue siendo
vélida para este nimero z en lugar de b, simplemente al considerar el intervalo
entre a y = en lugar del intervalo entre q y b. Asi, si a =0, la férmula se ve:

f(z) = f(0)+ @m ot f(—:-_Ll()O!)x""l + R, (z),
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donde

Rula) = 1N

y ¢ es un nimero entre 0 y . Cada derivada £(0), f'(0),..., F=1)(0) es un
nlimero, y vemos que los términos que preceden a R, forman un polinomio en
z. Este es el polinomio de aproximacién.

Probaremos ahora el teorema. La demostracién es una aplicacién de la inte-
gracién por partes. Primero, para tener la idea de la demostracién, veremos dos

casos particulares.

™¢ Casos particulares. Procederemos por pasos. Sabemos que una funcién es
la integral de su derivada. Asi, cuando n = 1, tenemos

b
f(b)—f(a) = / £(t) dt.

Sea u = f/(t) y dv = dt. Entonces du = f"(t)dt. Estamos tentados a
poner v = t. Este es un caso en que escogemos otra integral indefinida, a saber,
v = —(b—t), que difiere de ¢ en una constante. Tenemos atn que dv = dt (jse
cancelan los signos menos!). Integrando por partes obtenemos

b
/ udv = uv
a

= —FW)b-1)

b b
—/vdu
a a

b b
_ / —(b—t)f(1) dt

b
= f'(a)(b—a) + / (b —t)f3(¢) dt.

Esta es precisamente la férmula de Taylor cuando n = 2.
Vamos un paso mds adelante, de 2 a 3. Reescribimos la integral recién

obtenida como A
/ FA() (b —t) dt.
Sean u = f®)(t) y dv = (b—1t)dt. Entonces
(3) —(b—1)? .
du= f(t)dt y v=——p = (b—1)dt.

Asi, al integrar por partes hallamos que nuestra integral, que tiene la forma
f:udv, es igual a

b
. —/a vdu = —-‘f‘("’)(t)(i:zt—)2

b
uv

b b
- [ o0

= f(2)(a)£b;2a£ + Rs.
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Aqui, Rj3 es el residuo deseado y el término precedente es el término propio de
la férmula de Taylor.

Si lo necesitan, pueden hacer el paso siguiente, de 3 a 4. Veremos ahora
cémo va el paso general, de n a n+1.

(?aso general. Suponer que ya obtuvimos los primeros n — 1 términos de
la férmula de Taylor, con el término residuo
b -
b— t)” 1
R. = g_____ (n)

que reescribimos

b _
_ [ ="
R, /af (®) m— dt.
Sea
= (n) — (b_t)n_l »
u=f"() y  dv= =1 dt.
Entonces

du= fD@)dt  y  w= L(b"_t)t
n!
Aqui usamos el hecho de que b es constante, y

/(b—t)"‘ldt = ———(b_nt)".

Noétese la aparicién del signo menos debido a la regla de la cadena. Usamos
también
n(n —1)! = n!
para dar el valor enunciado de v. Asi, el denominador va de (n —1)! a n!.
Integrando por partes hallamos:

- /bvdu - _f(n)(t)(_b_—';_t)"_

b b
R, = uv ; —

b n
[1 _ (b ;!t) f("+1)(t) dt

a a a

—a)® b _$\n
= @ Ly [ O e a

Hemos separado, pues, un término mas de la férmula de Taylor y el nuevo residuo
es el R, deseado. Esto concluye la demostracién.

Xill, §1. EJERCICIOS

1. Sea f(z)=log(1l+z).

(a) Hallar una férmula para las derivadas de f(z). Comenzar con f)(z) = (z +
1)1, f®(z) = —(z+1)~2. Obtener f(*)(z) para k =3, 4, 5 y depués escribir
la fé6rmula para k arbitrario.

(b) Hallar f(¥)(0) para k=1, 2, 3, 4, 5. Después mostrar en general que

FB(©0) = (—1)*+ (k- 1.
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(c) Concluir que el polinomio de Taylor Pn(z) para log(1l + z) es
22 3zt 12"
=g 42 _Z 4. . 4(-1 z..

Pa(g) =z =S+ 5 -+ + ()

L ' 2. Hallar los polinomios Pn(z) para la funcién f(z) = cosz y los valores n =1, 2,
3,4,5,6,7, 8.
Xiil, §2. ESTIMADO PARA EL RESIDUO

Teorema 2.1. En la formula de Taylor del teorema 1.1, existe un nimero
c entre a y b tal que el residuo R,, esta dado por

_ IP)G=a)
BPALI UL

Si M,, es un niimero tal que | f(")(:c)L< M,, para todo z en el intervalo, i.e.
si M, es una cota superior para |f(®)(z)|, entonces

’ M,|b—a|*
|Rnl £ =
Demostracion. La segunda afirmacién se sigue inmediatamente de la primera,
formando el estimado

|Rn| <

Probemos la primera afirmacién. Como f(®) es continua en el intervalo,
existe un punto u en el intervalo tal que f(")(u) €s un maximo y un punto v tal
que f(®)(v) es un minimo para todos los valores de f(®) en nuestro intervalo.

Supongamos que a < b. Entonces, para cualquier ¢ en el intervalo, b — ¢ es
>0, y, por lo tanto,

(b - t)" 1

(n—1)!

Usando el teorema 3.1 del capitulo X, seccién §3, concluimos que se cumplen

desigualdades parecidas cuando tomamos la integral. Sin embargo, f(™)(v) y

f(")(u) son nimeros fijos que se pueden sacar del signo de integral. En conse-
cuencia, obtenemos

‘ £ () / (Ul i t)"- dt < Ro < f™(u) / (b‘t)"- dt.

Ahora efectuamos la lntegraclon, que es muy facil, y obtenemos

/ (b )n-l dt = (b — t)n (b - a)” .

n) —al? —al?
U=l fo-al"
n! = n!

10 < S o0 < o205 10w,

n

a
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[Observacicn: ésta es la misma integral que surgio en la integracién por partes,
en la demostracién del teorema 1.1.] Por lo tanto,

1O < R, < g E=a

Por el teorema del valor intermedio, la n-ésima derivada f (")(t) toma todos los
valores entre su minimo y su maximo en el intervalo, por lo cual

f(")(t)(b—_mi)—

toma todos los valores entre su minimo y su mdximo en el intervalo. De este
modo, existe algiin punto ¢ en el intervalo tal que

Ra= (9=,

que es lo que queremos.
La demostracion en el caso b < a es parecida, excepto que se invierte el
sentido de ciertas desigualdades. La omitimos.

El estimado del residuo es particularmente iitil cuando b est4 cerca de a. En
ese caso reescribimos la férmula de Taylor haciendo b — @ = A. Obtenemos:

Teorema 2.2. Con las mismas hipdtesis del teorema 1. 1, tenemos

f(a+h)=f(a)+ f/(a)h+--- + f(= ”(a)( +R,

1)'
con el estimado

|Ra| < My, H

donde M, es una cota para el valor absoluto de la n-ésima derivada de f
entre ay a+h.

En las secciones siguientes damos varios ejemplos. A menudo tomamos a = 0,
de modo que tenemos

n-l
5= 10+ @z o4 L0t o)
coﬁ el éstimado
|Ra(a)] < M, 2T

si My, es una cota para la n-ésima denvada de fentre0yzx.

Esto significa que hemos expresado f(z) en términos de un polinomio y un
término residuo. Como ya dijimos, el polinomio

Pa(z)=co+ciz+--- +caz™,
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donde

Ck

_ f®0)
=

se llama polinomio de Taylor de grado< n de f(z). Llamamos a cj el
k-ésimo coeficiente de Taylor de f. Estos polinomios se calcularan explicita-
mente para todas las funciones elementales en las secciones siguientes.

En esencia, un polinomio es la funcién que se maneja con mayor facilidad.
Asi, es 1til que podamos probar que los polinomios de Taylor dan aproximaciones
a la funcién dada. Para que asi suceda, tenemos que estimar el residuo, y ver
si es cierto en el caso de las funciones elementales que el residuo R, tiende a 0
cuando n — oo. Esto significa que el polinomio de Taylor P,(z) tiende a f(z)
cuando n — 00, y obtenemos entonces la aproximacién polinomial deseada.

Xill, §3. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Sea f(x) =senz y tomemos a = 0 en la férmula de Taylor. Ya mencionamos
cudles son las derivadas de senz y cosz. Asi,

fO)=0, f30)=0,

FO)=1,  f90)=-1
La férmula de Taylor para sen z es entonces como sigue:
P B _, amt
senz=z—or+ g -t -H™ @m=1) + Rom+1(2)-

Vemos que todos los términos pares son 0 porque sen0 = 0.
Podemos estimar senz y cosz de manera muy sencilla, pues

|senz|<1 'y  |cosz|<1
para todo z. En el teorema 2.2 tomamos la cota M, = 1, esto es

™) < 1
para todo n, y

(Ra(a)l < L

Asi, si observamos todos los valores de z tales que |z]| < 1, vemos que R,(z)
tiende a 0 cuando n se vuelve muy grande.

Ejemplo 1. Calcular sen(0.1) con 3 decimales.
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Aqui tenemos z = 0.1. Queremos hallar n tal que

n
Iill— <1073,
n.

Por inspeccién vemos que funcionard n = 3. En efecto, tenemos que
(0.1 10-3

3! 6
Dicho término de error nos colocaria en el margen de precisién requerido, por lo
que basta usar la férmula de Taylor

[R3(0.1)] <

senz = z + R3(z).
Hallamos '
sen(0.1) = 0.100+ E,
con el término de error E = R3(0.1), tal que |E| < £1073. Con esto vemos
cudn eficiente es la férmula para calcular el seno de valores pequeiios de z.

Definicién. Diremos que una expresién tiene el valor A con una precisién
de 10" si la expresion es igual a A + E con un término de error E tal que

|E| < 107",
En el ejemplo precedente podemos decir que sen(0.1) tiene el valor 0.1 con una

precisién de 1073,

Advertencia. No debe escribirse sen(0.1) = 0.1. Esto es falso. Es nece-
sario escribir siempre el error, esto es, escribir

sen(0.1) =0.1+ E,
y dar un estimado para |E|.

Ejemplo 2. Calculemos el seno de 10° con una precisién de 10~3. Primero
debemos convertir grados en radianes, y tenemos
T 7r
10° = 10—= = —radi .
80 = 1 8ra ianes

Ahora tenemos que calcular sen(r/18). Suponemos que 7 es aproximadamente
3.14159. .. y, en particular, 7 < 3.2. Esto se mostrard después. Entonces

T < 1

18 °5°
Tenemos que expresar sen(w/18) con el polinomio de Taylor de algin grado y
un residuo que debera estimarse. Esto requiere ir corrigiendo repetidos intentos.
Se debera experimentar con varias posibilidades. Aqui damos en seguida una

que funciona. Tenemos
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Si conocemos 7 con la precisién adecuada, podremos calcular los dos primeros
términos con cualquier precisién deseada, mediante sencillas operaciones arit-
méticas: suma, resta, multiplicacién y divisién. Tenemos entonces que estimar
Rs(7w/18) para saber si estd dentro de la precisién deseada. Tenemos

5
7 (<5 () < s (5) <50

mediante aritmética sencilla. Por lo tanto, los dos primeros términos

1 ( T )3
18 6 \18
dan una aproximacién de seno de 10° con una precisién de 10~%, que es

mejor que la que queriamos originalmente. Tratemos ahora de ver la calidad de
la aproximacién que se obtendria usando un solo término:

sen (%) = %—}- R3 (—1%) .

Ejemplo 3. Calcular sen (1 + 0.2) con una precisién de 10=%,
En este caso usamos la férmula de Taylor para f(a + k). Tomamos

== h=0.2.
a 5 y

Corrigiendo repetidos intentos, y adivinando, lo intentamos con el residuo Ry.
Asi,

(a+h)= h " z
sen{a + h) = sena + COS(“)'I‘ - sen(a)g - c”(“)ﬁ + R

2
Para R4 tenemos el estimado

(0.2) -

|, Yy 10202,

2 2

(0.2)* 16-10~*

que esta dentro de las cotas requeridas de precisién.

<107t

. Convencién. En los ejemplos 2 y 3 dejamos la respuesta como una suma
de unos cuantos términos mds un error que estimamos. No se necesita realizar
la expansién decimal de los primeros cuatro términos. Sin embargo, quien tenga
una calculadora de bolsillo podra efectuar los cdlculos y obtener una respuesta
decimal. Para esto la maquina viene siendo mejor que el cerebro, pero el cerebro
fue mejor para estimar el residuo.

Es cierto atin que el término residuo de la férmula de Taylor para sen z tiende
a 0 cuando n se vuelve grande, aun cuando z sea > 1. Para esto necesitamos
investigar 2" /n! cuando z es > 1. La dificultad es que, cuando z > 1, entonces
z" se vuelve grande cuando n — oo, y también n! — oo cuando n — oo. En
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estas condiciones, el numerador y el denominador pelean entre ellos y debemos
determinar quién gana. Trabajemos con un ejemplo, para tener una idea de
lo que sucede. Tomemos z = 2. ;Qué sucede con la fraccién 2"/n! cuando
n — 0o? Primero se hace una tabla:

n 1| 2 3 4 5
2" g | 8.4 | 16_1 32 _4
o2 6 3 24~ 2 120 15

De donde deberé deducirse experimentalmente que
i
-2-—' —0 cuando n — oco.
n!

Asi, adivinamos la respuesta experimentando numéricamente. A continuacion,
nuestra tarea es probar el resultado general.

Teorema 3.1. Sea c cualquier nimero. Entonces c*/n! tiende a 0 cuando
n se vuelve muy grande.

Demostracién. Podemos suponer que ¢ > 0. Sea no un entero tal que no >
2c. Asi, ¢ < ng/2,y ¢/no < }. Escribimos

" c-co--c c c e
17 1.2.-sng(no+1)(no+2) n

c* (1 1
<5 (3) ()
¢ (1\"7"
-5G)

Cuando n se vuelve grande, (1/2)"~"° se vuelve pequeiio y nuestra fraccién
tiende a 0. Tomando, por ejemplo, ¢ = 10, escribimos
10" _ 10---10 (10)---(10) _ 10%° (1)""”
nl ~ 1-2-.-20 (21)---(n) 20! \2
y (1/2)*~?° tiende a 0 cuando n se vuelve grande.
Del teorema vemos que el residuo

|Ra(z)] < L

n!
tiende a 0 cuando n se vuelve grande.

A veces una integral definida no se puede evaluar a partir de una iqtegral
indefinida, pero podemos hallar aproximaciones sencillas usando la expansion de

Taylor.
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En el ejemplo siguiente, y en ejercicios, usaremos con frecuencia el estimado
para una integral dada en los teoremas 3.2 y 3.3 del capitulo X, esto es: Sea
a < b ysea f continua en [a,b]. Sea M un nimero tal que |f(z)] < M para
todo z en el intervalo. Entonces

/: f(z)de

Ron Infante me dice que los cédlculos numéricos de integrales como la del
ejemplo siguiente ocurren con frecuencia en el estudio de redes de comunicacién,
en relacién con ondas cuadradas.

b
< [ V@)ds < M@ -a).

Ejemplo 4. Calcular hasta dos decimales la integral

1
sen
dz.
0o z

senT =z — — +R5(x) y |Rs(z)] < lzP I .

Tenemos

Por lo tanto,

2

senz _ ., _z* Rs(z) Rs(x)

z

|=|?
=5

Por lo cual

1
—| + E, donde E:/ —R—S(—Qd:c.
0 o Z

El término de error E satisface

Rs(z) / PR |
F| < dz < —d = = —
! '—/ =551, 600
Mis afin,
2 | 117
g- | =1- ===,
3-31|, 18~ 18
Por lo tanto,
1
sen z 17 1
de = —
/(; 2 18+E donde |B| < — 600"

Ejemplo 5. Calculemos

1
I:/ senz?dz.
0

ud
senu=u-— + Rs(u).

Hacemos u = 2. Entonces
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I:h/o1 (xz—g-f) d:c+/ Rs(z?) dz

Por lo tanto,

2 271
=|Z_E | +E
[3 76), "

=5-m+E

donde

Sabemos que
IRs(w) < 2.

Como u = z2, hallamos
lzlod 1 —3
Bl [ 57 de= g <1070

I=1-%5+E, con |E| <1073

Observacién. Aunque la notacién del ejemplo anterior es parecida a la
integracidén por sustitucién, se deberd insistir en que el procedimiento que se
sigui6 no es lo que previamente llamamos integracién por sustitucién.

Por consiguiente,

Hemos estudiado el seno. El coseno se puede estudiar de la misma manera.
Tenemos la férmula de Taylor

22 :c‘* 22m
—_— sy iy m
cosz=1-— 5 + T -+ (=1) (2 -1 + Romt2(2)
y
'x|2m+2
< —_—.
Rama2(2)l < oy

Observen que sélo los términos pares aparecen con coeficientes distintos de cero.
En la férmula del seno apérecen dUnicamente los términos impares porque las
derivadas de orden impar del coseno son iguales a 0 en 0, y las derivadas de
orden par del seno son iguales a 0 en 0.

Ejemplo 6. Suponer que queremos hallar el valor de

Leosz —1
——dz,
o z

hasta 2 decimales. Escribimos

22
cosz=1-— 7 + Ry4(z).
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Entonces
cosz —1 z  Ry(z)
—=—--+ )
z 2 z
ypara0<z<1,
Ry(2)| 2t _4°
z 4 T
Obtenemos
1 1
cosz — 1 !
/ _dzz-/ Zdr+E, donde E:/ R2) 4
0 z o 2 b =z
122
=-37, Ry
=-1+E.
Estimamos E':
z4|! 1
E| < ==
Bl < / 41 24 4, 96

Fallamos con el estimado deseado por sélo unos cuantos puntos de porcentaje.
Esto significa que, para obtener la precisién deseada, se debe usar un término
mas del polinomio de Taylor de cos z, de modo que se escribe

z? gt
cost=1-—— T E+R5(:c)
y
cosz—1 z 23 Re(z)
= 2tat—
Entonces ) .
cosz — 1 z g8
= o dr = 4z
/0 - f /0 [ 3 4!] dz + E,
donde .
FE Re(2) dz.
0 x
Ahora usamos el estimado
Ro(z)|  2° _a°
z |~ 6lz 6
y 1
z5 11
El < —dr= —=
IBl< | &%= 73055

Esto da el valor deseado con una precisién de tres decimales.
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Advertencia. La integral definida del ejemplo anterior no puede escri-
birse como una suma

1 _ 1 1
/ cos T ldz.':/ coszdx_/ —l-d:c.
0 z o T o T

Aunque es cierto que la integral de una suma es la suma de las integrales, esto
es cierto sélo cuando las integrales tienen sentido. La integral

1
/ld:c
oz

no tiene sentido. Primero, la funcién 1/z no es continua en el intervalo
0 <z <1 y colapsa cuando z tiende a cero. Aun si queremos interpretar esto
como un valor limite,

1 1 , 1 1 . ,
/0 ;dz—}!l_l}‘(l) A ;d:c—’{{%(logl——logh),

el limite no existe porque logh se vuelve negativo grande cuando h tiende a 0.
De modo que no podemos separar la integral deseada en una suma.
Ademas, se puede mostrar que no existe una expresién sencilla que dé

una integral indefinida
/———COSZ_ 1 dz = F(z),

con una funcién F(z) expresable en términos de funciones elementales.
Por otro lado, como hemos visto, podemos evaluar perfectamente bien la integral
definida, con cualquier precisién.

Xill, §3. EJERCICIOS

A menos que se especifique otra cosa, tomar la férmula de Taylor con e =0 y b =z.
En todos los célculos, incluir un estimado del término residuo (error), que muestre
que la respuesta dada estd dentro de la precisién deseada.

1. Escribir el polinomio de Taylor de grado 4 para cosz. Probar la férmula de Taylor
enunciada en el texto para cosz.

2. Dar los detalles para el estimado |Rem42(z)| < |2|*™2/(2m + 2)! para la funcién
f(z) =cosz.

3. Calcular cos(0.1) hasta 3 decimales.

4. Estimar el residuo R3 en la férmula de Taylor para cos z, para el valor z = 0.1.
5. Estimar el residuo R4 en la férmula de Taylor para sen z, para el valor z = 0.2.
6. Escribir el polinomio de Taylor de grado 4 para tanz.

7. Estimar el residuo Rs en la f6rmula de Taylor para tanz, para 0 <z < 0.2.

En los ejercicios.8, 9, 10 y 11, la férmula de Taylor se usa con a # 0.
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8. Calcular los siguientes valores hasta 3 lugares decimales.
(a) sen31° (b) cos31° (c) sen47°
(d) cos47° (e) sen32° (f) cos32°

9. Calcular el coseno de 31 grados hasta 3 decimales.
10. Calcular el seno de 61 grados hasta 3 decimales.
11. Calcular el coseno de 61 grados hasta 3 decimales.

12. Calcular las integrales siguientes hasta tres decimales.

1 0.1
sen cosz — 1
a d b ==
® [ =2 o [ =2=le
(C) ! 2 ! sen 22
senz” dz (d) —dz
0 o z
(e) 1 cosz?d " sen o
z f) - dz
o o T
13. Calcular

1/2
-1
/ cos T dz
o T

Xill, §4. FUNCION EXPONENCIAL

hasta 5 decimales.

Todas las derivadas de e” son iguales a ¢® y ¢ = 1. Por lo tanto, la férmula
de Taylor para e® es

. 1 1.2 13"—1
e =142+ —4+ -+ —
tortot 1) + Rn(z).
El término residuo satisface
n
R,(z) = ecz—',
n!

donde ¢ es un nimero entre 0 y z. Por lo tanto,

cJel”
|Bn(2)] < e* .

Nétese que e® siempre es positivo, y
siz <0, entonces ¢<0 y 0<e<l1.

‘ Como con la funcién seno, el teorema 3.1 muestra que el término residuo
tiende a 0 cuando n se vuelve grande.
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Ejemplo 1. Calcular e con 3 decimales.

Tenemos e = e!. Del capitulo VIII, seccién §6, sabemos que e < 4. Estima-
mos R7:

1 1
<e=<4— -3,
|R7|_e7!__45040<10
Asi
=141 ! ! R
e=1+ +§+"'+a+ 7
=2.718...

Claro que, mientras méas pequefio sea z, se necesitardn menos términos de la
serie de Taylor para aproximar e”.

Observacién. En el capitulo VIII obtuvimos el estimado ingenuo e < 4.
Ahora tenemos una evaluacién mucho mas fina, que muestra en particular que
e < 3. Asi, usando un estimado burdo y la férmula de Taylor podemos obtener
una determinacién precisa de e. Incluso si hubiéramos comenzado sabiendo que
e < 3 (podriamos haberlo obtenido mediante un estimado similar al del capitulo
VIII), no hubiera ayudado gran cosa para obtener un valor mas preciso.

Ejemplo 2. ;Cuantos términos de la férmula de Taylor se necesitan para
calcular e'/1° con una precisién de 10-37

Ciertamente tenemos e!/1° < 2. Asi

(/10 1.

Por lo tanto, necesitamos s6lo 3 términos (incluido el término 0-ésimo).

Xill, $4. EJERCICIOS

En los ejercicios, cuando se pida calcular una cantidad con cierto grado de precisién,
mostrar siempre el estimado obtenido del término de error para probar que se logra la
precisién deseada.

z

1. Escribir el polinomio de Taylor de grado 5 para e™”.
\y Estimar el residuo R3 en la férmula de Taylor para e” si z =1/2.

3. Estimar el residuo R4 para z = 1072,

4. Estimar el residuo R3; para z = 1072,

5. Calcular e hasta cuatro decimales, después hasta cinco decimales y después hasta
seis decimales. En cada caso, escribir e como una suma de fracciones mds un
término residuo y estimar el término residuo.[Este ejercicio trata de dar una idea
préctica del tamafio de los términos residuo, y de cuintos se necesitan para obtener
la precisi6én deseada. Se puede calcular la suma de las fracciones con una calculadora
de bolsillo.]
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6. Ca.lgular 1/e hasta 3 decimales, y mostrar el residuo que daria una Pprecisién de
107°.

7. Estimar el residuo R4 en la férmula de Taylor para e® cuando

(a) z=2. (b) z=3.
8. Estimar el residuo Rs en la férmula de Taylor para e® cuando
(a) z=2. (b) z=3.
9. ;Cudntos términos de la férmula de Taylor para e” se necesitarfan para calcular e?
hasta
(a) 4 decimales? (b) 6 decimales?

10. Calcular e hasta 10 decimales. Primero darlo como suma de niimeros racionales.
Después usar alguna miquina calculadora para obtener los decimales. Mostrar el
estimado del término de error.

11. Calcular 1/e?® hasta 4 decimales.

12. Calcular las integrales siguientes hasta 3 o 4 decimales, dependiendo de cudnto se
quieran esforzar.

1,24 1 1,
(a) - dz (b) / e " dz (c) / e” dz
() o

1 1
d) e dz (e) f e dz
0

(1]

XHl, §5. EL LOGARITMO

Queremos obtener una férmula de Taylor para el log. No podemos manejar el
log escribiendo simplemente

logz = log0 + log/(0)z + - - -

porque no estd definido log0. Asi, para el log, es mejor obtener una férmula
con ¢ =1, de modo que

=10 / nepy (8= 1)?
logb = log1 +log'(1)(b — 1) + log (1)—2,— +--

La experiencia muestra que entonces es mas conveniente hacer
b=1+4+=2

de modo que b — 1 = z. De esa manera obtenemos una férmula de Taylor
5
log(l+z)=:c—%+~-~.

Dejamos como ejercicio (vean el ejercicio de la seccién §1) deducir esta férmula
de la manera usual, calculando las derivadas f(*)(0), donde f(z) = log(1+z).

Aqui obtendremos el resultado por otro método, que también sera aplicable
en la siguiente seccién y que, en algunos aspectos, es mds eficiente y hace que la
serie para el log sea fécil de recordar.
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Deberian conocer desde el bachillerato la serie geométrica
1

l1—u .

Mas adelante la deduciremos de nuevo, pero por el momento trabajaremos for-

malmente y no nos preocuparemos acerca del significado de la suma infinita. Al

reemplazar u por —z obtenemos

1

T+z

Al integrar el lado izquierdo y el lado derecho término a término, de nuevo

sin preocuparnos lo que significa la suma infinita, obtenemos
22 23 gt

log(1+x)_z—?+?——4—+-~.

Vemos que en el lado derecho los signos se alternan y que tenemos sélo n en el
denominador de z"/n en lugar de n!, como sucede para senz, cosz y e®.

Ahora debemos empezar de nuevo para deducir la férmula con un término

residuo que nos permita estimar valores para el log. Ademas, como log0 no esti

definido, tendremos que tomar z en algin intervalo de nimeros > —1. Resulta

que la férmula de Taylor dara valores para la funcién sélo en el intervalo
-l<z<1l

Esto contrasta con senz, cosz y e*, donde obtuvimos valores para todo .
Sea u cualquier numero # 1. Deseamos justificar la serie
L =l+ut+u®+ud ...
1-u
No se preocupen por ahora acerca del significado de la suma infinita de la derecha:
se usara formalmente. Si se multiplican los términos cruzados se obtiene

(I-w)(l+u+u?+u®+-)=1+utu’+ud+.

=l+u+t+ul+ud+....

=l-z+22-23+....

—u_uz_ua—...

=1
De modo que hemos justificado formalmente la serie geométrica.

A continuacién nos ocupamos de la suma infinita. No sabemos cémo sumar
una infinidad de nimeros, de modo que enunciaremos una relacién aniloga a la
anterior pero con un nimero finito de términos. Esto se basa en la férmula

1—-u®

1—-u
para cualquier entero n > 1. La demostracion se obtiene de nuevo multiplicando
términos cruzados:

I-w)(l+u+u+- e Y =14utu? 4. 4!

_u_u2__“_un-l_,un

=1l4+u+---+u?

=1-u".
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Como 1m g 1 o

l-u  1—-u 1-u

hallamos finalmente

1 2 n—1
1_—u=1+U+u +ood U

Queremos aplicar esta férmula con el fin de obtener una expresién para 1/(1+t),
porque por ultimo queremos obtener una expresién para

. s q
= —dt.
log(1+ ) /0 T+
Sustituimos u = —t y hallamos
n
1 — 2 3 _1\yn—-14n-1 —1)" t .
—1—+—t—l—t+t -7 4+ (-1 +(-1) 141

Consideremos el intervalo —1 < z < 1, y tomemos la integre}l de 0 a z
(en este intervalo). Son bien conocidas las integrales de las potencias de ¢. La

integral
71
/ ——dt = log(1 + )
o 1+t )
se calcula mediante la sustitucién u = 14t¢, du = dt. Asi obtenemos:

Teorema 5.1. Para —1 < z <1, tenemos

172 :Ca
_+—_

log(1+:t)=:t:—2 3

< (1" T 4 Raga(2)

donde el residuo Rp41(z) es la integral
n i tn
Roti(z) = (-1) /(; T+ dt.

Observen que fue esencial que z > —1 porque la expresi‘o'H 1/(141t) no tiene
significado cuando t = —1. La férmula anterior también ’vaIe para ¢ > 1:
Sin embargo, veremos que el término residuo tiende a 0 sélo cuando z esta
en el intervalo mencionado.

Casol. 0<z<1.
En ese caso, 1+¢> 1. Asi,

n

<t -
1+t ="
y nuestra integral esta acotada por j: t" dt. Asi, en ese caso,

n+41

T
T
|Rn41(2)] < /0 t"dt < o

En particular, el residuo tiende a 0 cuando n se vuelve grande.
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Observacién. En las aplicaciones usaremos un Tecurso que nos permita tra-
tar sélo con el caso 1. Asi que, si lo desean, pueden omitir el caso 2.

Caso 2. -1 <z<0.
En este caso t estd entre 0 y z Y es negativo, pero atin tenemos

z<t<0,
y0<1+z<1+t. Porlo tanto,
e (=
1+1¢ 1+t~ 142z

Para estimar el valor absoluto de la integral podemos invertir los limites (hacemos
esto porque z < 0), y asi

°(=t)"
[Rny1(2)] S/z Tz %
de modo que
(—z)rH |z|7+
Por lo tanto, el residuo también tiende a 0 en ese caso. Pero cuando z es
negativoy —1 < < 0, entonces 1 +2 < 1 y no podemos estimar 1/(1 + z) de

la misma manera que en el caso 1, porque no tenemos 1/(1+ z) < 1. Como
se ve, el caso 2 es desagradable y ésa es la razén por la cual lo evitamos.

Ejemplo. Calculemos log2 hasta 3 decimales. Sabemos que log(1 + z) se
puede calcular de manera eficiente sélo cuando z est4 cerca de 0. Pero 2 =1+1.
Tenemos que usar algin recurso auxiliar que nos evite sustituir z = 1 en la
férmula. Para ello escribimos

2=

Wi
(XY

Entonces
f=14) v go14d
Alusar ¢ = § y ¢ = 1 lograremos lo que queremos. En efecto,.
log2 = log(3 - §) = log(1 + ) + log(1 + 1.
Para hallar log(1 + §) usamos z = y

22 g3 gt 5
log(1+z)_z—7+?—7+?

Por el estimado del caso 1, obtenemos
IRs(5)I < 4(3)° < § x 1072,

+ Rs(z').

Por lo tanto,

logé =log (1 + %) = % _ (1/23)2 + (1/33)3 a (1/43)" 4 (1/5‘3l5 +E,

3
=A1+E1
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con
Ei=Re(}) v [|Bl<ix107%

Del mismo modo obtenemos log %:

3 1 1 (1/2)? 1/2)”
logazlog(1+§)=——£/—2)—+-~+( /7) + E;

2
=A+ E2
con el término de error E» = Rg(1/2). Tenemos el estimado
|Ba| = |Rs(3)] < § x 107°.
Por lo tanto,
log2 = log(1+ }) +log(1+ 5)
= A1+ A2+ E1 + Eo,

donde A; y Az son expresiones sencillas que se pueden calcular a partir de
las fracciones usando suma, multiplicacién y resta, y el término de error es
E = E; + E,. Podemos ahora estimar E, a saber

|E| < |By| + |E2l < § x 1072 +1x1073 <1072

Esto est4 dentro de la precisién deseada. Si tienen una pequefia calculadora de
bolsillo, pueden evaluar facilmente un decimal numérico para log2.

En el calculo anterior, atn necesitamos seis u ocho términos en la expresion
polinomial que aproxima el logaritmo para obtener los tres decimales de pre-
cision. En el ejercicio 2, siguiendo la misma idea general, verdn c6mo obtener
respuestas precisas usando menos términos. '

Ejemplo. Suponer que queremos calcular log% hasta 3 decimales. Noétese
que % < 1,y, si tratamos de evaluar
logg = log(1—3),
entonces tendriamos que usar el caso 9. Esto se puede evitar usando la regla
general

1
log S=- loga
para cualquier niimero positivo a, En particular,
log % = —log % ,
1o3? , 13° @3t /3
=—3+t73 *t73 s tTs P

|- E|=|E| < §x1072

Ejemplo. Calcular log 1.1 hasta tres decimales.

(X111, §6] EL ARCOTANGENTE 403

Para hacerlo, i.e. para calcular log(1+0.1
caso 1. Hallamos que g(1+0.1), tomamos n=2y z=0.1en el

|Rs()] < § x 102
Por lo tanto,

log(1.1) = 0.1-0.005+ E
con un error E tal que |E| < 1 x 1073,

Xill, §5. EJERCICIOS

1. Calcular los val igui isié
valores siguientes hasta una precisién de 10™2, estimando el residuo

cada vez.
(3) 10519.2 (b) log0.9 (c) log1.05
(d) log 15 () log 32 (f) log 32

2. (a) Verificar las férmulas siguientes:
log2 = T7log %° —2log ';'—i + 3log :—3,
log3 = llloglsc—' - 3103-3% + 5log g—%.
(b) Calcular log2 y log 3 hasta cinco decimales, usando estas férmulas.

Quiz4 se pregunten de dénde salieron estas férmulas. La respuesta es que alguien inte-

ligente, probablemente hace ma. ii
I mis de 200 afios, las 5 i i
I y hallé experimentando con nimeros,

Xill, §6. EL ARCOTANGENTE

Procedemos como con el logari
garitmo, excepto — 42 .
geométrica, y obtenemos ) pto que ponemos u = —t° en la serie
1
—1—12 4 _ _ m
1-|-t2—1 Ctt— (=)™ lt2m_2+(_1)m t

’ . 3 1 + t2 .
Después de la integracién de 0 a cualquier niimero z, obtenemos:

Teorema 6.1. EI arctan tiene una expansion

3 28 2m—1
arctanz = £ — — 4 — — coo (- m-12
373 + (=) g + Remia (2),
donde
T 2m
Ropmia(z) = (-1)™ ¢
m ( ) ( ) A 1122 dt,
y
|zl 2m
| Ram41(2)| S/ $2mdt < |z
0 = 2m+1°
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Cuando —1 < z < 1, el residuo tiende a 0 cuando n se vuelve grande.

Obsérvese como sélo aparecen potencias impares de z en la fdrmula de Taylor
para arctanz. Esta es la razén para escribir 2m + 1, o Ryn41. Si ponemos
n = 2m + 1, entonces podemos escribir el estimado para el residuo en la forma

|Rae)] < 2L

n
n .

Este estimado es el mismo que para el log, excepto que para el arctan tomamos
s6lo enteros impares n.

Observacién. Si z no esta en el intervalo prescrito, i.e. si |z| > 1, entonces
el término residuo no tiende a 0 cuando n se vuelve grande. Por ejemplo, si
z = 2, entonces el término residuo esta acotado por

22m+1
2m+1°

Al calcular unos cuantos valores con m = 1, 2, 3,...verdn que esta expresién
se hace grande muy rapido. Quizé sepan esto de su estudio de la funcién expo-

nencial.

A partir de nuestro teorema, obtenemos una bella expresién para 7/4:

T 1 + 1

4”737
de la férmula de Taylor para arctan1. Sin embargo, se necesitan muchos tér-
minos para obtener una buena aproximacién para w/4 usando esta expresion.
Hablando burdamente, con 1000 términos se puede obtener apenas una precisién
de 103, lo cual es muy ineficiente. Si usamos un enfoque mas inteligente podemos

hallar 7 con mucho mayor rapidez, como sigue. Primero tenemos:

Férmula de la suma para la tangente:
tanz 4+ tany
tan(z = ——.
(@+v) 1—tanztany
Demostracion. Usando las férmulas de la suma para el seno y el coseno de-
mostradas en el capitulo 4, teorema 3.1, tenemos
sen(z +y) senzcosy+ cosrseny
cos(z+y) coszrcosy—senzseny
Ahora dividimos el numerador y el denominador de la derecha entre cos z cosy.
La férmula deseada cae por su propio peso.

tan(z +y) =

En la férmula de la suma para la tangente, poner u = tanz y v = tany, de
modo que z = arctanu y y = arctanv. Como

arctan(tan(z + y)) = ¢ + y = arctanu + arctanv,

(X111, §6] EL ARCOTANGENTE 40
5
obtenemos la férmula de la suma para el arcotangente:
arctan u + arctan v = arctan — +v .
- uv

Ejemplo. Considerar los valores i
Lo - especiales u = 1/2 - .
aritmética sencilla obtenemos, para estos valores, /2y v =1/3. Mediante

utv _1/24+1/3
l—w ™ 1-1/6

Como arctan1 = m/4, obtenemos la férmula:

z = arctan 1 = arctan 1 + arctan l
4 2 3

A continuacién usamos la férmula de Taylor para el arctan
)

23
arctanz = g — £y + Rs(z)
con
5
IRs(2)] < 2L,
Entonces obtenemos
(1) arctan 1 -1 1 1
y 272 7t (3

. 1Rs(3)] < 13-
: :lto nlo es f:xcepclonaln}ente bueno, pero muestra que con sélo dos términos
polinomio que aproxima arctanz obtenemos alrededor de 2 decimales de

recisid . P ,
p DlSlon. Al usar un par més de términos deberan obtenerse 4 decimales
€ manera analoga obtenemos ; .

(2) a.rcta,nl_—_—1-_9/_3_3 ¥ 1
, 373773 +R5(§)

Por lo tanto,

Tl 1.1 1
42 9 5—3_4+E=A+E,

donde E = Rs(1)+ Ry(L),y
|E] < |Rs(3)] + |Rs(3)] < 10-2.
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La expresién A es una suma de fracciones que se puede calcular facilmente con
una calculadora de bolsillo. Entonces

7 = 4(arctan } + arctan 1)=4A+14E,

donde
|4E] < 4 x 1072,

Nétese que este factor final de 4 hace que el estimado del término de error sea
algo més complicado. Por ello, al determinar los residuos que se deben tomar,
hay que asegurarse de que en el paso final, al multiplicar por 4, la precision esté
dentro de las cotas deseadas. Conviene experimentar con Rz y Ry para tener
buena idea del tamafio de estos residuos.

Xili, §6. EJERCICIOS

1. Probar las férmulas:
3u — o’

3 arctan 4 = arctan ———.
y & 1—3u2

2
2 arctan ¥ = arctan L.
1—u?

2. Probar:
(a) arctan} = arctan } + arctan }
(b) arctan i = arctan } +arctan §
(c) x/4 = 2arctan} + arctan } + 2arctan §
3. Hallar varias aproximaciones decimales para x estimando Rs(z), Rs(z), Rz (z) y
Ro(z) en la férmula de Taylor para el arcotangente y usando la expresién

kg 1 1
1 = arctan 2 + arctan 3

asi como la expresién (c) del ejercicio 2. Por iltimo, verificar que
T = 3.14159...
con una precisién de 5 decimales.

4. Probar la férmula 7/4 = 4arctan 1 — arctan 535 . (Cudntos términos de la férmula
de Taylor se necesitan para obtener la precisién anterior para una aproximacién
decimal de =7

Xill, §7. LA EXPANSION BINOMIAL

En la secundaria debieron haber aprendido el desarrollo de (a+b)" o (1+2)".
Por ejemplo,

(1+2)?=142z+2%

1+z)3= 1+ 3z + 322 + 28,

(1+z)= 1+ 4z + 622 +42° + 2%,

Usando sélo algebra se pueden determinar los coeficientes para la expansién de
(14z)" cuando n es un entero positivo. Sin embargo, aqui estaremos interesados
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ademds en pot’encias (1 + z)* cuando s no es un entero positivo. Para esto
usaremos el método general de la férmula de Taylor que dice:

£2) = 50 + 1O+ L2004 .y 20 o0 4 Rua()
= 20+ ot
Aplicamos esta férmula a la funcién
f(z)=(1+2).

Teorema 7.1. Sea n un entero positivo y z # —1. Entonces

(1+.’c)" =1+sr+s(s2_!1)x2+5(3_13)!(3'-2)1:3_'_.“
(s—=1)(s—2)---(s—n
4+t X 1)1! ( +1)zn+R"+l(z). \

Demostracion. Sea f(z) = (1+ z)*. Entonces calculamos las derivadas:

FO() = s(1 +2)-1, 1(0) =
1O(@) = a(s = (1 + 22, 700 = (s -1
fO(=) = s(s — 1)(s — 2)(1 + z)*~3, FO(0) = s(s —1)(s - 2),

f(")(:v) .= s(s=1)---(s—k+1)(1+2z)*F, f(”)(O) := s(s—1)---
(s—k+1).

Por lo tanto,

F®(0) _8(s=1)---(s—k+1)
’ kT k! ’
Por la férmula general de Taylor, esto prueba la expansién deseada para (1+z)°.

La férmula general para el término residuo es
(") (c)z"
Raf) = L0

con algin nimero ¢ entre 0 y z; entonces, en este caso hallamos:

Rn(z) = (e=l). -;lss —ntl) (1+c)"z".

Se !)uede mostrar que, si =1 < z < 1, entonces R,(z) — 0 cuando n — oo
Estimaremos el residuo cuando n = 2 y n = 3. No damos la demostracién el;
general de que R,(z) tiende a 0 cuando n — oo.

|
i
(R
i
:
i
t
3
i
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En estos estimados, usamos repetidamente el hecho de que
|ab| = |a[].

tos
Por ejemplo, productos como s(s — 1)(s — 2) se presentan a menudo en es
estimados. Entonces

|s(s —1)(s — 2)| = |slls — 1||s —2|.
Sis= %, hallamos que
1/1 1 111 || ol =125 _10
s G-2)l=als{l5-2=55s= =

Ejemplos que incluyen R;

Veamos ahora R;. Sea

f(z)=(1+2=),
donde s no es un entero. Tenemos
FO(z) = s(s —1)(1 +2)°"
La férmula de Taylor da

(l+z)=1+sz+ Ry(z),

donde 2
Rafa) = FO G

2
2z
=s(s—1)(1+¢)’ 23’,

in nimero c entre 0 y z. L
P o igni 4 ser una buena aproximacion
Para z pequeiio, esto significa que 1+ sz debera se

para la potencia s de 1+ z si se puede probar que Ry(z) es pequefio, y esto se
puede hacer ficilmente. Vemos que

iR = B D e,

donde ¢ estd entre 0 y z. Mediante un estimado fécillslg ve, por gjemglo,e(}::z
(1+2)!/? es aproximadamente igual a 1+ 32,y (1+2)'/® es aproximadam
igual a 1+ 3z, para z pequeiio.

j v 2 decimales.
Ejemplo 1. Hallar +/1.2 hasta
H':Lcemos z=02=2x10"! y s=1/2. Entonces

1.2=(1+40.2)/2 =1+ 0.2+ R5(0.2)
=1+0.1+ Ra(d).
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Debemos estimar Ry(1/5). Como 0 <e<1/5y s—2=-3/2, hallamos
1
$~2 __
(1+C) - (1 +c)3/2 S 17
pues, cuanto mds pequefio sea el denominador, més grande ser4 la fraccién. La
tnica informacién que tenemos sobre ¢ es que 0 < ¢ < 1/5, y el valor mis
pequefio posible del denominador es cuando ¢ = . En consecuencia,

1\|] 11
Ry (5), <3271
< %4 x1072 = % x 10~2,
Entonces el estimado para el término de error estd dentro de la precisién ade-
cuada.

Ejemplo 2. Calculemos V0.8 hasta 2 decimales.
Usamos s =1/2 y z = —0.2. Entonces
08=(1-02)"/?=1-10.2+ Ry(=0.2) = 0.9+ Ry(—0.2).
“Aqui tenemos —0.2< ¢ < 0. Por lo tant(@[&(.lkj )32< 1/(0.8)3/2 )y

]Rz(—0-2)l < % ,% - 1' %W(oz)?

2(0.2)? 0

11 i
Ss(oT)s/z'4x10 .

La presencia del término (0.8)%2 quees < 1 » €n el denominador lo hace un poco
més complicado de estimar que en el ejemplo anterior, pero aun asf no es tan

dificil. Sin esforzarnos gran cosa para hacer sencillo el estimado, reemplazamos
3/2 por 2. Entonces

L __ 1 _ 1 _10_5
(0.8)32 ~ (0.8)2 " 064 6 3

Por lo tanto,
|R2(-0.2)| < %24 x 1072 < 10~2.

Observacién. En el ejemplo 1 ¥y €l 2 encontramos los casos en que >0y
z < 0. En el estimado para R3, esto da lugar a dos casos diferentes:

(1+4¢)3/2 st cuando >0 y 0<c<uz;
1 < 1 cuando  z<0 y 2<c<O0.
A+ = (T4 )72 N

El segundo caso és més molesto de tratar.

En los ejemplos anteriores calculamos rajces de 14z cuando z es pequeiio.
Para hallar las raices de un ntimero arbitrario, a menudo podemos usar un truco
como en el ejemplo siguiente, a fin de reducir el problema a una raiz (1+z)°
con z pequefio.

NN — =
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Ejemplo 3. Hallar €l valor de V26 hasta dos decimales.
Para ello escribimos

26=25+1=25(1+ %)

V26 = 5(1+ £)1/?,

y podemos aplicar la férmula binomial de Taylor para hallar

1\? 1
(1+ 25) =14+ % +Rz(:c),

con z = 21—5 ys= % Estamos en el caso ¢ > 0, de modo que obtenemos
1 111 /1\? 11 1
oo {=) €c—=——.
R2(25)IS222(25) = 8625 5000

V26 =5(1+ &) +5Ry(55) =51+ E

Entonces

Por lo tanto,

donde
|| = 5|Ro( )| < 1072

Observen el factor 5 que aparece en el dltimo paso, y que multlphca el estimado
para R2(1/25) Para obtener la precisién final hasta 1073, se necesita una
precisién de (1/5) x 1073 para R3(1/25) debido a este factor 5.

Un ejemplo que incluye R3

Ejemplo 4. Hallar el valor de /26 hasta cuatro decimales.
Para esto escribimos 26 = 25(1+1/25), como antes. Por la fsrmula binomial

de Taylor hallamos

1\? 11 11 )(1)’ (1)
1L LA V(LY 4R
(1+25) 1+225+2<2 Vi) T\

Al estimar el residuo estamos en el caso ¢ > 0, de modo que

w ()| <3 H 15(=)

Entonces
261/2 = 5(1 4 1/25)/2

111
- 1 113, p
5(1“L50 4625)+ ’
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donde E = 5R3(1/25), y asi,

|E| < ﬂ x107* < 107%
Esto esta dentro de la precisién deseada. Nétese de nuevo el factor de 5 en el
iltimo paso.

El método del ejemplo anterior fue hallar un cuadrado perfecto cerca de 26 y
después usar la férmula de Taylor para (14z)'/2 con un z pequefio. En general,
podemos usar un método parecido para hallar la raiz cuadrada de un nimero.
Hallar un cuadrado perfecto lo mds cerca que sea posible del nimero y después
usar la férmula de Taylor. Una técnica similar funciona para raices cibicas u
otras raices.

La expansién binomial (1 + )" y (a + b)*

Concluimos esta seccién mostrando c6mo el desarrollo binomial para (1 + z)*
mediante la férmula de Taylor se vuelve mas sencillo cuando s es un entero
positivo n. Sea n, entonces, un entero positivo, y sea

@) =1+ o)

No tenemos dificultad alguna para calcular las derivadas:
fO() = n(1+2)", fO0) =n,
FO(z) = n(n = 1)(1+2)"7, f@) = n(n-1),
fO@)=n(-1)n-22""2  fO0)=n(n-1)(n-2),

f®)(z) =n!, 7(0) = n!
f("+1)(z) =0. f(n-l-l)(o) =0.

Aqui la nueva caracteristica es que f(»*+1)(z) = 0. Por lo tanto, f*)(z) = 0
para todo k > n+1, y el residuo después del término n-ésimo es igual a 0, de
ahi que ¥btengamos la expresién exacta:

Teorema 7.2. Sea n un entero positivo. Para cualquier nimero = tenemos

n(n—1) , nn-1)(n-2) 23
TR 3l

FEl coeficiente de z* en el lado derecho se denota usualmente por el simbolo

~ n
(+)
y se llama coeficiente binomial. Asi, de las derivadas que hallamos antes
obtenemos

(l+z)*=14+nz+ +.-- 42"

k k!

(n) _n(n-1)(n=2)-(n—k+1)
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El numerador est4 formado por el producto de enteros en orden descendente de
n a n—k+1. Difiere de n! en que falta el producto desde (n—k) hasta 1. Para
tener una expresién mds simétrica para el coeficiente binomial, multiplicamos el
numerador y el denominador por (n — k)!. Observamos que

n('n—l)(n-—-2)---(n—k+1)(n—k)!=n!

y, en consecuencia, podemos escribir el coeficiente binomial en la forma

() = momor

En esta férmula, hacemos 0 < k < n, y, por convencién, hacemos

ol=1.

3 3t 3 3!
(o)-z—ar" (1)v"ﬁ‘3’
3 1 3 3t
(2)"2!?‘3’ (3)‘@‘1

Los enteros 1, 3, 3 y 1 son exactamente los coeficientes del desarrollo para
(1+2)% =143z +32% +2°.

Al efectuar los ejercicios se pueden hallar los coeficientes para potencias mds
altas.

Si queremos el desarrollo de (a+b)" con nimeros arbitrarios a y b,y a # 0,
entonces hacemos z = b/a, de modo que:

(a+b)" =a" (1+ %) =,§,(:) (g)k

= i (:) a" k.

k=0
Asi, podemos escribir el desarrollo binomial en la forma

(a+b)" = z”: (';) "k,

k=0

Por ejemplo:

Podemos hallar este desarrollo de manera sofisticada, usando la férmula de
Taylor en el caso en que el residuo es 0. En el bachillerato habran deducido el
desarrollo de manera mucho més elemental. El punto es que aqui necesitamos
esta técnica mas general para calcular valores (14 )* con un exponente s mas
general que puede no ser entero. Por ejemplo, necesitamos calcular

1+2)? o (1+ z)'/3.

Tenemos que usar entonces el método de la férmula de Taylor.
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Definicién. Sea s cualquier niimero real. Definimos el coeficiente bino-

mial

k k!

(s) _ s(s—l)(s—2)---(s—k+1)'

Ejemplo. Supongamos que s = 1/3. Entonces
(1/3) _171 1 1
2) 7 3\38 )
/3 _1/1 1 .\ 1
(3)=3G-)G-2)=

GEIE

y asi sucesivamente.

Observen que, cuando s no es un entero, no podemos multiplicar el numera-
dor y el denominador por (s — k)! lo cual no tiene sentido. Tenemos que dejar
el coeficiente binomial como en la definicién.

Usando el signo de sumatoria, podemos escribir también

(1+2) = Zn: (Z) z¥ + Roya(2).

k=0

Xill, §7. EJERCICIOS

En cada uno de los casos siguientes, cuando se pida calcular un nimero, incluir el
estimado para el término de error para mostrar que esti dentro de la precisién deseada.

1. Estimar el residuo R: en la serie de Taylor para (1 + z)'/4:
(a) cuando z =0.01, (b) cuando £=10.2, (c) cuando z=0.1.

2. Estimar el residuo R3 en la serie de Taylor para (1 + z)I/ 2,
(a) cuando z =0.2, (b) cuando £ = -0.2, (c) cuando z =0.1.

3. Estimar R en el residuo de (1 + z)ll 3 para z en el intervalo
—0.1<z<0.1.
4. Estimar el residuo R; en la serie de Taylor de (1+ z)'/2:
(a) cuando z =—-0.2, (b) cuando z=0.1.

5. Calcular las raices clibicas hasta 4 decimales:
(a) V126, (b) V130, (c) V131 (d) ¥220.
6. Calcular las raices cuadradas hasta 4 decimales:

(@) VOT, (b)) VI, (o) VIB5, () VEB.
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Xill, §8. ALGUNOS LIMITES

Los limites de cocientes de funciones se pueden reducir a limites de cocientes de
polinomios usando unos cuantos términos del desarrollo de Taylor.
Veamos primero los polinomios.

Ejemplo 1. Hallar el limite o xS <2

2
. 3z —2z2 4524 > =
lim -—r——. !
z—0 7@

Dividimos el numerador y el denominador entre la menor potencia de z que
ocurra en cada uno, de modo que hallamos:

3z — 222 4+ 5z z(3 — 2z + 52°)
Tz = z-7
3—2z+ 5z
= —_7 — .
Ahora es facil hallar el limite cuando z tiende a 0; a saber, el limite es 5.

Ejemplo 2. Hallar el limite _ \ L
¢ ¥y = A
lim S5 = 1 4
z—0 zz :
Reemplazamos cos & por 1 —z2/2+ Ry(z), de modo que
cosz —1 —3z%+ Ry(z) _ _l Ry(2)

z2 z2 - 2 T2
1

Como |R4(z)| < |z|*, se sigue que el limite cuando z — 0 es igual a —3.

Ejemplo 3. Hallar el limite

senz — z + z3/3!

}1_1{(1) z4
Tenemos .
senz =z — ﬁ +R5(.1:)
Por lo tanto,
23
senz —z+ o = =Rs(z) y |Rs(2)| <= l2 l .

Por lo tanto,
senz — z + z3/3! < |R5(a:)| |=|
s STt S

El limite deseado es entonces igual a 0.
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Ejemplo 4. Hallar el limite

sen 122/

im .
z—0 ztanzx
Para esto se aplica el hecho de que -

T ., senu )
i lim =1,
u—0

u

i
'

y se hace u = z2. Ademas

. T . z
lim = lim cosz = 1.
z—0tanz z—0senz

Por lo tanto,

sen z2 , senz? =z

m = nm 2 =
z—0ztanz <=0 22 tanz

Ejemplo 5. Queremos hallar el limite

lim 080+ 2),
z—0 senzx
Por la férmula de Taylor,

log(1 + z) =  + Ra(z),
senz = « + S3(z).

(Escribimos S3 en lugar de R3 porque es un residuo diferente que para el log )
Para ellos tenemos los estimados

|[Ra(z)| < Clz> y  |Sa(z) < C'l=f?
para algunas constantes C, C’ y z suficientemente cercanas a 0. Por lo tanto,
log(1 + ) _z+ Ry(z)
senz z + S3(x)
Al dividir el numerador y el denominador entre z resulta \
- 1+ Ry(z)/=
1+ S3(z)/z”

Cuando z tiende a 0, cada cociente Ry(z)/x y S3(z)/x tiende a 0 , por lo que
el limite es 1, como se queria.

Ejemplo 6. Hallar el limite
, senx—e"+1
lim ——M@ .
z—0 z
De nuevo se escribe la férmula de Taylor con pocos términos:

senz = z + R3(z),

e =14z + Sa(z).
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Entonces
senz—e”+1 z—1—z+14 Ry(z)— Ss(z)
z - z
_ Rs(z) - 5y(x)

El lado derecho tiende a 0, de modo que el limite deseado es 0.

Xiil, §8. EJERCICIOS

z

Hallar los limites siguientes cuando z tiende a 0.

1, o582 — 14 2%/2!

11.

14.

17.

19.

22.

25.

28.

31.

33.

g COSZ— 14 z%/2!

z3 zt
sent +e” —1 4 senz —e” +1
z ’ z
e’ —1 sen(z?) tanz
6. —m= 7.
T (sen )? sen
arctan ¢ 9 log(1 + z) 10 log(1 + 2z)
z ’ T ’ T
e’ — (}2 + z) 12, sen zz— T 13. cos zz-— 1
T T z
log(1 + z?) 15 tan(z?) log(1 + z?)
sen(z2?) " (senz)? (sen z)?
x x
. seng 2e +1 18. CcCosZT — e
T z
Tz _ -z 2
ef—e 90, _S€nZ g1, SER°2
z e* —e~% sen z2
2 - z -z _
tan:: 2. log(1 — z) 24, & +e 2 2
sen? sen z z
x -—T — — —
e’ +e 2 2. sen z2 z 27, senT —
zsent z z3
T _ 1 T _ 1 2
ef—-1—1 g9 & =1l-2 30. log(1 + z*)
z z? z2
(1+2)!?-1-1g (142 -1-1g
. 32.
z 2

Sea f(z) una funcién que tenga n + 1 derivadas continuas en un intervalo abierto
que contiene al origen, y suponer que la (n + 1)-ésima derivada estd acotada por
una constante M en este intervalo. Sea Pn(z) el polinomio de Taylor de grado n
para f(z). ;Cudles son los limites siguientes?

(a) h'n}) L,_,B'(z) (suponiendo que n > 3)
T
(c) lim f(2) = Po(z (suponiendo que n > 2)

z
. f(z) = Pa(z)
(b) l"—% z" z—0 zn—1

[XIIL, §8]

ALGUNOS LIMITES

Determinar los limites siguientes cuando z tiende a 0.

senz +cosz — 1

34.
z

36, Smz=z+2’/3!
T

38. cosz —1 —z2/2!

z

senz+cosz—1—1z

35.

)

g7, SenZ = £5+ /3!
T

cosz — 1 —z2/2!

39, ——————
z
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