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CAPITULO Xl

Técnicas de integracion

El propésito de este capitulo es ensefiar ciertos trucos basicos para h‘allar 1rite-
grales indefinidas. Obviamente es mas facil consultar las tabl'as de mtclagra es,
pero es conveniente tener un entrenamiento minimo en las técnicas usuales.

X1, §1. SUSTITUCION

A dena para integracion.
Formularemos el andlogo de la regla de la ca i ) .
Supongan que tenemos una funcién u(z) y otra funcién f ta:l que est‘a deﬁmlda
f(u(z)). (Se supone que todas estas funciones estén definidas en intervalos
adecuados.) Deseamos evaluar una integral que tenga la forma

[rw % e,

donde u es una funcién de z. Primero trabajaremos con ejemplos a fin de
aprender la mecénica para hallar la respuesta.

Ejemplo 1. Hallar [(2? + 1)3(2z) dz.
Hacer u = 22 + 1. Entonces du/dz = 2z y nuestra integral esta en la forma
/ f(u) % dz,

donde la funcién f es f(u) = u®. Abreviamos (du/dz)dz por du, como si
pudiérambs cancelar dz. Entonces podemos escribir la integral como

4 2+1)4
/f(u)du:/usdu= %— = ££4__
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Podemos verificarlo diferenciando la expresion de la derecha mediante la regla
de la cadena. Obtenemos

i(z.Z + 1)4
dz 4
segiin se deseaba.

= 3@+ 1002 = (574 1%(20)

Ejemplo 2. Hallar [sen(2z)(2)dz.

Hacer u = 2z. Entonces du/dz = 2. Por lo tanto, nuestra integral est4 en
la forma

/senui—idz:/senudu:—cosu:—cos(2z).

Observen que
/ sen(2z) dz # — cos(2z).

Si diferenciamos — cos(2z), obtenemos sen(2z) - 2.
La integral del ejemplo 2 también se puede escribir

/ 2sen(2z) dz.

Esté claro que no importa dénde coloquemos el 2.

Ejemplo 3. Hallar fcos(3z)dz

Sea u = 3z. Entonces du/dz = 3. No hay un 3 adicional en nuestra integral,
pero podemos meter y sacar una constante de ella. Esta integral es igual a

1 1 1 1
3 /3cos(3z) dz = §/cosudu =gsenu=g sen(3z).

Es conveniente usar una notacién meramente formal que nos permita hacer

una sustitucién u = g(z) como en los ejemplos anteriores. Asi, en lugar de
escribir

e 2z
en el ejemplo 1, podriamos escribir du = 2z dz. Del mismo modo, en el ejemplo
2 escribiriamos du = 2dz, y en el ejemplo 3 escribiriamos du = 3dz. No
atribuimos significado alguno a esto; es simplemente un recurso semejante al
que se usa al programar una méiquina computadora. La miquina no piensa:
uno simplemente ajusta ciertos circuitos eléctricos de manera que ejecute una
operacién determinada y proporcione la respuesta correcta. El hecho de que
escribir d
u
du = 7z dz

nos proporciona la respuesta correcta se probari en un momento.
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La demostracién es inmediata. Si F es una integral indefinida para f, en-
,

Ejemplo 4. Hallar
tonces F(g(z)) es una integral indefinida para

/(1:3 +2)%(3z% + 1) dz.
d
Sea flo@@) 2
— 23 dz
u=2z"+2z. debido a la regla de la cad Por P ’
Entonces ‘ cs igual a ena. Por lo tanto, el lado izquierdo de nuestra férmula
du = (322 + 1) dz.
Por lo tanto, nuestra integral es del iipo J f(u)du y es igual a : . F(g(b)) - F(g(a)),
' 10 (434 g)10 que es también el valor del lado derecho.
o4, -4 __ & +2) .
/ «2du= T 0 ) Ejemplo 5. Suponer que se considera la integral
Mostraremos ahora cémo el procedimiento anterior, que puede verificarse en 1 s
cada caso mediante diferenciacién, da en realidad la respuesta correcta en todos /o (=® +2)°(32% + 1)dz
los casos. )
— 3
Suponemos entonces que queremos ev;;l‘ua,r una integral de la forma icr(::egt:-al— d’; ﬁ:;:a. e(sjl;::a‘,iloax =0,u=0,ycuando z =1, u = 2. Asi, nuestra
/f(u) a-;dx, 2 9d um 2 210
donde u es una funcién de z. Sea F una funcién tal que /0 T o =10
F'(u) = f(u). : .
, . . ( ) (x) Ejemplo 6. Evaluar
Asi pues, F es una integral indefinida Jr
: / zsenz’dz.
Fu) = / f(u) du. 0
Hacemos u = 22, du = 2z dz. Cuando z = 0 .
’ . = U= 0’ = _
Entonces nuestra integral es igual a ’ Cuando z = /7, u=1.
Si usamos la regla de la cadena, obtenemos " . '
dF (u(z)) _dFdu _ f(u)ﬂ %/o senudu= }(—cosu)| =1(—cos+cos0)=1.
dz ~ dudz dz’ ; 0

Asf hemos probado que Ejemplo 7. Evaluar

I= /zs\/l —z2dz.

Hacemos u = 1 — z2 -
ey z° de modo que du = —2zdz. Entonces 22 = 1 — u,

/ f(u) 3-2- dz = F(u(z)) |

segiin se deseaba.

Debemos observar ademés que la férmula para integracién por sustitucion se '

-aplica a la integral definida. Podemos enunciar esto formalmente como sigue. I= —% / 1- u)2u1/2 du = _% / (1 - 2u + u?)ul2 dy
Sea g una funcién diferenciable en el intervalo [a, b] cuya derivada es continua. '
Sea f una funcién continua en un intervalo que contiene a los valores de g. = _% / (ull 2_9u3/2 4 u5/2) du

Entonces
__1 (u3/2 ud/2. u"”)
=-3 )

b dg d 9(b) d
[ 16@) Laz= [ sy 25t
Al sustituir u = 1 — 22 se obtiene la respuesta en términos de z.
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Xi, §1. EJERCICIOS 7 Xl, §1. EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS
o : Hallar las integrales siguientes.
Hallar las integrales siguientes .‘ s
: z
—_d vV
1. /zc'zdz /2. / 3’“" dz / T2 z 2. / 3z 4+ 1dz
1 3. /sen‘zcoszdz 4. /_e"_—-c:dz
/3. / 22(1+1°)dz A / logz 4, e +e-2
9 1 . s 5. z:_ T dz 6. /zs dz
5. — L g (n = entero) 6. | 5/ =+l _ .
z(log z)" 24z + l 7 T d .
: © ] Bz +op 5)2 T 8. [(z®+3)*z%dz
M. / ® iz '8, /senzcoszda: ¢
e 9. / == ds 10. /e's/e’+ldz
sen® z
N9, /senzxcos:td:c *10. / sen® z cos z dz : 1 / 3 7/5,45 T
o - (= +1) dz 12. (72-_—4)57; dz
T sen z .
11. '/o cos” z dz ~12. mdz v 713. /sen 3zdz 14. /cos 4z dz
1 . . 15. z z . 2
g3, [ 2ctanz 14. 3y/1 - 22dz v /e sene” dz 16. /3 z3 4+ 1dz
1+ 22 o )
17. dz 18. [ =XB2_g
/2 / zlogz . ' 75 T
15. / z sen(2z°) dz f : + cos4 z
0 19. e log z)
9 /C,de 20. /-—z—dz
16. (a) / sen 2z dz (b) / cos 2z dz w2
: .21, sen” z cos ¢ dz 22. —dx
) s (z—1)2

c sen 3z dz d cos 3z dz 1 L .
. (© / @ ./ \ ,23. / V2 —-1zdz 24, / sen® zcos z dz
. . o A

(e) / " dz ) / e dz (e) / e ds 25 / "2 _cosz dz 2 > sensz
. 3 . ———dz
o l+sen?z o 1-+cos’z
En los problemas siguientes, usar los limites de la teorfa de la funcién exponencial 97 112 arcsenz ! arctan
estudiados en el capitulo V, seccién §5, a saber, o b V1 - z2 dz 28. , 1+2? dz
: ' 1
B 14 e2z n/2
" 2o 1w [
5 Jm = ' A pe- 30 A zsenz” dz

o . Xl, §2. INTEGRACION POR PARTES

17. Hallar el drea bajo la curva y = ze~*" entre 0 y un nimero B > 0. ;Tiende esta

4rea a un limite conforme B se vuelve muy grande? De ser asi, jcuil es este limite?
Si f y g son dos funciones diferenciables de z, entonces

d(fy) = )dx_'_ oz )

18. Hallar el 4rea bajo la curva y = z%¢™*" entre 0 y un nimero B > 0. ;Esta irea
tiende a un limite cuando B se vuelve muy grande? De ser asf, icual es este limite?
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Por lo tanto, o) &
dg _ d(fg
f(2) dz = dz 9(2) dz
Usando la férmula para la integral de una suma, que es la suma de las integrales,
y el hecho de que

/g%zdz = f(z)9(x),
obtenemos d df
[1@) % 42 = 19(0) - [ ote) 5 e,

que se llama férmula para la integracién por partes.
Si hacemos u = f(z) y v = g(z), entonces la férmula se puede abreviar en

nuestra notacién, como sigue:

/udv:uv—-/bdu.

Ejemplo 1. Hallar la integral [logzdz.

Sea u = logz y dv = dz. Entonces du = (1/z)dz y v = z. Por lo tanto,
nuestra integral esta en la forma [udv y es igual a

uv—/vdu:a:log:c—/ld:c=:clog:c—:c.

Ejemplo 2. Hallar la integral [ze® dz. 3

Sea u ==z y dv = e®dz. Entonces du =dz y v = ¢, de modo que

/:ce”dz:/udv:ze’—/e”dx:ze”—e’.

Observen cémo du/dz es una funcién més sencilla que u misma, mientras que
v y dv/dr son la misma, en este caso. Un procedimiento similar funciona para
integrales de la forma [ z"e” dz cuando n es un entero positivo, haciendo u =
z", du = nz"~'dz. Ver los ejercicios 7 y 8.

Los dos ejemplos anteriores ilustran un hecho general: Funcionard pasar de.

la funcién u a du/dz en el proceso de integracién por partes, siempre que al ir
de dv a v no se haga mas complicado este lado del procedimiento. En el primer
ejemplo, con u = log z, después du/dz = 1/z es una funcién més sencilla (una
potencia de z), mientras que al ir de dv = dz a v = z sélo se aportan potencias
de z al procedimiento.

A continuacién damos un ejemplo donde se tiene que integrar por partes dos
veces antes de obtener una respuesta.
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Ejemplo 3. Hallar [e"senzdz.
Sea u =€ y dv =senzdz. Entonces
du = e"dz y v=—cCosZ.
Si llamamos a nuestra integral I, entonces

I= —e"cosx—/—e”coszdz

= —€° cosz+/e"' cosz dz.
Esto es como si estuviéramos dando vueltas en circulos, pero no hay que desa-
nimarse. En lugar de ello, conviene repetir el procedimiento en e* cosz. Sea
t=¢€" y dz = cosz dz.
Entonces, B
dt = e* dz y z=senz.
La segunda integral se convierte en

/tdz:tz—/zdt:e’senz—/e’sen:cdz.

Hemos regresado a la integral original

/e’ sen z dz

-

I=—e®cosz+e“senz — 1.

ipero con signo menos! Asi,

Por lo tanto,
2] = e”senz — e* cos z,
y dividiendo entre 2, nos da el valor
I= esenz — e® cosz
) 2
Damos un ejemplo donde primero se hace una sustitucién antes de integrar
por partes. '

Ejemplo 4. Hallar la integral [e~VZ dz.

Hacemos z = u?, de modo que dz = 2udu. Entonces

/e"/;d:c = /e"‘?udu = 2/ue“‘ du.

Ahora esto se puede integrar por partes con u = u y dv = e~* du. Entonces
v = —e~%, y dejamos que el lector haga el resto.

Observacidn.: Se puede mostrar, aunque no es ficil, que ningin procedi-
miento permitira expresar la integral

/e"’2 dz

en términos de funciones comunes: potencias de z, funciones trigonométricas,
funcién exponencial o log, sumas, productos o composiciones de éstas.
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Xl, §2. EJERCICIOS

Hallar las integrales siguientes.

1. /arcsenz dz 2. /arctan zdz

3. /62' sen 3z dz 4. /e_“ cos 2z dz
\6. /(logz)sdz
\g. /zze" dz
9. /zsenzdz 10. /zcoszdz

ot
=
=
[«]
o
8
e
~N
-
8

=
—
8
~N
o
L]
I
8

N11. /zzsenzdz N2, /zzcosa:dz

13. /z3 cosz? dz

14. /x5 1—2z2%2dz

[Idea: En el ejercicio 13, hacer primero la sustituciéon « = 2%, du = 2zdz. En el

ejercicio 14, sea u=1—1z2, 22 =1—u.]

15. /z2 log zdz 16. /za log zdz

17. | z*(logz)* ds 18. /:c:a'e_Jla dz
z7 "
19. —-—(1 ey dz 20. / 22 cosz dz
-

En las siguientes integrales impropias usaremos limites de la teorfa de ex-
ponenciales y logaritmos, estudiada en el capitulo VIII, seccién §5. Estos
limites son como sigue. Si n es un entero positivo, entonces

B®
lim — =0.
B—soco eB

Ademais,

lim aloga = 0.
a—0

El primer limite asegura que la funcién exponencial se vuelve grande con més rapidez

que cualquier polinomio. El segundo limite se puede deducir del primero; basta escribir
a=¢"P. Entonces ¢ — 0 si, y s6lo si, B — 0. Pero loga = —B. De modo que

aloga = =B

g - e B!

de donde vemos, al tomar n = 1, que el primer limite implica el segundo.
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21. Sea B un nimero > 0. Hallar el 4drea bajo la curva y = ze™* entre 0 y B. ;Esta

drea tiende a un limite cuando B se vuelve muy grande? De ser asi, jcuil es ese
limite?

22. ;Existe la integral impropia f:" z2¢~%dz? De ser asi, jcudl es su valor?
23. ;Existe la integral impropia f1°° 23~ dz? De ser asi, jcudl es su valor?

24. Sea B un nimero > 2. Hallar el 4rea bajo la curva

1
v= z(log z)?

entre 2 y B. ;Esta drea tiende a un limite cuando B se vuelve muy grande? De
ser asi, jcudl limite?

25. ;Existe la integral impropia

!
—_d2?
/3 z(log z)* dz?

2
/ log £ dz? ’
)

Xl, §2. EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS

Hallar las integrales siguientes, usando sustituciones e integracién por partes, segiin sea
necesario.

De ser asi, jcuil es su valor?

26. ;Existe la integral impropia

De ser asi, jcual es su valor?

L /xarctanzdz
2. (a) /\/1 —z2dz [Idea: Usar u =/1-122 y dv=dz.]
(b) /zarcsen:cdz

3. /:c arccos r dz 4. /1:362’ dz

0 2
5. arcsenzdzr - . / z’log z dz
1

(=3

[

1/2
T. / z arcsen 2z dz
o

2
. / Vzlogzdz
1
1 1
9. / ze® dz 10. / v/1-12dz
)

~

11. /ze‘ﬁdz 12. /ﬁe‘ﬁ dz
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‘ Probar las férmulas, donde m y n son enteros positivos. La segunda de estas integrales se puede evaluar por la sustitucién
P -
;} . 13. /(log z)" dz = z(log z)" — n/(log z)" 'dz

u = cosz, du= —senzdz.

Hallamos entonces que

14. /z"e"dz =z"e¢ —n /z"_le' dz 3 cosd z
! sen® zdr = —cosz + .
. 3
m n z™ (log z)“ n m n—-1 . . . . ,
15. [ 2"(logz)" dz = — 1 T myil® (log z)" ™" dz Para potencias bajas del seno y del coseno, los anteriores son los medios mas
. faciles. Especialmente si tenemos que integrar una potencia impar del seno o del
*16. Sea n! =n(n —1)---1 el producto de los primeros n enteros. Mostrar que coseno, podemos usar un método parecido
, .

0
/ g™ dz =nl. Ejemplo. Hallar I = [sen® zcos? zdz.
o
[Idea: Hallar primero la integral indefinida f z"e~* dz en términos de Reemplazamos . 2 \a 2 \2
fz""e" dz como en el ejercicio 14. Después evaluar entre 0 y B y dejar que B sen” z = (sen” 2)* = (1 — cos® 2)°,

se haga grande. Si I, denota la integral deseada, deberd hallarse I, = nl,_;. Se de modo que
puede continuar asi, por pasos, hasta verse reducido a evaluar Ip = fo°° e~ *dz.]
/sensz cos’zdz = /(1 — cos? z)? cos? z sen z dz.
Xl, §3. INTEGRALES TRIGONOMETRICAS
Ahora hacemos

Investigaremos integrales que incluyen al seno y al coseno. Sera itil tener las U=cosz y du = —senz dz.
férmulas siguientes: Entonces
2 1 —cos 2z 2 1+ cos 2z I=—/(1—-u2)2u2du=—/(1—2u2+u4)u2du
sen” r = —/—, cos”" ¢ = —(——,
2 2
2 4, .6
=- -2 d

las cuales se prueban facilmente usando / (u WA du

cos 2z = cos? z — sen’z y sen’z +cos?z = 1. , ud w7

Ejemplo. Usamos la primera férmula del recuadro para obtener: Si se quiere la respuesta en términos de z, se sustituye de regreso u = cosz en

1 1 z 1 ’ esta dltima expresién.
2 — =
/sen zdm_/—d ——/cos?zdz-——-sen?a:. . . . .
2 2 2 4 En los dos ejemplos anteriores tuvimos una potencia impar del seno. Enton-

Los dos ejemplos siguientes tratan con potencias impares de seno y coseno. ces, al usar la identidad sen® z = 1 — cos® z y la sustitucién
Se puede usar un método en este caso, pero no se puede usar cuando haya sélo

N U = Cos T, du = —senz dz,
potencias pares.

transformamos la integral en una suma de integrales de la forma

’_vf Ejemplo. Queremos hallar
! n
. /senaa:d:c. /u du,
' donde n es un entero positivo.
Este método trabaja sélo cuando hay una potencia impar del seno o del

§ Reemplazamos sen? z por 1 — cos? z, de modo que

/ sen3 zdz = / (sen z)(1 — cos? z)dz coseno. En general, se tiene que usar otro método para integrar potencias arbi-
A trarias.

%;‘ 2 Hay una manera general en la cual se puede integrar sen™ z para cualquier
'333 = | senzdz — [ (cos® z)(senz)dz. entero positivo n: integracién por partes. Tomemos primero un ejemplo.

e

gremregen
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Ejemplo. Hallar la integral [sen®zdz.

Escribimos la integral en la forma
I= /senz zsenzdzx.

Sean u = sen? z y dv = senz dz. Entonces
du = 2sen z cos z dz y v =—COSZ.
Asi

I = —(sen? z)(cos z) — / — cosz(2sen z cos z) dz

= —sen?zcosz + 2‘/cos2 zsen z dz.
Esta tltima integral podria entonces determinarse por sustitucién, por ejemplo
t=cosz y dt = —senzdz.
La dltima integral se vuelve —2 [t2dt, y, por lo tanto,

I= /senaa:d::=—sen2zcosz— 2 cos .

Para tratar con un entero positivo arbitrario n, mostraremos cémo reducir
la integral [sen" zdz a la integral Jsen®2 zdz. Procediendo por pasos hacia
abajo se obtendra un método que dara la respuesta completa.

Teorema 3.1. Para cualquier entero n > 2 tenemos

1 _ n-1 -
/sen"a:d:c‘:-——sen" lzcosz + - sen" "2z dz.
n

Demostracién. Escribimos la integral como
I, = /sen" zdz = /sen"'1 zsen z dz.

Sea u =sen""!z y dv =senz dz. Entonces
du=(n—1)sen" % zcoszde y v=-—cosz.
Asi

2

I,.=—sen"'lzcos:c—-/—(n—l)cosxsen”‘ zcoszdz

= —sen""!'zcosz + (n—1) _/sen"'2 z cos® z dz.
Reemplazamos cos? z por 1 —sen?z y obtenemos

I,,:—sen"'lzcosz+(n—1)/sen"'2zdz—(n—1)/sen,”:cd:c.
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Entonces
I, = —sen® 'zcosz + (n — 1)I,—3 — (n — 1)I,,

de donde

1

nl, = —sen" "' zcosz + (n — 1)I,_2.

Al dividir entre n obtenemos nuestra férmula.

Dejamos como ejercicio la demostracién de la férmula aniloga para el coseno.

1 - n—1
/cos"xdz:—cos" lysenz + —— [ cos™ 2 zdz.
n n

Las integrales que tienen tangentes se pueden hacer mediante una técnica
similar, puesto que ’
dtanz
dz
Dado que estas funciones se usan menos que el seno y el coseno, no escribiremos
las férmulas para aligerar esta pagina impresa que, de otra forma, se volveria
deprimente.

=1+tan?z.

Potencias mixtas del seno y del coseno

Es posible integrar potencias mixtas del seno y del coseno al reemplazar sen? =
por 1 — cos? z, por ejemplo.
Ejemplo. Hallar [sen?zcos?zdz.

Al reemplazar cos? z por 1 —sen? z, vemos que nuestra integral es igual a

/senzxdz— /sen4zdz,

que sabemos cémo integrar. En este caso pudimos también hacer un truco,
realizando las sustituciones del principio de la seccién. Asi,

1—cos? 2z

4 )
lo cual reduce las potencia dentro de la integral. Otra aplicacion de este mismo
tipo, a saber,

(sen? z)(cos® z) =

1+ cosdzx
2

reduce nuestro problema mds ain. Asi que ja trabajar! Obtengan la integral,
como ejercicio.

cos? 2z =

Advertencia. Debido a identidades trigonométricas como

sen’z = —%cos?z-{— %,

son posibles diferentes formas de respuestas, las cuales diferiran en una constante
de integracién.
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Cuando encontremos una integral que incluya una raiz cuadrada, con fre-
cuencia podremos deshacernos de la raiz cuadrada efectuandc una sustitucion

trigonométrica.
Ejemplo. Hallar el drea de un circulo de radio 3.
La ecuacién del circulo es \
xZ + y — 9’ B
primer cuadrante se describe mediante la funcién

y= \/32—32.

y la porcién del circulo en el

3
y= 32__x2
—3 i — 3
\ = —,/32—x2
-3

Entonces, un cuarto del area estd dado por la integral

/3\/1—3_2—:c2da:.
0

Para dichas integrales, queremos deshacernos de ese espantoso signo de rai
drada, de modo que tratamos de convertir la expresién bajo la raiz cuadrada en

un cuadrado perfecto. Usamos la sustitucién

z=3sent y dz=3costdt, con
Cuando ¢ = 0, entonces z = 0, y cuando t = n/2, entonces T = 3. Por lo tanto,
nuestra integral se vuelve

Z cua-

0<t< /2.

/2 /2 :
/ \/32-328en2t3costdt=/ 9costcostdt
0 ()}
x/2
= 9/ cos?tdt
()
_9m
=7

Nétese que, en el intervalo mencionado, 0 <t < m/2, el coseno cost es positivo,

y asi

V1 —sen?t = Vcos?t = cost.
Si escogemos un intervalo donde el coseno es negativo, entonces, al t(?mar la raiz
cuadrada, necesitariamos usar un signo menos adicional. Esto es, si cost < 0,

Vcos2t = —cost.

entonces
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Como la integral anterior representaba 1/4 del drea del circulo, se sigue que
el 4rea total del circulo es 9.

En general, una integral que incluya expresiones como
V1-2z2?

se puede a veces evaluar usando la sustitucién
dz = cos # d6,
pues entonces la expresién bajo la raiz cuadrada se convierte en un cuadrado
perfecto, a saber, 1 —sen?6 = cos? 4.

Al hacer esta sustitucién, usualmente establecemos que

-nf2<0<72 'y -1<z<1.

Este es el margen donde

z =send,

z =senf tiene la funcion inversa @ = arcsenz.
Potencias negativas de seno y coseno

En general es molesto integrar potencias negativas del seno y del coseno, aunque
es posible hacerlo. Sépase de una vez que existe la férmula siguiente:

/ 1 d0=/sec0d0=log(sec0+tan0).

cos

Esto se hace por sustitucion. Tenemos
= sec = (sec 6)(sec @ + tanf)

cosf ~ secd +tan@d
Sea u = secf + tan@. Entonces Ia integral est2 en la forma

. /ldu.
u

(Esta es una buena oportunidad de insistir en que la férmula recién obtenida es
vélida en cualquier intervalo en que cos8 # 0 y

secd + tanf > 0.
De otra manera, los simbolos no tienen sentido. Determinar dicho intervalo
queda como ejercicio.) La expresién de la férmula anterior es tan complicada
que no deberdn memorizarla. Conviene consultarla cuando sea necesario.
Hay una férmula parecida para la integral de 1/sen @, que se obtiene usando el
prefijo co- en el lado derecho. La férmula es:

1
I= mdﬂ—/cscfhw— — log(csc 6 + cot 8),

que es similar a la respuesta dada antes para f(1/cosf)df. Claro que la res-
puesta es en un intervalo doride la expresion dentro del logaritmo es positiva. De
lo contrario se tiene que tomar el valor absoluto de esta expresién. La demos-
tracién es parecida, y también se puede verificar diferenciando el lado derecho
para obtener 1/senf.
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Advertencia En el lado izquierdo tenemos seno en lugar de coseno, de ma-
nera que se elimina el prefijo co-. En el lado derecho tenemos la cosecante y la
cotangente, de modo que se agrega el prefijo co-. Se debe recordar que existe
esta simetria, pero siempre se debe verificar cuél es la relacion correcta antes de
usarla, ya que, al usar esta simetria, aparecen ciertos signos menos, asi como el
signo menos que aparece ahora en el lado derecho. No se intente memorizar en

qué caso aparecen dicho signos menos; es mejor verificar cada vez que se necesite
una férmula similar, o verla en tablas de integrales. ‘

Ejemplo. Evaluemos la integral

1
I= | —————dx.
,/:cx/l—:c’ ‘

Sean z =senf, dz = cos0df. Entonces

1
I= / . S
sen 8/ cos? 0
Sobre un intervalo donde sea positivo cosf, tenemos

Vcos? 8 = cosb,

1
Iz/sengdo' \

Esta integral se evalud en el recuadro anterior.

Xl, §3. EJERCICIOS

cosfdf.

y, por lo tanto,

Hallar las integrales siguientes.

1. /sen4 zdz 2. /c053 zdzx

Hallar el 4rea de la regién encerrada por las curvas siguientes.

2 2 2 2
v _ P
6=t 6 atE=!

3. /sen2 zcos® zdz

z_
4
7. Hallar el drea de un circulo de radio r > 0.

8. Hallar las integrales
(a) /\/l—cosﬂdﬁ (b) /\/1+c050d0

[Idea: Escribir = 2u. Esto deberd ayudar para hacer que la expresién bajo la raiz
cuadrada sea un cuadrado perfecto.]

2
4. z2+%=1 5.

9. Para cualesquiera enteros m y n, probar las férmulas:

sen mz sen nz = 1[cos(m — n)z — cos(m + n)z],
sen mz cos nz = i[sen(m + n)z + sen(m — n)z],

cos mz cos nz = 1[cos(m + n)z + cos(m — n)z].
[Idea: Expander el lado derecho y cancelar lo mis posible. Usar las férmulas de
suma del capitulo IV, seccién §3.]
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10. Usar el ejercicio anterior para hacer éste.
(a) Mostrar que

o

sen 3z cos 2z dz = 0.
-

(b) Mostrar que

L
/ cos 5z cos 2z dz = 0.

m

11. Mostrar en general que, para cualesquiera enteros positivos m y n, tenemos
”

sen mz cos nz dz = 0.

-

12. Mostrar en general que, para enteros positivos m y n,

™
/ sen mzsen nz dz = 0 sLm #n
. T, sim=n.
Idea: Si m jercici im=
[ # n, usar el ejercicio 9. Si m = n, usar sen® nz = 1(1 = cos 2nz).]
13. Hallar ftanzdz.

Hallar las integrales siguientes.
1
14. / ——dz -
Vo R i
1
16. / —ds [ =L
V2 - 4z2 ' Va2 — bh2z2 dz

18. Sea. ’ una fllncl I'_ .
on continua en el inter Valo , ﬂ] Deiimmos ]08 numeros co, Gn
y bn para enteros pOSlthOS n medlante laS formula.s

©=o /. f(z) dz,

" T

an =~ - f(z) cos nz dz, b = - f(z)sennzds.
-

Estos nlimeros, co, an y bs, se laman coeficientes de Fourier de f.

Ejemplo. = . . i
integ;]a.lr:np 0. Sea f(z) = z. Entonces el 0-ésimo coeficiente de Fourier de f es la

1
Co = —

o Tor 2

Estos coeficientes a, y b, estin dados por las integrales

™
m
a,.=;/ zcosnzdzx y b,.=i zsennzdz.
- 2r -
Deberin evaluarse estas integrales usando integracién por partes. Calcular los co-

eficientes de Fourier de las funciones sigui i i
guientes. (Si se hace primero el 19 i
que se tenga menos trabajo.) d o5 posible
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gz g
d) f(z)=c (e) f(z)=senz z) =sen’s
Esg f§£;=cz:2zz (b) f(z)=|senz| (@) f(z) =|cosz|
() f(=)=1 r

19. (a) Sea f una funcién par [esto es f(z) = f(~2)]. Mostrar que sus coeficientes de
Fourier b, son iguales a 0. ) )
(b) Sea f una funcién impar [esto es f(z) = — f(—z)]. ;Qué se puede decir acerca
de sus coeficientes de Fourier?

(a) f(z)== (b) f(z) =2?

X, §3. EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS

3
1. BT 2. /tan2:l:dz
sen

3. /e’ sene” dz

w/2 /3
2 6 S zdzx
5. cos’ zdz . sen’ T
o 0
L4 27 R
7. sen® £ cos® z dz 8. sen” 2z dz
0
-

nf2 w/4 .
9. ] sen? 2z cos® 2z dz 10. / cos’ zdz

o
11. z?y/1-z2ds

(1]
1
—_—d
2 [ @+ ™

1 1/ — 2
13. / L_ i 14. /———1 ——dz
o V1-—1? z

z3 4 16 / z° dz
15 /\./16-—z2 ’ ' V1422

En los ejercicios siguientes, sea @ un niimero positivo.

2
1 T
7 —_— 18. —dz
) /z\/a.?—-z’dz /Vaz_zz ,

1 1
—_— 2. | ——=——=ds
19. /z3 o dz /zz gt
/1 — 2 Va2 — 12
21. /—-l—z—dz 22. /———"zz = ds
z

a
24. / z*v/a? — 12dz
o

.
23. / (a? — z2)3P2 dz
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Xl, §4. FRACCIONES PARCIALES

Queremos estudiar las integrales de cocientes de polinomios.
Sean f(z) y g(x) dos polinomios. Queremos investigar la integral

_f(x) dz.

9(=)
Usando la divisién, se puede reducir el problema al caso en que el grado de f es
menor que el grado de g. El ejemplo siguiente ilustra esta reduccién.

Ejemplo. Considerar los dos polinomios f(z) = d-z41y
g(z) =2 +1.

Al dividir f entre g (deben saber esto desde la secundaria) obtenemos un co-
ciente de = con residuo —2z + 1. Asi,

23—z +4+1=(c?+ )z + (-22+1).
Por lo tanto,
f(z) -2z +1
=2 .
9(z) z2+1
Para hallar la integral de f(z)/g(z) integramos z y el cociente de la derecha,

que tiene la propiedad de que el grado del numerador es menor que el grado del
denominador.

De ahora en adelante, supondremos que, cuando se considere un cociente
f(z)/9(z), el grado de f sera menor que el grado de g. Lo suponemos porque el
método que se describird trabaja sélo en este caso. Factorizando una constante,
de ser necesario, supondremos ademds que g(z) se puede escribir

g(z) = z% + términos de orden menor.

Comenzaremos estudiando casos especiales, y después describiremos cémo se
puede reducir a éstos el caso general.

Primera parte. Factores lineales en el denominador

Caso 1. Si a es un niimero y n es un entero > 1, entonces

L 1 1 .
/(z’—q)"dzz—n+1(a:—a)”‘] si n#l,

= log(z — a) si n=1.

Esto es bien conocido; y sabemos cdmo hacerlo. De hecho, tenemos

/(?-j—‘l-)—ndz=/(z—a)'"dz=/u‘”du.
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Suponer que n # 1. Entonces, por la sustitucién v = z — a, du = dz,
obtenemos '

- - (z—a)"'"'l _ 1 1
/(z G) dz = —n+l —_n+1(z_a)n_1
porque

u—"H = y—(=1) — unl—l‘

Suponer que n = 1. Entonces la integral tiene la forma

1
/;du-— log u,

/ 1 dz = log(z — a).

y, por lo tanto,

z—a

Caso 2. A continuacién consideramos integrales de expresiones como

/ 1 dz o / =zl dr

(z-2)(z-3) (z-1)2(z-2)

donde el denominador est4 formado por un producto de términos de la forma
(z—a1)-(z - an)

para algunos nimeros aj,...,a, que no necesariamente son distintos. El pro-
cedimiento equivale a escribir la expresién bajo la integral como una suma de
términos, como en el caso 1.

Ejemplo. Deseamos hallar la integral

Jeen

Para hacer esto, queremos escribir
1 = (5] + C2
-2)(z-3) z-2 =z-3
con algunos nimeros ¢; y ¢z que debemos despejar. Se coloca la expresién de
la derecha sobre un comin denominador y se tiene

@, @ _ci(z—3)+ ez —2)
z—-2 z-3  (z-2)(z-3)

Asi, (z — 2)(z — 3) es el comiin denominador, y

numerador = ¢1(z — 3) + ca(z — 2) = (1 + €2)x — 3¢y — 2¢2.

Queremos que la fraccién sea igual a 1/(z — 2)(z — 3), por lo que el numerador
- debe ser igual a 1; esto es, debemos tener

(c1 4+ ¢e2)z —3¢1 — 2¢2 = 1.
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Entonces basta resolver las ecuaciones simultineas

c1+c2=0,
—3¢1 — 2¢7 = 1.
Despejando ¢; y ¢ se tiene ¢ = 1 Yy ¢1 = —1. Por lo tanto,

1 oo [ 1
/(z—z)(x—s)" ‘/(z—z)"”/(r-s)"”
= —log(z - 2) + log(z — 3).

Ejemplo. Hallar la integral
z+1 d
c-Dz-2) "
Queremos hallar niimeros ¢, , C2, €3 tales que
z+1 . a C2 c3
c-12z-2) 2-1 @-12tz-2

’ 2 . . L
Nétese que (z—1)? aparece en el denominador del cociente original. Para tomar
esto en cuenta es necesario incluir dos términos con (z—1) y (z —1)? en sus
denominadores, que aparecieron como

C1 C2
-1t @-1Dr

Por otro lado, (z — 2) aparece sélo a la primera potencia en el cociente original,
de modo que da lugar tinicamente a un término

Cc3
z—-2

en la descon:q’)osmon en fracciones parciales. (La regla general se enuncia al final
de esta seccién.)

| D}e'scrlblnlos ahora c6mo hallar las constantes ¢, ¢2, c3, que satisfacen la
relacién

z+1 _a () c3
@-12@-2) z-1T(z-12 7.2

_aE—1)(=z—2)+cy(z — 2) + sz — 1)?

(z —1)%(z - 2) '
Aqui pusimos la fraccién de la derecha sobre el comin denominador
(z-1)*(z-2).

Tenemos
 + 1 = numerador = ¢;(z — 1)(z — 2) + c2(z —2) + c3(z — 1)?
(c1 + c3)a® + (=3cy +cp — 2¢3)x + 2¢1 — 2¢5 + c3.
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Asi que, para hallar las constantes ¢;, ¢z, c3, que satisfacen la relacién deseada,
tenemos que resolver las ecuaciones simultdneas
C1 + c3= 0;
—3e1+ €c2—2¢c3=1,
2¢y —2c2+ cz3=1.
Este es un sistema de tres ecuaciones lineales en tres incdgnitas, que se puede
resolver para determinar c;, ¢z y cs. Se halla que ¢; = -3, ¢c2 = -2, ¢3 = 3.
Por lo tanto,

(;—_%dzzj dz+/( d+/(

= —3log(z—1) to—7+ 3log(z — 2).

Este es un teorema algebraico con el cual, si se sigue el procedimiento anterior
para escribir una fraccién en términos de fracciones mas sencillas de acuerdo con
el método ilustrado en los ejemplos, siempre se podran despejar los coeficientes
¢1, €2, €3, .... No se puede dar la demostracion en el nivel de este curso,
pero en la practica, a menos que ustedes o yo cometamos algiin error, tan sélo
despejamos numéricamente en cada caso. Si tenemos potencias de orden superior
de algin factor en el denominador, entonces tenemos que usar también potencias
de orden superior en las fracciones mas simples del lado derecho.

Ejemplo. Podemos descomponer
z+1 __a c2 €3 Cq
G-1P@-2) z-1TG-1¢ (=197 z-2'
Al poner el lado derecho sobre un denominador comin, e igualando el numerador
con z + 1, podemos despejar los coeficientes

€1, C2, €3, C4.
Segunda parte. Factores cuadraticos en el denominador

Caso 3. Queremos hallar la integral

1
o

cuando n es un entero positivo. Si n = 1, no hay nada nuevo: la integral es
arctanz. Si n > 1, usaremos integracién por partes. Habrad un pequeiio giro en
el procedimiento usual, porque si integramos por partes I,, de la manera natural,
hallamos que el exponente n crece en una unidad. Hagamos el caso n = 1 como
ejemplo, de modo que comenzamos con

1
Il—/mdz.
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3

Sea

U=

1
= (2% + 1)1
2241 (z+1) ) dv = dz,
-2z

= ST dr =
z2 +1)2 ) v=r.
Entonces ( . )
I = z _ —232
1 2241 (zz + 1)“2 dz
*)

3:2 +1 ./(1:2 + 1)2
En la dltima mtegral de la derecha escribimos
+1-1
[ o= [ e
@ +12 @iz % 1-2 F1¢ /(:2 T

, = arctanz — [,.
1 ahora sustituimos esto en Ia expresién (*),

e?=2241-1, Entonces

obtenemos
. L = x2+1+2arctan:c-212
ntonces podemos despejar I, en términos de I, y hallamos que

2L, = m +2arctanz — J;

z
m + 2arctan ¢ — arctan z

= zz+1 + arctan z.

Al dividir entre 2 se obtiene el valor de I:

/—‘l_d __1 z 1
(z2+1)2 z= §£2+1+§arctan:c.

El mismo método funciona en general.

I_y, donde Queremos reducir I, para hallar
In—l = /; d ;
2 — x. t
Sea (a%+ 1)1
-1 ,
T (22 + 1)n-1 y dv = dz. ' !
Entonces, ( ) i
du = - — .\ :

(n 1)( 2+1)n y v=_.
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A
NG e A IR )

Escribimos z2 = 22+ 1 — 1. Obtenemos

I,._1=W'F%"‘1)/(72:—1_);—1dz_2(n—1)/(z2+1)" d=

o, en otras palabras,

z
L= '(;T_Fl_)n‘: +2(n—1)I,_1 —2(n — 1)I,.
Por lo tanto, n
2(n—-1)I = = +(2n = 3)I,_y,

de donde

1, 1 z
[erre = mnmr

(2n-3) 1
2(n—1) J (22 +1)n?

+ d$,

o, usando la abreviacién I,,, hallamos:

1 z 2n -3

+on gt

L= 2n —2(z2 4+ 1)n-1!

Esto nos da una férmula de recursién que baja el exponente n del denomi-
nador hasta que llega a n = 1. En ese caso sabemos que

/_._22:- . dz = arctan z.

Si se quiere hallar I3, se usa la férmula para reducirla a I, después se usa la
férmula de nuevo para reducirla a I;, que es arctanz. Esto da una formula
completa para I3. Una férmula completa para I, lleva n pasos. Esta claro que
no se deberd memorizar la férmula anterior; sélo se debera recordar el método
mediante el cual se obtiene y aplicarlo a un caso particular, digamos para hallar
Is (o] I4.

Eliminacién de constantes adicionales mediante sustitucién

A veces hallamos una integral que es una ligera variacién de una recién conside-
rada, con una constante extra. Por ejemplo, si b es un nimero, hallar

1
/—_(1;2 T oo dzx.
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Usando la sustitucién z = bz, dz = bdz, se reduce la integral a

1 b
[ e -

1 1
= b1 /(zz 1) dz.

Tenemos

1 1
/(z2 gy d’“/(zz+ Ty 4
porque las dos integrales difieren sélo enunc

usar una sustitucién para reducir el cdlculo
cuando b = 1, tratado antes.

ambio de letras. Esto muestra cdmo

Caso 4. Hallar la integral

z
/ \(zz'-f- 5y dz.
Esto es pan comido. Hagamos la sustitucién

u=z?4p? y du = 2z dr
Entonces

z _1 1
/“($2+b2)" dz = E/u—ndu,

que sabemos ¢émo evaluar, y asf hallamos

. 3 log(22 +5?2) si n=1,
(CETOTA g 1

2(-n+1) (22 + b2)n-1 si n#l

Ejemplo. Hallar
5z —-3 d

. 152 52 9%
Escribimos & )
5z — 3 z
270 e[ % 1
(22+5)2 dz 5/(32+5)2 dz—3/(zT+5—)2dz.
E@nces: :

5/ 2 e §/ 2z _5[1 5y~1 5 1
(= +5)2 2 (zz+5)2d”‘§/u—2d“=2—1=‘§z2+5‘
Para la segunda integral de la derecha podemos poner

z =+/5¢ y dz =/5dt.

de la integral con b al de la integral
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Entonces:

1 1 NG 1
/—-———(32 Ty de = /———_(5t2 ¥ 5)2\/§dt =25 / ——_(t2 e dt

y ya antes calculamos

1 1 t
/ @) dt = 3 (t?—l—l +arctant> .
Juntando todo, y usando t = z/ V5, hallamos: ,

/52—3 d:c——é 1 _‘/_‘F’l ._EME_+arctan—z‘—
@452 22245 252\ (2/VB)P+1 V5]

Tercera parte. El cociente general f(=)/g(x)
nces factorizamos o com-

Si nos dan un polinomio del tipo z? 4 bz + ¢, ento
pletamos el cuadrado. Asi, el polinomio se puede escribir en la forma
(c-a)e—B) o (@-a+s’

para nimeros adecuados a y . Surgen dos casos. Por ejemplo:

Caso 1. 22—z -6 =(z+2)(z—-3).
Caso 2. 2222 +5 =(xz—1)2+2%

En el caso 1 hemos factorizado el polinomio en dos factores y cada factor

tiene grado 1.
En el caso 2 no hemos factorizad
variables podemos cambiarlo a una expresion t2 + 1. A saber, sea

o el polinomio. Por medio de un cambio de

z—1=2t de modo que z=2t+1.

Entonces
(z-1)2+22 =242+ 22 =22t + 1).

Hicimos el cambio de variables de modo que 92 saliera como factor. Notemos

que en el caso 2 no podemos factorizar mas el polinomio.
Se puede probar el siguiente resultado general, pero la demostracién es larga
y no se puede dar en este curso.
Sea g(z) un polinomio con nimeros reales como coeficientes. Entonces g(z)
siempre se puede escribir como producto de términos del tipo

z-a) y le=B"+71"

donde n y m son enteros > 0, y algtn factor constante.

Puede ser bastante dificil hacer esto de manera explicita, pero en los ejercicios

la situacién esta preparada para que sea facil.
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Ejemplo. Al completar el cuadrado escribimos

2?2 +2243= (= 2
; =@E+1) °+2=(z+1)? 2
Podemos entonces evaluar la integral: ( )+ (\/5) .

1
. /z2+2z+3dz'
ea z+1=+2y dr=+/2dt. Entonces

1
/2 doe [— 1 1 1
2242243 (x+1)2+(\/§)2d1—5/t2+1‘/§dt

]

MISICINY

arctant '

z+1

arctan
Ejemplo. Hallemos
IES=T
S o  aSazr.
Escribimos 2242243
oz 1 f2+2-2 -
/z2+2z+3dz_§/mdz
=l/ 2z +2 4 1
2) 224+22+3 z—/md:&
2z + 2

YRSy
; 2) 224243 2/ u u=510g(z +22+3).
untando esto con el ejemplo anterior, hallamos:

xr
/md“%1°g<w2+2z+3)—i§arctan (“1)
2 ﬁ .

Entonces:

Ejemplo. Hallar la integral

.
(1‘2 + 1)2(2 — 3) dz.

1 h 1 29 c o q
I Ode 0S alla u
I NUmeros c¢. y C2, tales ue el coclente sea lgual a

23+5 c1+e
- 2z c3 + c4z Ci
@+1)2z-3) " 2+1 T @1y + z—_“‘—3
__a z 1
= +c: -
z2+1 2::2-{-1 +63(32+1)2

z 1
+ c.
4(z2+1)2 +05z_3.

7

327
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Hay un teorema del algebra que afirma que siempre se pueden despejar las cons-
tantes ¢;, c2, ¢3, c4, c5 para obtener dicha descomposicién de la fraccién ori-
ginal en la suma de la derecha, que se llama descomposicién en fracciones
parciales. Observen que, en correspondencia con el término con z2 + 1, se
necesitan varios términos en el lado derecho, especialmente aquellos con z en
el numerador. Si no se incluyeran se obtendria una férmula incompleta, que no
funcionaria. No se podrian calcular las constantes.

Calcularemos ahora las constantes. Colocamos el lado derecho de la descom-
posicién sobre el denominador comiin

(2 + 1)%(z - 3).
El numerador es igual a
2z + 5 =c1(z2 + 1)(z — 3) + c2z(z? + 1)(z — 3) + ca(z — 3)

+ caz(z — 3) + cs(z® + 1)%.

Igualamos los coeficientes de z%, 23, z2, z y las constantes respectivas y

obtenemos un sistema de cinco ecuaciones lineales en cinco incognitas, el cual
se puede resolver. Es tedioso hacerlo aqui y lo dejamos como ejercicio, pero
escribimos las ecuaciones:

o + cs=0 (coeficiente de z*),

c1—3c; =0 (coeficiente de z3),

—3c1 4+ ¢ + ca+2c5=0 (coeficiente de z?),
c1—3ca+ c3— 3¢y =2 (coeficiente de z),
-3¢y —3c3 + c5=5 (coeficiente de 1).

Para la integral obtenemos entonces:

2z +5
/m dz =c, arctanz + %02 log(z? + 1)

1 1 1
+C3/(22+1)2 dz — 2C4x2+1 + cs log(z — 3).

La integral que dejamos en pie es precisamente la del caso 3, de modo que hemos
mostrado cémo hallar la integral deseada.

Ejemplo. Esta es una descomposicién en fracciones parciales.

z4+2£—1 _cl+c2x+c3+64w Cs + C6Z
@+ -5 (@ +2) @42 ' (@2 + 2P
cr c8
+.1:—5+(-’L‘—5)2.
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Es tedioso calcular las constantes, y no lo haremos

La regla general es como s
gue: Su
f(z)/9(z) con grado de f<
sea posible en términos como

pongan que tenemos un cocient,
e
grado de g. Factorizamos g lo mis que

G- vy [e-p)2+ 3™,

donde n y m son enteros > 0. Entonces
—_— )

f(=z)

m = suma de términos del tipo siguiente:

C1 C2

——t— 4 ... _ %
T—q (z—a)2+ +(:c—a)"
+ di + ez dn +emz

G+t
para constantes adecuadas ¢, ,

€2, ..., dl', dz,..., € ey ...,

Una vez escrito el cociente

mitep integrar cada término,
del tipo siguiente:

Una funcién racional
Términos log
Términos arcotangente.

X, 34, EJERCICIOS
Hallar las integrales siguientes,

2z -3
1. —
G- ®

o [— 1
@ /(z—3)<z+z)"’

4. L d
(z+1)(z+ 2)(z+3) e

7. —_—r
+1)(z+2) dz

9. Escribir completamente la integral

10. Ya sea mediante integ
texto,

Tacién por partes repetida o vi
obtener completamente Jas sig pe o viendo la

Hf(a:)/ g(z) como arriba, los casos 1, 2 ¥ 3 nos per-
allamos entonces que la integral incluye funciones

z
=

‘ 1
© [ © 7

5 /z+2 dz —z
P g 6. Gri)e dz
2z — 3
8 [ —=_2
G-1)z-2%

1
/r2 1y dzx.

e férmula
ulentes integrales: seneral en ol /
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1 1
(a,) /mdz (b) ‘/———"(:’;2_{’1)4 dz.

Hallar las integrales siguientes.

2z — 3 . z+1
11. / CEE dz 12. / G2+ 9 dz
4 1
. —d 14. — (.
? / @riee / D@+ "
15. Hallar las constantes en la expresién del ejemplo que se encuentra en el texto:
2z+5 c1+czz+03+04z+ Cs

@ +1)2(z-3) 2241 @ (z2+12 z-3

16. Usando sustitucién, probar las dos férmulas:

1 1 z
(a) / _—1:2 e dr = 3 arctan b

1 _-1_ z+a
(b) _/(:c+a)2 T2 dr = 3 arctan 5

Para los problemas siguientes, factorizar > — 1 y z* — 1 en factores irreducibles.

1 z
17. (a) /z‘—_—ldz (b) /34 1 dz
18. (a) L s ) [ oy ds
. 3 —1 z(z2+z+1)
2
19. /a: —321:—2'12
z3 -1

Xl, §5. SUSTITUCIONES EXPONENCIALES

Esta seccidn tiene varios propdsitos.
El primero es ampliar nuestras técnicas de integracién mediante el uso de la
funcién exponencial.
El segundo es practicar con la funcién exponencial y el logaritmo usandolos
en un nuevo contexto, lo cual permitird aprender mds sobre estas funciones.
El tercero es introducir dos nuevas funciones
e 4 e~% ¥ —e~%
—2 - Y T3
En el capitulo siguiente se verdn estas funciones aplicadas a algunas situaciones
fisicas, para describir la ecuacién de un cable colgante o de una pompa de jabén
entre dos anillos. Dichas funciones se usardn también para hallar las integrales
que dan la longitud de varias curvas. Aqui las usaremos de manera sistematica
solo para hallar integrales.
Comenzamos mostrando como hacer una sustitucién sencilla.
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Ejemplo. Hallemos
I= /\/l—e’d:c.

Hacemos u = €® y du = ¢* dz, de modo que dz = du/u. Entonces
I= /\/1 - u% du.

Ahora ponemos 1 — u = y2 ¥ —du = 2vdv para librarnos del signo de la raiz
cuadrada. Entonces u = 1— v2 y obtenemos

- [ o [
I_/l—v2(—2v)dv—2/v2—1dv

vv—-1+1

=2 [T~

/ - a— dv
=2[/dv+/ 1 dv
v2 -1

_ 1
_2v+2/mdv.

Esta ultllna lnteg] al se puede inte rar Hledlaﬂte flacc p P
g
ones aICIaleS ara dal la

Hemos aprendido cémo integrar expresiones que incluyan

V1-2z2,

Sustituimos z = senf para que la expresién bajo el signo de la raiz cuadrada
sea un cuadrado perfecto. Pero, ;qué sucede si hemos de tratar con una integral

como
/ V14 z2dz?

Ne’cesn’,amos hacer una sustitucién que convierta la expresion bajo el signo de la
raiz cuadrada en un cuadrado perfecto. Hay dos tipos posibles de funciones que

po'demos usar. Primero, tratemos de sustituir z = tan ¢ para deshacernos de la
raiz cuadrada. Hallamos

V1+tan20 =sech =
cos @

sobre un intervalo donde cos @ es positivo. Nuevamente, una potencia negativa
de coseno no es de lo mis agradable. Peor aiin,

dz = sec? 0 dY,

/\/1+z2dx=/sec30d0=/ 1 do

cos3f '
que se puede hacer, pero no es sencillo, asi que no lo haremos.

de modo que

-
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Damos aqui una mejor manera de deshacernos de ese espantoso signo de raiz

cuadrada. Necesitamos un mejor par de funciones fi(t) y fa(t) tales que
1+ A1) = L
Dichas funciones se hallan facilmente usando la funcién exponencial et. A saber,
hacemos . . . .
et —e” e +e”

1) = — t) = .
f(t) 5 y  fA1) 2
Si se multiplica, se hallard inmediatamente que estas funciones satisfacen la re-
lacién deseada. Estas funciones tienen un nombre: se llaman seno hiperbélico
y coseno hiperbélico, y se denotan por senh y cosh. (senh se pronuncia
sench, mientras que cosh se pronuncia cosh.) Asi, definimos

et — et et +e?
ht = ———— osht = ———
sen 2 y cos 9

Efectuando las operaciones se muestra que

cosh?t — senh?t = 1.

Mi3s atn, las reglas usuales de la diferenciacién muestran que

dcosht dsenht
= senht y T cosht.

Estas formulas son muy parecidas a las del seno y coseno ordinarios, excepto
por algunos cambios de signo, y nos permiten tratar algunos casos de integrales
que no podiamos hacer antes, y en particular deshacernos de los signos de raiz

cuadrada como sigue.
Ejemplo. Hallar

I=/\/1+z2dz.

Hacemos la sustitucién
z =senht y dz = coshtdt.
Entonces 1+ senh’t = cosh®t, de modo que V1 + 2=V cosh’t = cosht. Por

lo tanto,
I= /cosht coshtdt

et+etetet
- [
1 / (€ +2+e ) dt

4
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1 e2t -2t
=1 (7 +- T)

) E§ obvio que la respuesta estd dada en términos de t. Si la queremos ¢

términos de z, necesitaremos estudiar la funcién inversa, que podemos lla.man

arcsenh (arcoseno hiperbdlico), y podemos escribir )

t = arcsenh z.

. lAl principio parece que estamos en una situacién parecida a la del seno y
el coseno, donde no pudimos dar una férmula explicita para la funcién in-

Eersa. Simplemente llamamos a esas funciones inversas arcoseno y arcocoseno
s asombroso que aqui podamos dar una férmula como sigue '

Si z =senht, entonces t=log(z+Vz2+1).

Demostracion. Tenemos
it -t
z=g(e" —e7).

YA
. . N 2 u u .
Multiplicamos esta ecuacién por 2u y obtenemos la ecuaciéon

u?—2uz—-1=0.
Podemos entonces despejar u en términos de z mediante la fSrmula cuadrética

y obtener
u= 2z + V4z2 + 4
2

Sea u = e'. Entonces

de modo que

¢ u=z+Vz2+1.
Pero u =e > 0 para todo t. Como Vz2+1 > z, se sigue que no podemos
tener el signo menos en esta relacién. Por lo tanto, finalmente,

et=u=z+ V22 +1.

Tomamos ahora el log para hallar

t = log(z + V2?2 + 1),

lo cual prueba la férmula deseada.

Asi, a diferenci i
» i, ncia dg ’los.casos del seno y el coseno, obtenemos aqui una férmula
explicita para la funcién inversa del seno hiperbdlico.

Si ahora sustituimos ¢ = log(z + v/z2 + 1) en la integral indefinida hallada
antes, obtenemos la respuesta explicita:

1{1
/\/1+:!:2dz= Z[-é(:l:+\/a:2+l 2 +2log(z + Vz2+1)
1
- -2'(2 + \/22 ‘+ 1)_2] .
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Quizé queramos también hallar una integral definida.

Ejemplo. Sea B > 0. Hallar

B
/ V1+z2de.
0

Sustituimos B en la integral indefinida, sustituimos 0 y restamos, para hallar:

¢ : o2t log(B+VB?+1)

B _ 2
/ \/1+:c2da:=l[e—+2t——
0 4

2 2 ],
= Y1(B+ VB? + 1) + 2log(B + VB2 + 1)
-iB+VvB2+1)7?

porque, cuando sustituimos 0 en lugar de ¢t en la expresién entre corchetes,

obtenemos 0.

En los casos en que se tenga que usar una funcién inversa para cosh, podemos
confiar en la siguiente afirmacién.

Para x > 0, la funcién z = cosht tiene una funcidn inversa, dada por

t =log(z + V&2 — 1).

Esto se prueba precisamente como la afirmacién andloga para senh. Hagan los
ejercicios 3 y 6, que en realidad estin resueltos en la seccién de respuestas, pero
antes de consultar esa seccién, para asi aprender mejor el tema.

Observacién. Las integrales como

/\/1+:c3d:c y /\/1+z4d:c

son mucho mis complicadas, y no se pueden hallar mediante las funciones ele-
mentales de este curso.

Xl, §5. EJERCICIOS

Hallar las integrales.

1. /\/1+e’dz 2. /l+e“dz
1 ! dz
3. /;;—;::;d]: 4. ]\/m

5. Sea f(z) = (" —e~") =senhz =y. '
(a) Mostrar que f es estrictamente creciente para todo z.
(b) Trazar la grifica de f.
Sea = = arcsenh y la funcién inversa.
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(c) iPara qué nimeros y estd definido arcsenh y?
(d) Sea g(y) = arcsenh y. Mostrar que

1
En el texto se mostré que z = 9(y) = log(y + \/y"’T)
6. Sea f(z) = 1(e"+e™*) =coshz = y.
(a) Mostrar que f es estrictamente creciente para z > 0.

Entonces existe la funcién inversa en este intervalo. Denotar esta funcién inversa
por = = arccoshy.

(b) Trazar la grifica de f.
(c) ¢Para qué nimeros y est4 definido el arccosh y?
(d) Sea g(y) = arccosh y. Mostrar que

9 (y)=

1
/
I(¥) = ——=
y? -1
(e) Mostrar que z = 9(y) = log(y + \/y2 — 1). En consecuencia se puede dar en
realidad una expresién explicita para esta funcién inversa en términos del logaritmo.
Este es otro aspecto en el que las funciones hiperbdlicas se comportan de manera mis

sencilla que el seno y el coseno, pues no podemos dar una férmula explicita para el
arcoseno y el arcocoseno.

Hallar las integrales siguientes.
7 / _L dz 8 / 1 dz
) Vz2 44 ' vz2 41
241
9. d 10. 2-1d
/x_ e s /\/z” Tds

11. Hallar el drea entre el eje z y la hipérbola

oy =1
en el primer cuadrante, entre r = 1 yz=B,con B>1.
Para la gréfica de la hipérbola ver el capitulo II, seccién §9.

12. Hallar el irea entre el eje £ y la hipérbola
¥ —z?=1
en el primer cuadrante, entre z = 0 y z=B.

13. Sea @ un ntimero positivo y sea y = acosh(z/a). Mostrar que
2 2
vy _1./, (ﬂ) )

dz?2 ¢ dz

[Esta es la ecuacién diferencial del cable colgante. Ver el apéndice después de la
seccién §3 del capitulo siguiente.]

14. Verificar que, para cualquier niimero a > 0, tenemos

/ a? +z2dz = }z\/a? + 22 + o? log(z + v/a2 + z2)].




CAPITULO  XII

Aplicaciones de la integracion

Las matematicas consisten en el descubrimiento y descripcién de ciertos objetos
y estructuras. Es esencialmente imposible dar una descripciéon que abarque a
todos esos objetos y estructuras. Luego, en lugar de dicha definicién, diremos
simplemente que los objetos estudiados por las matematicas, tal como las cono-
cemos, son los que se encuentran en las revistas de matematicas de los altimos
dos siglos. Hay muchas razones para estudiar estos objetos, entre las cuales hay
razones estéticas (a algunas personas les resultan agradables) y razones practicas
(algunos resultados son aplicables).

La fisica, por otro lado, consiste en la descripcién del mundo empirico me-
diante las estructuras matematicas. El mundo empirico es el mundo con el que
entramos en contacto a través de nuestros sentidos, mediante experimentos, me-
diciones, etc. Lo que caracteriza a un buen fisico es su habilidad para elegir,
entre muchas estructuras y objetos matematicos, aquellos que se pueden usar
para describir el mundo empirico. Por supuesto, las afirmaciones anteriores de-
ben ser aclaradas en dos sentidos; primero: la descripcién de situaciones fisicas
mediante estructuras matematicas sélo puede hacerse dentro del grado de pre-
cisién que permitan los aparatos de experimentacion. Segundo: la descripcién
debers satisfacer ciertos tipos de criterio estético (sencillez, elegancia). Después
de todo, una lista completa de la totalidad de los resultados de los experimentos
que han sido realizados seria una descripcién del mundo fisico; pero otra cosa
muy distinta es enunciar un solo principio que involucre simultidneamente a todos
los resultados de esos experimentos.

Por razones psicolégicas, es imposible (para la mayoria de las personas) apren-
der ciertas teorfas matemdticas sin ver primero una interpretacién geométrica o
fisica. Por eso, en este libro, antes de introducir un concepto matematico hemos

(x1] 337

dado con frecuencia alguna de sus interpretaciones geométricas o fisi Si
embargo, no deben confundirse estos dos campos. Con este fin, pod o Tormar
dos columnas, como se muestra mas adelante. » podemos formar
Por lo que respecta al desarrollo 16gico de nuestro curso, podriamos omiti
completamente la segunda columna, pero no lo hacemos p’orque se usaml o
muchos fines: para motivar el aprendizaje de los conceptos de la primera coluf:;a
(porque nuestro cerebro es de naturaleza tal, que necesita la segunda colu .
para comprender la primera); o para dar aplicaciones de la primera colurxlmr:la,a
)

aparte de a satis a)CClOll uramente estética (que pueden sentir a: ue]los a quienes

Matemaiticas Fisica y geometria
Nimeros Puntos de una recta
Derivada Pendiente de una recta
Razén de cambio
df .
pri K f(z) Decaimiento exponencial
Integral Longitud
Area
Volumen
Trabajo

De todos modos es importante tener en mente que la derivada, como el limite

o f@+h) - )
h—0 h ’

(}i' ls, integral, como el nimero unico entre la suma superior y la inferior, no se
plee ;zn::n;zzilr con l:nai pendlfente 0 con un area, respectivamente. Es sim-
pe tra mente la que interpreta el concepto matematico en términos
isicos o geometncqs. Ademas, es frecuente que asignemos varias de dichas in-
Ferpretaclones al mismo concepto matematico (por ejemplo la integral se puede
interpretar como un area o como el trabajo realizado por u’na fuerza.) g

Y, a propdsito, las observaciones anteriores acerca de fisica y mate;méticas no
pertenecen ni a la fisica ni a las matematicas. Pertenecen a la filosofia.

‘La experiencia muestra que, para un curso de un periodo sobre integracién
y fm:r}nula de Taylor, falta tiempo para cubrir todas las aplicaciones de la inte-
gracién dadas en el libro, asi como los célculos relacionados con la férmula de
’I:aylor y un estimado del residuo. Sin embargo, no se pueden omitir las aplica-
ciones bésicas como la longitud de una curva, volimenes de revolucién ypérea
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en coordenadas polares. Después, cada quién debe escoger entre las demas, las
que traten con conceptos geométricos (4rea de revolucién) o conceptos fisicos
(trabajo). Como ya se dijo en el prefacio, tengo la impresién de que, excepto por
la seccidn sobre trabajo, si falta tiempo es mejor omitir otras aplicaciones a fin
de tener tiempo suficiente para manejar los cilculos que resultan de la férmula
de Taylor.

Xil, §1. VOLUMENES DE REVOLUCION

Comenzamos nuestras aplicaciones con volimenes de revolucién. La razén prin-
cipal es que las integrales que deben evaluarse son mas ficiles que las de otras
aplicaciones. Pero al final deduciremos sistematicamente las longitudes, areas y
volimenes de todas las figuras geométricas usuales.

Sea y = f(z) una funcién de z, continua en algin intervalo ¢ < z < b.
Supongamos que f(z) > 0 en este intervalo. Si se gira la curva y = f(z)
alrededor del eje z, se obtiene un sélido cuyo volumen queremos calcular.

Sfled) +

4
-

T e e - -

Tomemos una particién de [a,b], digamos
a=290<z;<:-- <z, =b. .
Sea ¢; un minimo de f en el intervalo [z;, ;4+1] y sea d; un méximo de f en ese
intervalo. Entonces el sélido de revolucién en ese pequefio intervalo esta entre un
cilindro pequeiio y un cilindro grande. El ancho de estos cilindros es ;41 —z; y
el radio es f(c;) para el cilindro pequefio y f(d;) para el grande. Por lo tanto,
el volumen de revolucidn, denotado por V, satisface las desigualdades

n-1 n-1
dorf(e) (@igr —2:) SV <Y wf(d) (i1 — @)
i=0 1=0

Entonces es razonable definir este volumen como

b
V= / 7f(z)? dz.
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Ejemplo. Calcular el volumen de la esfera de radio 1.

4 'I(‘iorlna‘mos la funcién y = v/T= 22 entre 0 ¥ 1. Si rotamos esta curva alrede-
or del eje z obtendremos la semiesfera,. Entonces su volumen es

1
(1 —2?)dz = 27,
[) ( ) 3m
Entonces el volumen de la esfera completa es 3371'.

Ejemplo. Hallar el volumen obtenj i

: nido al rotar la regié =23

en el primer cuadrante alrededor del eje z. wenentrey ==
La grifica de la regién se ilustra en la fi

Yy==

1
V=7r/(; f(:c)zd:c—w/OIg(::)zd:c

1 1
=1r/ :c"’dz—r/ z8dz
0 0

oy
SIE]

Ejemplo. Podemos hacer ¢

himeneas sélidas infini 1ti
) 0 nfinitas y ver si t
finito. Considerar la funcién Y tenen volumen

. f(@)=1/V.

O<ac<l1.
El volumen de revolucién de la curva

y=1/Vz
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entre  =a y z = 1 estd dado por la integral
1

1
/; w;dr =wlogz

= —wloga.

Cuando a tiende a 0, loga se vuelve negativo muy grande, de modo que —loga
se vuelve positivo muy grande, y el volumen se vuelve arbitrariamente grande.
Ilustramos la chimenea en la figura siguiente.

Sin embargo, si se calcula el volumen de la curva
1
V=i
entre a y 1, hallaremos que tiende a un limite cuando a — 0. Resolver el
ejercicio 12.

En el calculo anterior determinamos el volumen de una chimenea cerca del eje
y. Podemos también hallar el volumen de la chimenea yendo hacia la derecha,
digamos entre 1 y un niimero B > 1. Suponiendo que la chimenea estd definida
por y = 1//z, el volumen de revolucién entre 1 y B esta dado por la integral

T (LY 7 el log B
T —= d:::/ n—dz = 7log B.
/1 (\/5) 1 2z

Cuando B — oo vemos que este volumen se vuelve arbitrariamente grande. Sin
embargo, usando otra funcién, como la del ejercicio 13, jse hallard un volumen
finito para la chimenea infinita!
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Xll, §1. EJERCICIOS

1. Hallar el volumen de una esfera de radio r.

Hallar los volimenes de revolucién con los datos siguientes:

2. y=1/cosz entre t=0y z = 1/4

3. y=senz entrez =0y z =7/4

4. y=cosz entrez=0y z =nx/4

5. La regién entre y =z y y = 5z

6. y=zge*/? entrec=0yz=1

7. y=z'%¢*/? entre z = 1 yz=2

8. y=logz entrez=1y z =2

9. y=\/l—+_;entrez=lyz=5

10. (a) Sea B un niimero > 1. ;Cuil es el volumen de revolucién de la curva y=e*

entre 1 y B? ;Tiende a algiin limite este volumen cuando B se vuelve grande? De
ser asi, jcudl es ese limite?
(b) La misma pregunta para la curva y = e~

(c) La misma pregunta para la curva y = \/53"2 .

2z

11. Hallar el volumen de un cono cuya base tiene radio r y altura h, formado al rotar

un recta que pasa por el origen, alrededor del eje z. ;Cuil es la ecuacién de la
recta?

]

12. Calcular el volumen de revolucién de la curva
1

Y=

z1/4

entre a y 1. Determinar el limite cuando ¢ — 0.
13. Calcular el volumen de revolucién de la curva
y=1/z°

entre £ = 2 y z = B para cualquier nimero B > 2. ;Tiende este volumen a un
limite cuando B — co? De ser asi, ja qué limite?



342 APLICACIONES DE LA INTEGRACION [X11, §1] : [XII, §2] AREA EN COORDENADAS POLARES 343
14. ;Para qué niimeros ¢ > 0 el volumen de revolucién de la curva / \ 6. y=r,y=12°
— < p .,
y=1/z 7. La regién acotada por la recta z + y = 1 y los ejes coordenados
entre 1 y B tenderd a un limite cuando B — 00o? Hallar este limite en términos :
de c. 8. La elipse a®z? + b*y® = o2
15. ;Para qué nimeros ¢ > 0 el volumen de revolucién de la curva : 9. y=e ", entrez=1yz=5
y=1/z°
10. y=logz,entre z =1y z=2
entre a y 1 tenderd a un limite cuando ¢ — 0?7 Hallar este limite en términos de
c. 11. y=tanz, z=x/3 y el eje z
En los siguient. bl i ié :
XIil, §1. EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS e :(g):l;:n ? problemas se pide hallar un volumen'de. revolucién de una regién entre
) y determinar si el volumen tiende a un limite cuando la cota B se vuelve
1. Hallar el volumen de una dona como la que se muestra en la figura. La dona se muy grande. De ser asf, dar el limite.

obtiene al rotar un circulo de radio a alrededor de una recta, digamos el eje z. .,
- 12. La regidn acotada por 1/z y el eje z, entre z =1y z = B para B> 1.

y = f2) . :
~ 13. La regién acotada por 1/z% y el eje z, entre £ =1 y £ =08 para B> 1.
14. La regi6n acotada por 1/y/7 y el eje z, entre z =1 y =B para B >1.
y = g(x) R
En los problemas siguientes, hallar el volumen de revolucién determinado por las cotas
que incluyen un nimero a >0 y determinar si este volumen tiende a un limite cuando
a tiende a 0. De ser asi, decir qué limite.
15. La regi6n acotada por y = 1/4/z y el eje z, entre z = a yrz=1,paral0<ac<]l,
16. La regi6n acotada por y = 1/z y el eje z, entre £ = a yzr=1l,con 0<a<l.
(8) La dona (b) Seccién transversal 17. La regién acotada por (cosz)/ /senz, el eje z, entre z = o y z = n/4, con
de la dona 0<a<n/4 ,

Sea R la distancia de la recta al centro del disco. Suponemos que R > a. Se puede
reducir este problema al caso estudiado en esta seccién, como sigue. Sea y = f(z) la Xil, §2

funcién cuya gréfica es la mitad superior del circulo y sea y = g(z) la funcién cuya , §2. AREAEN COORDENADAS POLARES
grifica es la mitad inferior del circulo. Escribir explicitamente f y g. Entonces se ., .
tendri que restar el volumen obtenido al rotar el semicirculo inferior del volumen Supongan que nos dan una funcién continua

obtenido al rotar el semicirculo superior. r = f(6)

Hallar los volimenes de los sélidos obtenidos al rotar cada regién indicada alrededor ; .
Hallar Lo definida en algiin intervalo a < < b. Suponemos que f(8) >0y b<a+2rm.
Queremos hallar una expresién integral para el 4rea abarcada 1

= 2 = = por la curva
2. y=z*,entre y=0y z=2 r = f() entre las dos cotas a y b.

4

3. y:;—+—i,z=—5,z=—2,y=0 Tomar una particién de [a,b], digamos
4. y=+/z,elejez yz =2 a=0;<6,<---<6, =b

5. y=1/z,z=1,z=3 yeleje z La figura entre 6; y 6,41 podria verse como se muestra en la pagina siguiente.
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~(f(s), si)

Sea s; un nimero entre 6; y ;4 tal que f(si) sea un mdaximo en ese
intervalo, y sea t; un niimero tal que f(¢;) sea un minimo en ese intervalo. En
la figura hemos trazado los circulos (més bien los sectores) de radios f(si) y
F(t:), respectivamente. Sea

A; = 4dreaentre 0 =20;, 6=0;41, y acotada por la curva
= 4rea del conjunto de puntos (r,8) en coordenadas polares tales que

0;<0<biyn y 0Zr<Zf(0).
El 4rea de un sector que tiene dngulo 6;4; — 6; y radio R es igual a la fraccién
0;11—0;
27
del 4rea total del circulo de radio R, a saber, 7R?. Por lo tanto, tenemos la
desigualdad . . 0 0
Ouss =0 e < < Bl

Sea G(9) = % f(6)®>. Vemos que la suma de las pequeiias piezas de drea A;
satisface las desigualdades

n-1 n-1 n-1

STGM)Bier —0) <Y A< Y Glsi)(Bivr — 65)-

=0 =0 =0
Asi, el drea deseada esté entre la suma superior y la suma inferior asociada con
la particién, de modo que es razonable que el 4rea en coordenadas polares esté
dada por

A= /: 17(6)* do.

Ejemplo. Hallar el rea acotada por un lazo de la curva
r? =2a%cos20  (a >0).

sl
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Si——<4

, entonces cos26 > 0. Asi, podemos escribir

r = V2aV/cos 26.

NP
NS

Por lo tanto, el area es

x/4
/ 32a® cos 20 df = a?.
-x/4

Ejemplo. Hallar el 4rea acotada por la curva

r=2+ cosb,

en el primer cuadrante.

< Primero trazamos el drea en el primer cuadrante, i.e. para 8 entre 0 y /2.
e ve asi:

El area estd dada por la integral

X x/2 2 x/2
5/0 (2+cos0)?dd = %/ (4 + 4 cos 8 + cos? §) do.
0
Todos los términos se integran ficilmente. La respuesta final es

%(21r+4+§).

Ejemplo. Hallar el drea encerrada por la curva dada en coordenadas polares
por

r=1+ 2send.
Notar que para —7/6 < 8 < 7/6, y sélo para esos @, se tiene que
1+ 2senf > 0.

La curva se ve como en la figura de la pagina siguiente.
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x/6

El 4rea es, pues, igual a

7x/6 .
=%/ 1+ 2sent)? do

-

x[2
=2.%/ (1+4sen6’+4sen20)d0.
-x[6

Usamos la’identidad 1—cos20

2
Entonces la integral se evalla ficilmente, y dejamos eso para el lector.

sen?8 =

Xll, §2. EJERCICIOS

Hallar el 4rea encerrada por las curvas siguientes:

1. r =2(1+cosb) 2. 2 =a%sen20 (a >0)

3. r=2acosf 4. r=cos30, —x/6 <8< /6
5 r=1+senf 6. r=1+sen 20

7. r=2+cosd 8. r=2cos30, —x/6<0<x/6

Xil, §2. EJERCICIOS SUPLEMENTARIOS
Hallar las 4reas de las regiones siguientes acotadas por la curva dada en coordenadas
polares.

1. r=10cosd 2. r=1-cosf
3. r=\/i_—_co-s-5 4. r=2+sen26
5. r=sen’4 6. r=1-—senf
7. r=1+2senf 8. r=1+sen20 /
9, r =cos36 10. r =2+ cosé
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Hallar el drea entre las curvas siguientes dadas en coordenadas rectangulares.
11. y=4-2° y=0,entrez=-2y z=2

12. y=4—-2%, y=8—-2z%, entres=—-2y z=2

13. y=33+x2, y=23+1, entre r = -1 yrz=1

4. y=z—2% y=-z,entre =0y z=2

15. y=12%, y =z + 1, entre los dos puntos donde se intersecan las dos curvas.

16. y=2>y y=12+6 entre £ = 0 y el valor de z > 0 donde se intersecan las dos
curvas.

Xil, §3. LONGITUD DE CURVAS

Sea y = f(z) una funcién diferenciable sobre algin intervalo [a,b] (con a < b)
y suponer que su derivada f’ es continua. Deseamos determinar la longitud de
la curva descrita por la gréfica. La idea principal es aproximar la curva por
pequeiios segmentos de recta y sumarlos.

(xlr f(‘”l))

(22, f(=)) (24, f(z))

(a, f@))

1
1
i
1
]
1
1
i
'
l
Il

a=xy ) 3 T3 4= b

En consecuencia, consideramos una particién de nuestro intervalo:
a=zg<z1<--<2p=b.

Para cada z; tenemos el punto (z;, f(z;)) sobre la curva y = f(z). Trazamos
los segmentos de recta entre dos puntos sucesivos. La longitud de dicho segmento
de recta es la longitud de la recta entre

(@, f(=)) vy (%i41, F(zig1)),

y es igual a

V(@ig1 — 2)2 + (F(zig1) — f(2:))2
Por el teorema del valor medio concluimos que
f@ig1) = (@) = (Tig1 — 2:) ' (i)

para algin mimero ¢; entre z; y #;4;. Al usar esto vemos que la longitud de
nuestro segmento de recta es

V(@is1 — 2:)? + (@ig1 — 2:)2f" (i)
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Podemos factorizar (z;41 — z;)® y ver que la suma de las longitudes de estos
segmentos de recta es

n-1
Z 1+ f’(ci)2(£;+1 - 2,‘).
i=0
Sea G(z) = y/1+ f'(z)?. Entonces G(z) es continua y vemos que la suma

recién escrita es

n-1
Z G(c,-)(a:.-.,.l - ::,').

i=0
El valor G(c;) satisface las desigualdades

min G <G(¢) < mix G
[zi,zit1] [zi,zig1]

esto es, G(c;) esta entre el minimo y el maximo de G en el intervalo [z;, z;44].

Asi, la suma que hemos escrito esta entre una suma inferior y una suma superior

para la funcién G. Este tipo de sumas se conocen como sumas de Riemann.

Esto es cierto para toda particidon del intervalo. Sabemos de la teoria basica de

la integracion que hay exactamente un nimero que esta entre toda suma superior
Y y toda suma inferior, y que ese niimero es la integral definida. Por lo tanto, es
; razonable definir:

la longitud de una curva entre a y b

=Ab\/1+(%)2dzzlbmdz.

Ejemplo. Deseamos formar la integral para obtener la longitud de la curva
y=2% entre 2 =0y z = 1. De la definicidn anterior vemos que la integral es

1 1
/ V1+(2z)2dz :/ V1+4z2dz.
0 0

Esta integral es del mismo tipo que las consideradas en el capitulo XI, seccién
§5. Primero hacemos

u =2z, du = 2dx.

Cuando z =0, entonces u = 0, y cuando = = 1, entonces u = 2. Por lo tanto,
1 2 2
/ \/1+4:z:2d:c=/ \/1+u2%du=%/ V1 + u2du.
0 0 ()}

La respuesta viene entonces del capitulo XI, seccién §5.

EEEE
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Ejemplo. Queremos hallar la longitud de la curva y = e® entre z = 1 y
z = 2. Tenemos que dy/dz = e y (dy/dz)? = €2*, de modo que, por la férmula
general, la longitud est4 dada por la integral

2
/ V1+e2rdz.
1

Esto se puede evaluar mas rdpidamente, asi que realizamos el cilculo. Se hace
la sustitucién

1+ e%* =2,
Entonces

2e¢%* dz = 2udu.

Como e?z = u? — 1, obtenemos
5 _ udu u?
/\/1+e’dx_/uu2_1_/u2_ldu
u?—-1+1

_/ﬁdu

—/ldu+/ ! d

- w2 —1%
Pero

1 _1/1 1
w?-1" 2\u—-1 u+1/"

/\/1+e;’/d:c=u+%[]ogu—i

u+

Por lo tanto,

|-

Cuando z =1, u=V1+e2. Cuando z = 2, u = V1 +e?. Por consiguiente,

la longitud de la curva sobre el intervalo dado es igual a

2 u—1 Vitet
/ mdz=u+%[log ]
1 ut 1] /iye

g\/1+e4~1
Vi+et+1

\/1——2 1 Vi+e?-1
- +e? — 5 log ———.
V1i+e2+1

Un poco complicada, pero ésta es la respuesta explicita.

=V1+et+1ilo
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APENDICE. EL CABLE COLGANTE

Queremos mostrar aqui cdmo se puede determinar la ecuacién de un cable col-
gante como el que se muestra en la figura.

eje y
/.
rh Tsenf
T cosb
" A
1 w
0 eje T

Suponemos que el cable est fijo a un muro por su extremo izquierdo y esta
sujeto a una tensién T en una cierta direccién, en el otro extremo. Queremos
hallar de manera explicita la altura del cable

y= f(z).

La respuesta es como sigue.

Si a es la altura en el extremo izquierdo y el cable tiene pendiente
horizontal al tocar el muro, entonces

y = acosh(z/a).

Mostraremos esto deduciendo primero la ecuacién diferencial que satisface el
cable. Asi, mostremos primero que

El cable est4 fijo al muro en el punto A, sujeto a una tensién horizontal constante,
denotada por H. Sea w el peso por unidad de longitud y sea s la longitud.
Entonces el peso W del cable de longitud s es ws.

La tensién en P tiene que balancear la tensién horizontal H y el peso W
que jala hacia abajo. Esta tensién tiene una componente horizontal y una com-
ponente vertical, que estdn dadas por T'cos# y T sen @, respectivamente. Asi,

debemos tener
Tcosf = H, Tsenf =W = ws.

Al dividir obtenemos
Tsenf _ tanf = w
Tcos® — -

E-

sy
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Pero tand es la pendiente del cable en el punto P = (z,y). Entonces

dz ~ H
Por otro lado, sabemos que
ds dy\?
2 1+ (d_)
Entonces
dy _wds _w [ (dy)’
& " Hdz - "\ T\

Esta es la ecuacién diferencial que queriamos.
Quizd ya resolvieron un ejercicio en el capitulo XI, seccién §5, que mostraba
que la funcién
y = acosh(z/a)

satisface la ecuacién

d2y 1 2
*) == 1+<@>.
a d

Probemos ahora el reciproco.
Teorema 3.1. Si y = f(z) satisface (x), y ademds
f(0) = a, f'(0) =0,
entonces y = acosh(z/a).

~ La condicién f(0) = a significa que el cable estéd colgado en el extremo
izquierdo a una altura a sobre el eje z. La condicién f'(0) = 0 significa que, en
este punto, el cable es horizontal.
Sea .
dy
= =u.

dz
Nuestra ecuacion diferencial se puede escribir entonces como
du 1
— = -V1+u2
dz a
Asi,
1
V14 u?
e integramos mediante una sustitucién como en el capitulo XI, seccién §5. Ha-
cemos

du = ldt
a

u = senht, y du = cosh t dt.

Tenemos
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Vi+u?= V1 + senh®t = Vcosh?t = cosht,

1 pues cosht > 0 para todo t. Por lo tanto,
c

1 osh ¢
JR— = t =1t.
/\/1+u2du ./COShtd

t=l£+C
a

Entonces

para alguna constante C. Por lo tanto,
u=senht=senh(£+C) .
a
Pero, por hipétesis, u = dy/dz = f'(z),y f'(0) =0, por lo que,
senhC =0,
lo cual significa que C = 0. Entonces
dy _ oy _ z
T = f'(z) = senh (a) .
Integrando una vez mas, obtenemos
T -
y = f(z) = acosh (-‘;) + K
{ para alguna constante K. Pero f(0) = a,y cosh0 = 1, de modo que
‘ a=f0)=a-1+K.
Por lo tanto, K = 0 y asi, finalmente,
y = f(z) = acosh(z/a)

como se deseaba.

Xil, §3. EJERCICIOS

Hallar las longitudes de las curvas siguientes:

y=1% 0<z<14 2. y=logz, 1 <z<2
y=log:c,1$:z§e2 4. y=4-1%, -2<z<2
y=centrez=0y z=1.

y=13/2 entrez=1y z=3.

y=1i("+e ") entrez=~-1yz=1.

y=log(1-2%), 0<z<}

y=13(e"+e ), ~1'<z<0

®© ® N s oW

10. y =logcosz, 0 <z < /3
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Xil, §4. CURVAS PARAMETRICAS

Hay otra manera en que podemos describir una curva. Suponiendo que vemos
un punto que se mueve en el plano, sus coordenadas se pueden dar como funcién
del tiempo t. Asi, cuando damos dos funciones de ¢, digamos

z=f@1), y=90),

podemos verlas como la descripcion de un punto moviéndose a lo largo de una
curva. Las funciones f y g dan las coordenadas del punto como funciones de ¢.

Ejemplo 1. Sea £ =cosf y y =senf. Entonces
(z,y) = (cosf,sen f)

es un punto sobre el circulo.

(cos 6,sen 6)

Conforme @ crece, vemos el punto moviéndose a lo largo del circulo, en sentido
contrario al que giran las manecillas del reloj. En realidad no importa la seleccién
de la letra 6, y pudimos haber usado ¢. En la prictica, el 4ngulo # mismo se
expresa como funcién del tigmpo. Por ejemplo, si se mueve un insecto alrede-
dor del circulo con velocidad angular uniforme (constante), entonces podemos
escribir

0 = wt,

donde w es constante. Entonces
z=cos(wt) 'y y=sen(wt).

Esto describe el movimiento de un insecto alrededor del circulo con velocidad
angular w.

Cuando (z,y) se describe mediante dos funciones de ¢, como se acaba de
hacer, decimos que tenemos una parametrizacién de la curva en términos
del pardmetro ¢.
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Vd

Ejemplo 2. Trazar la curva z =12, y = .
Podemos hacer una tabla de valores de la manera acostumbrada.

t z y
0 0 0
1 1 1
2 4 8
-1 1 -1
-2 4 -8

Asi, para cada nimero ¢ podemos localizar el punto correspondiente (=,v).
También investigamos en qué caso z y y son funciones de ¢ crecientes o decre-
cientes. Por ejemplo, al tomar la derivada obtenemos

dz dy

— =2t —= = 3t2,

z=* v =3

Asi, z crece cuando ¢t > 0 y decrece cuando ¢ < 0. La ordenada es creciente,
pues t2 > 0 (a menos que ¢ = 0). Mas atin, la abscisa siempre es positiva (a

menos que t = 0), de modo que la grafica se ve asi:

eje y

La expresién paramétrica para la abscisa y la ordenada suele ser util para
describir el movimiento de un insecto (o una particula), cuyas coordenadas estan
dadas como funcién del tiempo ¢. Las flechas trazadas en la figura sugieren dicho
movimiento.

A veces podemos transformar una curva dada en forma paramétrica, en una
definida por una ecuacién, quiza con algunas desigualdades adicionales.

Ejemplo 3. Los puntos (t,t3) satisfacen una ecuacién “ordinaria”
v’ =23, o y=z2
Sin embargo, pudimos haber escrito la ecuacién
y* =2°,
la cual satisfacen todos los puntos de nuestra curva. Pero en este caso hay
soluciones de esta ecuacién que no estan dadas por nuestra parametrizacién, y
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que corresponden a valores negativos de z, por ejemplo,
z=-2 y=+2v2.

Asi, si queremos describir el conjunto de todos los puntos de la curva parametri-
zada con esta tltima relacién, debemos afiadir una desigualdad z > 0. Entonces
es correcto decir que el conjunto de todos los puntos sobre la curva ;arametrizada
es el conjunto de todas las soluciones de la ecuacién

vt =28

que satisfacen la desigualdad z > 0.

De igual manera, también es correcto decir que el conjunto de todos los puntos

sobre la curva parametrizada es el conjunto de todas las soluciones de la ecuacién
8 = 12

que satisfacen la desigualdad z > 0. Y asi sucesivamente.
La gréfica de la ecuacién y* = 2% es como se muestra en la figura.

eje y

Graficade y* = x*

eje =

Es sxmet;flca respecto a ambos ejes, el z y el y. Sin embargo, en la curva
parametrizada,

e=t?, y=1,
s6lo se presenta el lado derecho de esta grafica.
Ejemplo 4. Sea
t)=3('+e™') y  yt)= (et —e).
Ya sea que hayan verificado que
z(t)? —y(t)* =1,

o que lo verifiquen ahora realizando la multiplicacién y la resta, veran entonces

que el punto
(=), 3(®) = (3(e' +¢77), 4(e* — ™))
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est4 sobre la hipérbola definida por la ecuacién

22—y =1
Pero nétese que z(t) > 0, en otras palabras, la abscisa dada por la anterior
funcién de t, siempre es positiva. Asi, nuestras funciones

(600, 400) = (3" +), b(et = ™)

describen un punto sobre la rama derecha de la hipérbola.

Cuando ¢ es negativo grande, entonces z(t) es positivo grande, y y(t) es negativo
grande. Cuando ¢t es positivo grande, entonces z(t) es positivo grande y y(t)
también es positivo grande.

Conforme crece t, la ordenada y(t) crece de negativo grande a positivo
grande, por lo que un insecto que se mueve a lo largo de la hipérbola de acuerdo
con la parametrizacién anterior se mueve hacia arriba en la parte derecha de la
hipérbola.

Longitud de curvas parametrizadas

Determinaremos ahora la longitud de una curva dada por una parametrizacién.
Supongamos que nuestra curva esta dada por

z=f(t), y=9(1),

con a <t < b,y que tanto f como g tienen derivadas continuas. Consideramos
una particién del intervalo de valores ¢, [a,b]:

a=tg<t1 < Sta=b.
Entonces obtenemos los puntos
(ziayi) = (f(tt))g(t‘))
sobre la curva. La distancia entre dos puntos sucesivos es

VWis1 — %) + @ig1 — 2:)2 = V(F(tig) — F(8))2 + (9(ti41) — 9(8:))2.
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(z2,92) (&n:Un)
(z1,11) /:
(z0,30) (Tit1,9i+1)
(i,y:)®
a=ty t, L te-y  b=1t, 4 fiey

La suma de las longitudes de los segmentos de recta da una aproximacién de la
longitud de la curva cuando la particidn es lo suficientemente fina, esto es cuando
los niimeros t;, t;4+1 estan lo suficientemente cerca entre si. Por lo tanto, la suma

n—-1
SV (Ftirr) = @) + (9(tig1) — 9(8:))?
1=0
da una aproximacién a la longitud de la curva. Usamos el teorema del valor
medio para f y g. Existen nimeros ¢; y d; entre ; y t;4; tales que
f(tig1) = f(ts) = f'(e)(bigr — 1),
9(tip1) — 9(t:) = ¢'(di)(ti4r — 1i).
Al sustituir estos valores y factorizar (t;+1 — t;), vemos que la suma de las
longitudes de nuestros segmentos de recta es igual a

i: VF(e)? + ¢/(di)(tigr — ).

Sea
G@t)= V()2 +g(t)>

Entonces nuestra suma es casi igual a

n-—1
Z G(ei)(tig1 — ti),
i=0

que seria una suma de Riemann para G. No lo es porque no es necesariamente
cierto que ¢; = d;. No obstante, lo que hemos hecho hace que sea bastante
razonable definir la longitud de nuestra curva (en forma paramétrica)
como

b= [ VFOFTIORa

Una justificacién completa de que esta integral es un limite, en un sentido ade-
cuado, de nuestras sumas, requeriria algo mds de teoria, lo cual es irrelevante
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porque sélo queremos que se vea razonable el hecho de que la integral anterior
representa lo que entendemos fisicamente por longitud.
Observen que, cuando se da una curva en su forma usual y = f(z), podemos
hacer
t=z=9(t) y y=f().
Esto muestra cémo ver la forma usual como un caso especial de la forma paramé-
trica. En ese caso, ¢g'(t) = 1 y la férmula para la longitud en forma paramétrica
se ve igual que la férmula que obtuvimos antes para una curva y = f(z).
También es conveniente poner la férmula en la otra notacién usual para la
derivada. Tenemos s p ’
Z=ro vy F=40.
Por lo tanto, la longitud de la curva se puede escribir en la forma

Es costumbre hacer
s(t) = longitud de la curva como funcién de ¢.

Asi, podemos escribir
t[rdz\?  (dy
w=[ (%) +(&

“_ (&) +(%) - vroreswr.

A veces escribimos simbélicamente

(ds)? = (dz)? + (dy)?,

N

Esto da lugar a

para sugerir el teorema de Pitagoras.
Ejemplo. Hallar la longitud de la curva
z = cost, y =sent

entret=0yt=m.
La longitud es la integral

]; \/(—sen t)2 + (cost)? dt.

En vista de la relacién (—sent)? = (sent)? y de una férmula bésica que relaciona
al seno y al coseno, obtenemos
n
/ dt =m.
0

Si integramos entre 0 y 27, obtendremos 2. Esta es la longitud del circulo de
radio 1.
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Ejemplo. Hallar la longitud de la curva

z = cos3 4, y=sen39
para 0 <0 < /2.
Tenemos
X dz d
ﬁ=300320(—sen0) y d—g=3sen20cosﬂ.

Por lo tanto,

x/2
lg“:/; V/9cos* Bsen? § + 9sent 6 cos? 0 df

/2
= 3/0 Vcos? fsen26dd  (porque cos?§ + sen? § = 1)

/2
=3/0 ! sen 6 cos § df (porque sen 6 cos @ > 0 para 0 < 6 < 7/2).
Integramos esto haciendo u = sen 8, du = cos§df, de modo que la integral es
de la forma
/ udu = u?/2.
Entonces
/2 o g%t 0 " 3/2.
0

Ejemplo. Hallar la longitud de la misma curva como en el ejemplo anterior
pero para 0 < 0 < 2. ,

El mismo argumento que el anterior conduce a la férmula de la longitud
27
G =3 Vcos? §sen? 4 df.
0

Sin embargo, si A es un nmimero, la férmula
VAT = A
es vélida sélo si A es positivo. Si A es negativo, entonces
VAI= 4= |A].

Asi pues, al tomar la raiz cuadrada se debera tener cuidado de los intervalos

donde cosfsen 6§ es positivo o negativo. Tenemos que separar la integral en una
suma:

or /2 "
¢ =3/ cosasenada—a/ cosfsen 8 df
0 /2

27

3r/2
+3/ cosfsenfdf — 3 cosfsenddo.
T 3x/2
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Ahora éstas se pueden evaluar facilmente, como antes, para dar la respuesta final

6. Por otro lado, observar que
2

27
/ cosf@senfdf = -;-sen2 8l =0.
0 0
Aqui se obtiene el valor 0 porque a veces la funcién es positiva y a veces es

negativa, sobre el intervalo mis grande 0 < 6 < 27, y hay cancelaciones.
Coordenadas polares

Hallemos ahora una férmula para la longitud de las curvas dadas en coordenadas
polares. Digamos que la curva es ‘

r= f(0),
con 8; < 6 < 6,. Sabemos que

z =rcosf = f(6)cos b,

y=rsenf = f(6)sené.

Esto hace que la curva esté en forma paramétrica, como en las consideraciones
precedentes. En consecuencia, podemos aplicar la definicién como antes, y vemos

que la longitud es
b2 dz\? dy 2
J{l <:ﬁ;) + (2&;) dé.

Se puede calcular dz/df y dy/df usando la regla para la derivada de un pro-
ducto. Si se hace esto, se hallard que se cancelan varios términos y resulta que:

La longitud de una curva expresada en coordenadas polares por
r = f(6) estd dada por la férmula

/ " RO+ PR do.

Los lectores deberdn obtener esto por si mismos, pero para que quede constancia,
lo haremos todo aqui. Traten de no verlo antes de hacerlo por si solos.

Tenemos:
dz ,
5= —f(0)sen@ + f'() cos¥,
dy /
w0 = f(0) cosb + f'(f)senb.

Por lo tanto,

2 2
(j—;) + (%) = f(6)* sen® 0 — 2£(8) f'(6) sen 0 cos 6 + f'(0)? cos? 8
+ (6)? cos® 0 + 2f(6)£'(8) cos Hsen 6 + f'(8)* sen?

= 107 + 7' 0)°
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2 20 _ .. .
pues sen 0 +cos’0 =1 y los términos de enmedio se cancelan. La férmula se
obtiene al sustituir.

Ejemplo. Hallar la longitud de la curva dada en coordenadas polares por
r=senf,entre 0 =0y 0 = /2.

‘ Usamos la férmula recién deducida y vemos que la longitud esta dada por la
integral ,
/2 x/2
/; V/sen?() + cos?(6) df = / df = =/2.
0

Ejemplo. Hallar la longitud de la curva dada en coordenad
r=1-cosf para 0 <0< /4.
Hacemos f(f) = 1— cosf. La férmula da la longitud como

as polares por

x/4
= [ Vo ey an

x/4
=/ V1 —2cos0 + cos? 0 + sen? 6 do
0

x/4
= / V2(1 - cos6) dé.
0

Hacer 6 = 2u. Recordando que la férmula 1 — cos 2u = 2sen? u, entonces

1 — cosf = 2sen?(6/2).

Y asi, la integral es
. /4
o= / VAsen?(8/2) do.
0
* /4 9 ‘
= 2/0 sen (5) d9  (porque sen(6/2) > 0si 0< 6 < n/4)

0
=4 Z
cos (2)

Xll, $4. EJERCICIOS

LIE}

0 =4[l—cos(%)].

1. Realizar los cédlculos dando la longitud en coordenadas polares.

2. Hallar la longitud de un circulo de radio r.

3. Hallar la longitud de la curva = e cost, y = e'sen t entre ¢ = 1 yt=2.
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4. Hallar la longitud de la curva z = cos®t, y=sen’t (a)entre t =0y t = /4y
(b) entre t =0y t=m.

Hallar la longitud de las curvas en el intervalo indicado.

5. z=2t+1, y=1°, 0<t<2

6. s=4+2t, y=3t"+3, -2<t<2

7. =98, y=9*—3t, 0<t<1/V3

8. z=3t, y=4t—1, 0<t<1

9. z=1—cost, y=t—sent, 0<t<2x

10. z = a(l — cost), y=a(t—sent), con ¢>0,y 0<t<m.

11. Trazar la curva r = €® (en coordenadas polares), y también la curva r = e?.
12. Hallar la longitud de la curva r = e entred =1y 6=2.

13. En general, dar la longitud de la curva r = e® entre dos valores 6 y 2.
Hallar la longitud de las curvas siguientes dadas en coordenadas polares.

14. r=36> de =12 =2

15. r=e %, de §=12a =2

16. r=3cosf, de § =0 a O=m/4

17. r=2/0 de 6=3 a 0 =4 [Idea: Usar 6 = senht.]

18. r=1+cosf de § =0 a O=m/4

19. r=1—cosf de §=0a f=m

20. r=sen2-g- de §=0a =7

21. Hallar la longitud de un lazo de la curva r =1+ cosf

22. Igual, con r = cosf, entre —7/2 y =/2.

23. Hallar la longitud de la curva r = 2/cosf entre § =0y 0=rx/3.

Xil, §5. SUPERFICIE DE REVOLUCION

Sea y = f(z) una funcién continuamente diferenciable en un intervalo [a,].
Queremos hallar una férmula para el rea de la superficie de revolucién de la
gréfica de f alrededor del eje z, segiin se ilustra en la figura.
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Veremos que el 4rea de la superficie est dada por la integral

b / 2
S:/ 2ryr[1+ (Q) dz.
a dz

La ldea €s apIOXllllaI la curva pOI Illedlo de Seglllelltos de Iecta, segllll se ]luSth.
Usalllos una pal t 1Cl10n

a=20<z1<{22<---<z,=b.

f:eei ;:terva:lo pequeiio [z;, ;41], la curva se aproxima mediante el segmento que
puntos (z;, f(2:)) y (zi1, f(2i41)). Sea L; la longitud del segmento.
Entonces

Li = V(zig1 — 2:)? + (f(2ig1) — f(2:))2.

:la:el;ndgltuéi lde' un circulo de ra?io y es 2my. Si rotamos el segmento de recta
edor del eje z, entonces el area de la superficie de rotacién estara entre

2nf(ti)L;i  y  2wf(si)Ls,

f(zi-p l) ______ P
@) |-~ L
x; Tiv1

donde f(t;) y f(si) son el minimo y maximo de f, respectivamente, en el

intervalo [z;,z;4]. Esto se ilustra en la figura 1.
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Superficie de rotacién del
segmento de recta L;

Figura 1

Por otro lado, por el teorema del valor medio, podemos escribir
f@iv1) = f(zi) = f(c)(ivr — 23)
para algin niimero c; entre z; y Z;41. Por lo tanto,
Li = (zig1 — 2:)? + f/(c)*(zip1 — 2:)?
= V1+ f(e) (@i — 2i).

Entonces la expresién

27rf(c;) 1+ f’(c;)z(z,-_,.l - :c;)
es una aproximacién de la superficie de revolucién de la curva sobre el pequeiio
intervalo [z;,zi4+1]. Ahora tomamos la suma:

n-1
D 2mf(e)V1+ file) (zivr — 2i)-

i=0

Esta es una suma de Riemann, entre las sumas superior e inferior para la integral

b
S= / 2 f(@)VIF F(@)? da.

Asi, es razonable que el drea de la superficie deba definirse por esta integral,
como se queria mostrar.

Ejemplo fisico. En la practica sucede con frecuencia que se desea determinar
un superficie de revolucién minimal, obtenida al rotar una curva entre dos puntos
dados P, = (z1,41) ¥ P2 = (22,92) en el plano. A esto a veces se le llama el
problema de la pompa de jab6én. En efecto, dados dos anillos perpendiculares

Tomamos una particién
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al eje z, el problema es hallar una superficie d jabé
o 2, ¢l problema. p e una pompa de jabén formada

(zlvyl)

y = f(z) Py = (z2,32)

:.‘.a pompa de jabdn ser4 la superficie de revolucién minimal. ;Cudl es la ecuacién
e la curva y = f(z)? Resulta aniloga a la del cable colgante, a saber,
z—a
dond b o
onde a y b son constantes que dependen de los dos puntos
Aqui vemos otro uso de la funcién cosh. P (131) ¥ (ea:33).

y = bcosh

Area de revolucién para curvas paramétricas

Como sucede con la longitud, también pc
suc , 1€n podemos tratar con curvas
paramétrica. Supongamos que dedas en forma

e=f(), y=g@), a<t<Lb.

(f), 9(t)) Sf(ti-'»l)v 9(ti 1))
N~ L'_




/
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Entonces la longitud L; entre (f(t:),9(t:)) ¥ (f(ti41), 9(ti41)) esté dada por
Li = V(£ (ti41) = F(t:))2 + (9(tis1) — 9(8:))?
= VF(e)? + ¢'(di)(tivr — t),
donde ¢; y d; son niimeros entre t; y t;41. Por lo tanto,

2rg(ci)V/ f'(ei)? + ¢/ (di)? (i1 — 1)
es una aproximacién para la superficie de revolucién de la curva en el pequeiio
intervalo [t;,t;+1]. En consecuencia, es razonable que la superficie de revolucién
esté dada por la integral

b dz\?
S_/a 27y (H?) +

Cuando ¢ = z, ésta coincide con la férmula hallada previamente. También es
1til escribir esta férmula simbdlicamente

S= /2wyds,

donde, simbélicamente, hemos usado

ds = \/(dz)? + (dy)>.
Cuando se usa esta notacién simbélica no se ponen limites de integracién. Sélo
cuando usamos el parametro explicito ¢ sobre un intervalo a < t < b, si ponemos
los valores a y b para t, abajo y arriba del signo de la integral. En este caso, el
4rea de la superficie se escribe

- -
ds
S= /,. 2my T dt.

Ejemplo. Deseamos hallar el rea de una esfera de radio a > 0. Es mejor
contemplar la esfera como el area de revolucién de un circulo de radio a y
expresar el circulo en forma paramétrica,

r=acosf, y=asenb, 0<6<L .

Entonces la férmula produce:

T
S= / 27a sen 01/ a2 sen? 0 + a2 cos? § df
0

x
= / 97a? sen 8 df
0

L
= 2ma?(— cos f)

= 47a?.
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Veamos ahora las superficies de revolucién en términos de limites. Sea y=

f(:c) _una funcién positiva como la anterior, definida para todos los mimeros
positivos z. Sea:

VB =volumen de revolucién de la grifica de f entre z = 1 y ¢ = B;
Sp =4rea de revolucién de la grafica de f entre z = 1 yz=B

Es un hecho, que usualmente resulta asombroso, que puede haber varios casos
en que Vp tienda a un limite finito cuando B — oo jmientras que Sp se vuelve
arbitrariamente grande cuando B — oco!

EjemPlo. Sea f(z) = 1/z. Entonces, usando las férmulas para volimenes
y superficies de revolucién, hallamos:

Vi ®1 =
5 = A ?dz=1r 1-§ -7 cuando B — oo.

B
SB=[ 27ri\/l+bf’(a:)?dz

Ahora bien', f'(z)? es un ntmero positivo, de modo que la expresidn bajo el
signo de raiz cuadrada es > 1. Entonces

B
1
Sp > 27r/ ;dz =27logB — oo cuando B — 0.
1

Vemos aquf cémo el volumen tiende al limite finito =, mientras que la superficie
de revolucién se vuelve arbitrariamente grande. '

En términos de una interpretacién intuitiva, supongamos que se tiene una

cubeta de pintura con 7 unidades ciibicas de pintura. Entonces es posible llenar
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el embudo dentro de la superficie de revolucién con esta pintura. Ifero, aunque
parezca paraddjico, no hay pintura suficiente para pintar la superficie de revolu-

‘ ¢ién, cuando B — oo. Esto muestra lo traicionera que puede ser la intuicion.

Xll, §5. EJERCICIOS

1. Hallar el irea de la superficie obtenida al rotar la curva
=acos® 0, y=asen30
alrededor del eje . [Trazar la curva. Hay alguna simetria. Determinar el intervalo
apropiado de 6.]
2. Hallar el irea de la superficie obtenida al rotar la curva y = 22 alrededor del eje
z,entrez=0y z=1.
3. Hallar el 4rea de la superficie obtenida al rotar la curva
s=40+t, y=t+1
alrededor del eje z,de t =0 a t =4.
4. El circulo z2 + y® = a? se rota alrededor de una recta tangente al circulo. Hallar
el drea de la superficie de rotacién. [Idea: Formar unos ejes coordenados y una

parametrizacién conveniente del circulo. Recordar cémo se ve la curva r = 2a :en [}
en coordenadas polares. ;Qué sucede si se rota esta curva alrededor del eje 7}

5. Un circulo como el que se muestra en la figura se rota alrededor del eje ¢ para
formar un toro (nombre elegante para la dona). ;Cual es el area del toro?

e
Tl
o\

Seccidén transversal del toro El toro

1/2
6. Hallar el irea de la superficie obtenida al rotar un arco de la curva y = z'/? entre

(0,0) y (4,2) alrededor del eje z.

|
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Xil, §6. TRABAJO

Supongan que una particula se mueve sobre una curva y que la longitud de la
curva se describe por una variable u.

Sea f(u) una funcién. Interpretamos f como una fuerza que actia sobre la
particula, en la direccién de la curva. Queremos hallar una expresién integral
para el trabajo realizado por la fuerza entre dos puntos de la curva.

Cualquiera que resulte ser nuestra expresién, es razonable esperar que el
trabajo realizado satisfaga las propiedades siguientes:

Si a, by ¢ son tres nimeros, con a < b < ¢, entonces el trabajo realizado
entre a y ¢ es igual al trabajo realizado entre a y b mas el trabajo realizado
entre b y c. Si denotamos el trabajo realizado entre a y b por W2(f), entonces

deberemos tener
Wi(f) = Wa(f) + Wi (f)-

Maés aiin, si tenemos una fuerza constante M actuando sobre la particula, es
razonable esperar que el trabajo realizado entre a y b sea

M(b - a).
Finalmente, si g es una fuerza mas poderosa que f, digamos que f(u) < g(u)

sobre el intervalo [a,b], entonces realizaremos mds trabajo con g que con f, lo
cual significa que

Wa(f) < W2(9)-
En particular, si hay dos fuerzas constantes m y M tales que
m < fu) < M
en todo el intervalo [a,b], entonces
m(b - a) < W2(f) < M(b - a).
Veremos mas adelante que el trabajo realizado por la fuerza f entre una distancia
@ y una distancia b estd dado por la integral

b
W:(f) =/a f(u)du.

Sila particula u objeto se mueve a lo largo de una recta, digamos a lo largo del
eje =, entonces f estd dada como funcién de = y nuestra integral es simplemente

/: f(z)dz.

Mais aiin, si la longitud de la curva u estd dada como funcién del tiempo ¢
(como sucede en la practica, ver la seccién §3) vemos que la fuerza se vuelve una
funcién de t por la regla de la cadena, a saber, f (u(t)) . Asi, entre los tiempos
t1 y t2, el trabajo realizado es igual a

/t ’ f(u(®)) ‘fl—;‘ dt.
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Esta es la expresién mas practica para el trabajo, pues las curvas y las fuerzas
se expresan con mayor frecuencia como funciones del tiempo.
Veamos ahora por qué el trabajo realizado esta dado por la integral. Sea P

! una particién del intervalo [a,b]:

a=uy<uyLup<---Lup=b
Sea f(t;) un minimo para f en el pequefio intervalo [u;, uiy1], y sea f(s;) un
maximo para f en este mismo pequeiio intervalo. Entonces, el trabajo reali-
zado por la particula en movimiento desde la longitud u; a u;4; satisface las
desigualdades

F:) (uigr — ug) S Wit (f) < f(si) (i1 — wi).

Al sumar esto hallamos
n-1 n-1
Do FE) (v — w) SWR(H) < ) Fls)(winr — w).
1=0 $=0

Las expresiones a la izquierda y a la derecha son las sumas inferior y superior
para la integral, respectivamente. Como la integral es el inico mimero entre las
sumas inferior y superior, se sigue que

b
Wi(f) = / £(u) du.

Ejemplo. Hallar el trabajo realizado al estirar un resorte desde su posicion
natural hasta una longitud de 10cm de largo. Se puede suponer que la fuerza
necesaria para estirar el resorte es proporcional al incremento en la longitud.

Visualizamos el resorte como horizontal, sobre el eje z. Asi, existe una cons-
tante K tal que la fuerza estd dada por

f(z) = Kz.
Entonces el trabajo realizado es

10
/ Kzdz = %K - 100
0

=50K.

Ejemplo. Suponer que la gravedad es una fuerza inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia al centro de la Tierra. ;Cual es el trabajo realizado
al levantar un peso de 2 tons desde la superficie de la Tierra hasta una altura de
161km sobre la Tierra? Suponer que el radio de la Tierra es de 6437km.
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Por hipétesis, existe una constante C tal que la fuerza de gravedad esta dada
por f(z) = C/(z + 6437)%, donde z denota la altura sobre la Tierra. Cuando
z = 0, nuestra hipdtesis es que

C
f(O) = 2tons = (6—45—62-
Por lo tanto, C' = 82.87 x 10° tons. El trabajo realizado es igual a la integral
100 100
1
— 6 ___ -
f(z)dz=32x10 ( o 6450)) .
=32 % 10° e — 1 ton/km
B 6450 6550 '

Xill, $6. EJERCICIOS

1. Un resorte tiene 45cm de largo y se necesita una fuerza de 5kg para mantener al
resorte a una longitud de 40cm. Si la fuerza estd dada como f(z) = kz, donde k
es una constante y z es el decrecimiento en la longitud, jcual es la constante k?
;Cuénto trabajo se realiza al comprimir el resorte de 40cm a 30cm?

45 eje x

(a) (b)

2. Suponiendo que la fuerza est4 dada como ksen(rz/45), en el problema de la com-

presién del resorte ]
fuerza. » responder las dos preguntas del problema anterior para esta

3. Una particula atrae a otra particula con una fuerza inversamente proporcional al
cua.d’rado de la distancia entre ellas. Sea C la constante de proporcionalidad
LC}I’&I es el trabajo realizado al mover la segunda particula a lo largo de una recta'
alejindola del origen, de una distancia 7; a una distancia r > 1 del origen? ’

4. En el ejercicio anterior, determinar si el trabajo tiende a un limite cuando r se
vuelve muy grande, y hallar este limite si existe.

5. Dc.)bsop:rtlcul?s se rf:pelen una a la otra con una fuerza inversamente proporcional al
cu e su distancia. Si una particula est4 fija en el origen, ;qué trabajo se realiza

al mover la otra a lO lalgo del €e x de una dlstancm. de 10cm a una dlsta.rlCla de

6. Suponiendo, como es usual, que la gravedad es una fuerza inversamente proporcional
al cuadrado de la distancia al centro de la Tierra, jcuél es el trabajo realizado al
levantar un peso de 453.5 kg desde la superficie de la Tierra a una altura de 6437 km
sobre la superficie? (Suponer que el radio de la Tierra es de 6437km.)
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7. Una barra de metal tiene longitud L y seccién transversal S. Si se estira en z
unidades, entonces la fuerza f(z) requerida estd dada por

@) =22s

donde E es una constante. Si una barra de 30 cm de seccién transversal uniforme
de 10cm? se estira en 25cm, hallar el trabajo realizado (en términos de E).

8. Una particula de masa M gramos en el origen atrae una particula de masa m
gramos en un punto a zcm del eje z con una fuerza de CmM/z? dinas, donde C
es una constante. Hallar el trabajo realizado por la fuerza
(a) cuando m se mueve de z =1/100 a z = 1/10;

(b) cuando m se muevede z =1 a z =1/10.

9. Una unidad de carga positiva de electricidad en 0 repele a una carga positiva de
cantidad ¢ con una fuerza de c¢/r?, donde r es la distancia entre las particulas.
Hallar el trabajo realizado por esta fuerza cuando la carga ¢ se mueve a lo largo de
una recta que pasa por 0 desde una distancia r; hasta una distancia r; de 0.

10. Hay aire confinado en una cdmara cilindrica ajustada con un pistén. Si el volumen
del aire a una presién de 20lib/pulg? es de 75pulg®, hallar el trabajo realizado
sobre el pistén cuando el aire se expande al doble de su volumen original. Usar la

ley
Presién - Volumen = Constante.

Xil, §7. MOMENTOS Y CENTRO DE GRAVEDAD

Suponer que tenemos masas m,,...,m, y puntos 2i,...,Z, sobre el eje . El
momento total de estas masa se define como

n
mzy+ -+ muz, = E miz;.
i=1

Podemos considerar que estas masas estan distribuidas en alguna varilla de den-
sidad uniforme, como se muestra en la figura.

m, my m,_y m,

) Tyeoe eee Ty z,

La masa total es R
m=my;+---+m, = Zm;.
i=1
Deseamos hallar el punto de la varilla tal que, si balanceamos la varilla en ese
punto, no se moverd hacia arriba ni hacia abajo. Llamar a este punto Z.
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Entonces Z es un punto tal que, si la masa total m se coloca en Z, tendra el

mlsrr.no. ?fecto de balanceo que las otras masas m; en z;. La ecuacién para esta
condicién es que

n
mT=mzy+- -+ mpz, = Zm;a:,'.
i=1
Asi, podemos despejar T y obtener

- Y omz; 1<
T==—2"_—- _
Zm; m

m;z;.
1

i=

Este punto T se llama centro de gravedad, o centro de masa de las masas
my,...,my,.

Ejemplo. Sea m; = 4 en el punto z; = —3 y sea my = 7 en el punto~
z3 = 2. Entonces la masa total es
m=44+7=11

¥ el momento es
4-(-3)+7-2=2.
Por lo tanto, el centro de gravedad esta en el punto
T =2/11.
Supongamos ahora que tenemos una varilla delgada, colocada a lo largo del

eje Z en un intervalo [a,b], como en la figura. Considerar que la varilla tiene
densidad constante (uniforme) K.

La longitud de la varilla es (b — a). La masa total de la varilla es entonces la
densidad por la longitud, a saber

masa = K(b — a).
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Es razonable definir el momento de la varilla como igual al de la masa total
colocada en el centro de la varilla. Este centro tiene coordenadas en el punto

medio del intervalo, a saber
a+b

2
Por lo tanto, el momento de la varilla es

M= K(—"—-;'—Q(b —a).

A continuacién, suponer que la densidad de la varilla no es constante, pero varia
continuamente, de manera que puede representarse mediante una funcién f(z).
Tratamos de hallar una aproximacién de lo que entendemos por el momento de
la varilla. Asi tomamos una particién del intervalo [a,b],

a=z0<z1<--<Tpn=b.

En cada intervalo pequefio [z;, z;+1] la densidad no variard mucho, y entonces
una aproximacién para el momento de la pieza de varilla a lo largo de este
intervalo esta dada por

f(ei)ei(zipr + i)
donde
Ttz
t 2
es el punto medio de este pequefio intervalo. Sea
G(z) = zf(z).

Al tomar la suma de las aproximaciones anteriores se tiene

n—-1
> fle)ei(@ipr — i)

=0

que es una suma de Riemann para la integral

/j G(z)dz = /: zf(z)dz.

En consecuencia, es natural definir el momento de la varilla con densidad va-
riable como la integral

b
M) = [ af(e)de.

Sea T la coordenada del centro de gravedad de la varilla. Esto significa que,

si la masa de la varilla se coloca en Z, entonces tiene el mismo momento que la
varilla misma y equivale a la ecuacién

b
T - masa total de la varilla = / zf(z)de.

a
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Por lo tanto, obtenemos una expresién para el centro de gravedad, a saber,

L 2f(z)dz

T =4t

[ f)de

Ejemplo. Suponer que una varilla de 5cm de longitud tiene densidad pro-
porcional a la distancia desde un extremo. Hallar el centro de gravedad de la
varilla.

Suponemos que la varilla est4 tendida de manera que un extremo esta en el
origen, como se muestra en la figura.

La hipdtesis acerca de la densidad significa que existe una constante C tal que
la densidad est4 dada por la funcién

f(z) =Cxz.

(i) La masa total es

5 5
/ f(z)dz =/ Czdz = 2§g
0 0 2
(ii) El momento es

5 5
/ zf(z)dz = / Czldzr = ——1250.
0 0 3

Entonces
125C/3

25C/2
Este centro de gravedad es tal que, si balanceamos la varilla en una punta
aguda en el punto Z, entonces la varilla no se inclinara hacia ningin lado.

=

_lo
L

= _ 10
T=%

-— O
-—

) Se puede realizar un analisis similar en espacios de dimensién superior para
areas planas y voliimenes sélidos. Para esto es mejor esperar hasta que halla-
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mos estudiado integrales dobles y triples en dos o tres variables, en el curso

siguiente.
Parte cuatro

4 XIl, §7. EJERCICIOS

Formula de Taylor

1. Suponer que la densidad de una varilla es proporcional al cuadrado de la distancia
desde el origen; la varilla mide 10cm de largo, y estd tendida a lo largo del eje =

entre 5 y 15cm del origen. Hallar su centro de gravedad. .
| y series

2. Igual que en el ejercicio 1, pero suponer que la varilla tiene densidad constante C.

3. Igual que en el ejercicio 1, pero suponer que la densidad de la varilla es inversamente
proporcional a la distancia al origen.

llEl)n esta par!ie estudian}os la aproximacién de funciones mediante ciertas sumas
: a.m.adas series. El capitulo sobre la férmula de Taylor muestra c6mo aproximar
unciones medlante' polinomios y cémo estimar el término de error para ver la
calidad de la aproximacién que podemos obtener.

Nétese que la deduccidn de la férm i
) . ula de Taylor es una i6
integracién por partes. Y aplicacién de a




