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2. Problemas lineales

En este apartado presentamos varios aspectos relacionados con los problemas
lineales. Estudiaremos la manera de pasar de un problema no lineal a uno line-
al en algunos casos particulares; veremos los fundamentos mateméticos en que
se basa el tratamiento de este tipo de problemas e introduciremos algunos de los

algoritmos mas frecuentes asociados a éstos.

2.1. Optimizacion matematica: conceptos elementales

En este subapartado ofrecemos una serie de resultados e ideas basicas de la
teoria de la optimizacion matematica clasica. Con eso queremos sustentar con
un cierto grado de rigor los diferentes aspectos referentes a la programacion
lineal que presentamos.

1) Problema de optimizacion matematica

Sea A un subconjunto no vacio de R"y f una funcion real con dominio en 4,
es decir: J # A C R", f : A— R. Llamamos problema de optimizacién mate-
matica a todo problema que responda a la formulacién siguiente:

[OPT] £(X) (1)
X

S.a

X e B, BCA.

El conjunto B se suele denominar conjunto de restricciones del problema,
mientras que el vector X se llama 6ptimo del problema o, sencillamente, pun-
to 6ptimo, donde tenemos que:

La condicion anterior, a efectos operativos, se suele formular mediante un
conjunto de restricciones, algunas de las cuales se presentardn en forma de
igualdad y otras en forma de desigualdad, segan la naturaleza del problema.
Asi pues, tendremos:

[OPT] f(X) [OPT] f(XllXZI"'IXn)

X X1,X0,. 00X,
s.a s.a
h,(X) =0 Vie {1, veey ml}, ]’li(Xl, Xpy eeey XH) =0 Vie {1, ceey ml},
§X) =0 Vje(l, .. my}, 8i(X1, X3y ooy X)) =0 Vje {1, ..., my},
k(X)=0 Vse({l,.., my, ki(x1, X5, ..., x,) =0 Vse {1, ..., ms},

La expresion s.a quiere decir
‘sujeto a:’.

Nota

De ahora en adelante no
identificaremos las variables
sobre las que optimizamos
porque en esta asignatura
optimizamos siempre sobre
todas las variables del
problema. Conviene darse
cuenta, sin embargo, de que
puede haber situaciones en
las cuales no optimicemos
sobre todas las variables.
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que significa que se busca el vector X que optimiza una funcién de n varia-
bles sujeta a m; restricciones de igualdad (=), m, restricciones de desigualdad
menor o igual () y m; restricciones de desigualdad superior o igual ().

2) Puntos 6ptimos
Los puntos 6ptimos se clasifican de la manera siguiente:

a) Optimos globales: diremos que X* € B es un maximo (minimo) global del
problema de optimizacion si VX € B, f(X") = f(X) (f(X") = f(X) Si la desi-
gualdad es estricta hablaremos de dptimo global estricto (médximo o minimo),

y, en caso contrario, de 6ptimo global relativo (méximo o minimo).

[lustramos el concepto de 6ptimo global mediante el gréafico siguiente, corres-
pondiente a la funcion f(x,y) = exp[—(x* + »?)], que alcanza un méximo glo-
bal estricto no restringido (si la funcién no esta sometida a ninguna restric-

cion) en el punto (0,0):
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b) Optimos locales: diremos que X* es un maximo (minimo) local de un pro-
blema de optimizacion si 3¢ > 0, VX € B, |[X* — X|| < g, X" — X # 0, se tiene
F(X) = f(X) (F(X*) = £(X) (en caso de minimo) siendo || || la norma euclidiana.
Si la desigualdad es estricta, hablaremos de 6ptimo local estricto (méximo o
minimo), y, en caso contrario, de 6ptimo local relativo (maximo o minimo).

Ejemplo de puntos éptimos de una funcién

Consideremos la funcién siguiente:

|—x(x—3)2 six=4
f(x) = «sin(x) —sin(4) + 4 si4=x=9
| sin9) - sin(4) + 4 six=9

Tipos de restricciones

Las restricciones de un
problema de optimizacién
se pueden dar en forma de
igualdad y/o de desigualdad.

Norma euclidiana

Recordad de otros cursos de
matematicas que sobre el
espacio vectorial R" se define
la norma euclidiana de la
manera siguiente:

VAe R A =Sa2
i=1
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Si representamos graficamente esta funcién en el intervalo [0,11], podemos observar que
tiene diferentes puntos 6ptimos:

Ejemplo de funcion con diversos puntos éptimos

ds
5 - ay s
az Qs
4
as
oo
2 -
14
a I as I 1 I ]
2 4 6 8 10

Los tipos de puntos 6ptimos que se observan son los siguientes:

e Minimos globales referentes a a, y a; (a, es relativo, ya que hay otro punto, en este
caso a3, para el cual la funcién alcanza el mismo valor, y viceversa).

e Maximos locales referentes a a, y a, (son locales porque la funcién, en otros puntos
del intervalo considerado, alcanza valores superiores).

e Minimo local estricto en a as.

e Maximo global estricto en a4 (dado que es el punto donde, a lo largo del intervalo
considerado, la funcién alcanza un valor mas alto).

e Minimos locales referentes al intervalo [a,,ag] (observad que también es correcto afir-
mar que los puntos del intervalo [a,,ag] corresponden a maximos locales relativos).

3) Puntos estacionarios

Seadd # ACR" f:A— R, con f(X) continua y con derivadas parciales tam-
bién continuas (es decir, de clase C'); en este caso diremos que X° es un
punto estacionario (también conocido como punto critico) si pertenece al
interior de A y su gradiente verifica V£(X°) = 0, es decir, se verifica la relacion

que presentamos a continuacion:

of (X)

Teorema: sea @ # A C R", f : A — R, con f(X) de clase C!; entonces, si X* es
un 6ptimo local de esta funcién y pertenece al interior de este conjunto, tam-

bién sera un punto estacionario.

Este teorema tiene una especial relevancia para la caracterizacién analitica

de los 6ptimos locales de funciones de clase C! (muy frecuentes en las apli-

Puntos estacionarios

Recordad que los puntos
estacionarios son aquellos
para los cuales las derivadas
parciales de la funcién se
anulan, es decir, satisfacen
las denominadas condiciones
de primer orden o C'.
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caciones econémicas), aunque presenta los inconvenientes que menciona-

mos a continuacion:

e No aporta ninguna informacién sobre la globalidad de este 6ptimo (que
se puede encontrar tanto en los puntos interiores de A que son estaciona-

rios como en los puntos que forman parte de la frontera de A).

e Una funcién puede no tener puntos estacionarios (por el hecho de que no
sea diferenciable) y, sin embargo, tener un 6ptimo global.

e Puede haber puntos estacionarios que no sean 6ptimos locales (conocidos
como puntos de silla, en un entorno cualquiera de los mismos hay pun-
tos en los que la funcién toma valores superiores y otros en los cuales
toma valores inferiores), tal como lo ilustra el grafico de la funcién f(x,y) =
= x* — %, con un punto de silla en (0,0):

-4 Longitud

0

= Amplitud

A pesar de las dificultades anteriores, se pueden derivar condiciones de exis-
tencia del 6ptimo global de una funcién en ciertas condiciones, como lo ponen
de relieve el teorema de Weierstrass y el teorema fundamental de la convexi-

dad, que analizamos a continuacion:

a) Teorema de Weierstrass: sea J # A C R", f: A — R, con f(X) continua
sobre A, y A un conjunto compacto. En este caso la funcién tiene un maxi-

mo y un minimo globales en A.

Como veremos mas adelante, en el caso de la programacién lineal, el con-

junto de restricciones siempre serd un conjunto cerrado.

Si ademas se da el caso de que es acotado, la existencia de 6ptimos globales
esta garantizada por aplicacion directa del teorema anterior. Y todavia mas,
si no es acotado, serd muy sencillo discernir si esta el 6ptimo global o no lo
esta.

Conjunto compacto

Recordad de las asignaturas
de matemaéticas que los
conjuntos compactos en R”
son conjuntos cerrados y
acotados.

Consultad el subapartado 4.6 de este
médulo didéctico.

9
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Finalmente, si tenemos en cuenta la equivalencia siguiente:

[OPT] £ (X)
X
s.a

XeB BcA

> =[OPT] f (X), f: B> R,
X

la aplicacion del teorema de Weierstrass a problemas de optimizacion clasica
con restricciones, como el que se ha descrito al principio de este subapartado,

es inmediata.

b) Teorema fundamental de la convexidad: sea @ # ACR", f:A—> Ry
considerad el problema de optimizacién (1) que aparece al inicio del suba-
partado. En este caso, si el problema es de maximizacion (minimizacion), la
funcion es concava (convexa) y el conjunto de restricciones es un conjunto

convexo; entonces se tienen los resultados siguientes:

e FEl conjunto de los maximos (minimos) locales de la funcién en el conjunto

de restricciones es un conjunto convexo.

¢ Todo méaximo (minimo) local es un maximo (minimo) global sobre este con-

junto de restricciones.

Del teorema resulta de especial interés la segunda asercién, dado que permi-
te, cuando menos en el caso de las funciones de clase C!, restringir la bis-
queda de los candidatos a 6ptimo global en aquellos puntos que sean estacio-
narios. En cuanto a la convexidad del conjunto de maximos (minimos) locales,
eso asegura que, en el caso de que haya puntos 6ptimos, su combinacién line-

al convexa también lo sera.

En el caso de la programacion lineal, la aplicabilidad del teorema también
es inmediata, ya que, como veremos, el conjunto de restricciones define
siempre un conjunto que, ademads de ser cerrado, es convexo y la funcién
lineal f(X), por el hecho de ser lineal, de forma simultanea, es concava y

convexa.

Teorema: sea & # A C R", f: A — Ry el problema de optimizacion (1) que
aparece al inicio del subapartado. En este caso, sera un conjunto convexo si
el conjunto de restricciones se formula en forma de igualdad y desigualdad y
satisface las condiciones siguientes:

e Las funciones que definen las restricciones en forma de < son convexas.
e Las funciones que definen las restricciones en forma de > son concavas.

e Las funciones que definen las restricciones en forma de = son lineales.

Repasad los conceptos de conjunto
convexo y de funcion concava y funcion
convexa en los materiales de los cursos
de matematicas.

Problemas convexos

Los problemas de optimizacion
que satisfacen las condiciones
del teorema fundamental de
la convexidad se denominan
problemas convexos.

Consultad el subapartado 4.6 de este
médulo didactico.
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Este teorema es interesante porque, a efectos operativos, facilita la deter-

minacion de la convexidad del conjunto de restricciones.

Especialmente, notad que todo problema lineal en forma estandar es un pro-

blema convexo.

2.2. Concepto de problema lineal
Un problema lineal tiene las caracteristicas siguientes: 0

1) Una funcion objetivo, f(X), que presenta lo que se quiere minimizar o

maximizar. La funcion objetivo debe ser lineal.

2) Un conjunto de restricciones, gi(X), que representan las limitaciones exis-
tentes. Todas las restricciones también deben ser lineales.

3) Todas las variables deben ser variables no negativas.

Un problema lineal, desde un punto de vista matematico, debe tener la for-
ma siguiente:

[OPT] £(X)

S.a
§X) =0; Vje{l,2, .. m,
X =0,

donde X es un vector de variables y el operador [OPT] se tiene que sustituir
por maximizar ([MAX]) o minimizar ([MIN]), segin el caso.

Fijaos en que hemos utilizado el signo = en las restricciones, aunque tam-
bién podemos encontrar restricciones del tipo = o del tipo =, o combina-
ciones de las tres.

La condicién de que la funcién objetivo y las restricciones sean lineales supone
que éstas sean una suma de variables multiplicadas por parametros, tal como
se describe formalmente a continuacion. Si alguna restricciéon y/o la funcién

objetivo no son lineales, hablaremos de problemas no lineales.

La condicion de no-negatividad de las variables impide que éstas puedan
adoptar valores negativos. De todos modos, esta condicién no reviste una
especial trascendencia en la practica, visto que no tiene sentido que la mayo-
ria de las magnitudes econémicas* adopte valores negativos. Adicionalmen-
te, en algunas ocasiones podemos encontrar variables libres de signo (pueden

tomar valores positivos y negativos) o que deben ser menores o iguales a cero.

Algunas de
las restricciones...

... que nos podemos
encontrar son, por ejemplo,
que no se pueden utilizar més
recursos de los disponibles,
que se tienen que satisfacer
unas cantidades minimas,
que se tienen que cumplir
unos porcentajes minimos,
etc.

* Por ejemplo, cantidades de
productos, niimero de personas,
cantidades en litros, toneladas,
metros, etc.
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Pese a todo, si fuera necesario trabajar con variables negativas o libres de
signo, éstos siempre se podran expresar como variables no negativas, tal

como se describe mas adelante.

Si adoptamos una forma mas explicita, podemos plantear un problema li-

neal tal como indicamos a continuacion:

[OPT] z = c1x; + x5 + ... + CX,,
s.a
apx, + apx, + ...+ ayx,=by,

AyXy + ayX, + ...+ ayx, =Db,,

AXq + ApoXy + o+ a,,X,=b,,
x;=0 Viell, .., n}

que, representado en notaciéon matricial, seria:

[OPT] z = ¢'X
s.a

AX = b,
X =0,

donde c es el vector de coeficientes de la funcién objetivo, b es el vector de
los términos independientes de las restricciones, A es la matriz de coeficien-
tes técnicos y X es el vector de las variables:

| B
c = [Cl C2 ves anl

b, ap;; dyp e Ogy X1
b d,; a a X
2 21 dp2 .- 2n 2
b = , A= , X =
bm am] amZ amn Xn

Ejemplo de planteamiento matricial de un problema lineal
Tenemos el problema lineal siguiente:
[MAX] z = 2x; + 3x, + 4x;3

s.a

8x; + 2x, + Sx3 = 22,
3x; + 7x, + 4x3 = 30,
x;=0 Vie(l,2, 3}

Entonces, los vectores y las matrices asociados a este problema son los siguientes:

X

L _[22 /825 |
¢ =[23 4], b—[m] A—[374J, X = iz.
3

Podéis consultar la manera de expresar
variables negativas o libres de signo como
variables no negativas en el subapartado
2.3.1 de este modulo didactico.

Con el fin de agilizar la notacion
nos referiremos a la funcién
objetivo como z.
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2.3. Problemas lineales y no lineales

Como ya hemos avanzado, cualquier problema de optimizacién matematica
que no cumpla las condiciones de linealidad se deberad considerar como un
problema no lineal; en este caso, los algoritmos que se pueden utilizar para

resolverlo son diferentes.

Si se quieren resolver problemas numéricamente, mas que analiticamente, los
algoritmos de programacioén no lineal son mucho mas complejos que los de
programacion lineal; ain mdés: en muchos casos (segin las caracteristicas del
problema) sera dificil aplicar un algoritmo que garantice que la solucion obteni-
da sea la 6ptima (la mejor), sino que sencillamente nos dara una “buena solu-
cion”. Estos algoritmos se denominan algoritmos heuristicos, y se justifica su uso
por el hecho de que a veces no hay un algoritmo de bisqueda de 6ptimo, o bien
(si hay uno) porque es tan complejo que no vale la pena utilizarlo. En cambio,
los algoritmos de programacion lineal, y en concreto el algoritmo simplex,

son comparativamente faciles de aplicar y proporcionan soluciones 6ptimas.

2.3.1. Linealizacion de problemas no lineales

A veces podemos encontrar problemas que no sean lineales tnicamente por-
que no cumplen las condiciones de no-negatividad de las variables. En estos
casos los podemos convertir en problemas lineales, y beneficiarnos asi de las
facilidades de solucion, introduciendo en los mismos pequefios cambios. A

continuacién presentamos la manera de hacer alguno de estos cambios.

Variables negativas

Si una o mas variables del problema debe adoptar valores inicamente
negativos o cero, podemos hacer la sustitucion que explicamos a con-
tinuacion. Sea x, una variable tal que x;, = 0; entonces la sustituimos
por x; = —x;, y ahora ya se puede resolver como problema lineal.

Obviamente, cuando facilitemos la solucién tendremos que deshacer el cam-
bio para no perder el significado original de la variable.

Ejemplo de linealizaciéon de un problema con variables negativas
En el ejemplo de planteamiento matricial de un problema lineal, supongamos que x, debe

ser negativa o cero. En este caso, procedemos a sustituirla y el problema lineal serfa el
siguiente:

[MAX] z = 2x, + 3x, + 4x, w [ [MAX] z = 2x; — 3%, + 4x3

s.a X, = =Xy s.a
> = <

8x; + 2x, + Sx3 = 22, 8x; — 2x; + Sx3 = 22,

3x; + 7x, + 4x3 = 30, J { 3x; — 7xy + 4x3 = 30,

X, X320, %, =0. Xy, X3, X3 = 0.

Resolucion analitica
y resolucion numérica

La resolucién numérica de

un problema hace referencia
al hecho de que utilizando
datos concretos se pueda
obtener una soluciéon
especifica. De forma contraria,
la resolucién analitica estd més
orientada a obtener la
solucién de manera genérica
y a derivar las relaciones

de optimidad entre las
variables susceptibles de ser
interpretadas econémicamente
y, aunque es fundamental
para desarrollos tedricos,
suele ser poco préactica para
tomar decisiones concretas.

Vea el “Ejemplo de planteamiento
matricial de un problema lineal”

en el subapartado 2.2 de este médulo
didactico.
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Ahora ya lo podemos resolver como problema lineal en donde:

X1
8 -2 5 | ,
A=[3 _ 4} X=iz; C'=[2-34]
3

y el vector b no cambia.

Variables libres de signo

Si una o mas variables del problema pueden adoptar cualquier valor
(positivo, negativo o cero), podemos hacer la sustitucién que presenta-
mos a continuacion. Sea x; una variable tal que x; € R; entonces la sus-
tituimos por x; = x; — x}, donde definimos ambas variables como posi-

tivas.

Igual que en el caso anterior, una vez que hayamos obtenido la solucion, ten-
dremos que deshacer el cambio para no perder el significado real de las varia-
bles.

Ejemplo de linealizacion de un problema con variables libres de signo

Consideremos el “Ejemplo de planteamiento matricial de un problema lineal” y supon-
gamos que la variable x, puede tomar cualquier valor. La manera de linealizar el proble-
ma es la siguiente:

[MAX] z = 2x; + 3x, + 4x; w { [MAX] z = 2x; + 3x, — 3x} + 4x,

1 "

s.a X, =X, — Xj s.a

> <
8x; + 2x, + Sx3 = 22, 8x; + 2x5 — 2x5 + Sx3 = 22,
3x; + 7x, + 4x3 = 30, J { 3x; + 7xy — 7x3 + 4x3 = 30,
X1, X3 = 0. X1, Xél X;I X3 = 0.

En forma matricial:

X1 2

8 2 -2 5 X5 3
A:[37—7 4]' X=lxg) €= -3

X3 4

y el vector b contintia siendo el mismo.

Esta sustitucion implica tener que cambiar una variable por dos (habra, por
tanto, una variable adicional), con la particularidad de que las columnas corres-

pondientes a la matriz A son las mismas, pero cambiadas de signo.

2.4. Tipos de problemas lineales y algoritmos existentes

Segan las caracteristicas de las variables, podemos clasificar los problemas li-
neales en los tipos siguientes:

1) Problemas lineales continuos (PLC): problemas como los que hemos

visto hasta ahora, en los cuales las variables pueden adoptar cualquier valor

A modo de resumen,...

... podemos linealizar
facilmente los casos no
lineales siguientes:

e Si tenemos una variable
negativa, la sustituiremos
por otra cambiada de
signo, que seré positiva
Xp = —Xpe

e Si tenemos una variable
libre de signo, la
reemplazamos por la
diferencia de dos variables
positivas
X = X — X+
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real, es decir, x; € R. La resolucion generalmente se basa en las dos vias

siguientes:

a) El algoritmo simplex, construido por George Dantzig en 1947.

b) El algoritmo de Karmarkar (1984), mas reciente y mas complejo, que se
enmarca dentro de los algoritmos de caracter polinémico, y que proporcio-
na mejores resultados que el algoritmo simplex cuando la estructura del
problema presenta ciertas particularidades. Basicamente, es mas eficiente

que el algoritmo del simplex para problemas lineales de gran tamarfio.

2) Problemas lineales enteros (PLE): problemas en los cuales todas las
variables o parte de éstas tienen que adoptar valores enteros (por ejemplo,
si el significado de una variable es un nimero de personas, no se pueden
tener en cuenta valores que no sean enteros). Este tipo de problemas line-

ales se puede subdividir en dos categorias:

a) Problemas lineales enteros puros (PLEP): problemas lineales enteros
en los cuales todas las variables tienen que ser enteras.

b) Problemas lineales enteros mixtos (PLEM): problemas lineales enteros
en los cuales s6lo una parte de las variables es entera y el resto no lo tiene

que ser necesariamente (pero, obviamente, si que debe ser real).

Hay que subrayar que la utilizacion de un algoritmo de PLC en un PLE s6lo
dard el 6ptimo en el caso de que la solucién que se obtenga proporcione
valores enteros para las variables que lo tienen que ser. En caso contrario,
incluso redondeando los resultados al entero mas proéximo, estos resulta-
dos no nos serviran. Hay un elevado namero de algoritmos especificos
seglin las caracteristicas particulares de cada problema, aunque debe des-
tacarse el uso generalizado de los algoritmos de ramificacion y de acota-
cioén (en inglés, Branch and Bound). Estos problemas, como los siguientes,

no se consideraran en el desarrollo de la asignatura.

3) Problemas lineales binarios (PLB): problemas lineales en los cuales todas
las variables de que constan (problemas lineales binarios puros, PLBP) o
parte de éstas (problemas lineales binarios mixtos, PLBM) son binarias. Las
variables binarias se pueden considerar como un subconjunto de las variables
enteras con la particularidad de que s6lo pueden adoptar los valores 1 y O.
Son muy utiles para modelizar situaciones que impliquen una toma de deci-
sion cualitativa, como colocar (1) o no colocar (0) un semaforo en un cruce,
abrir (1) o no (0) un almacén determinado, comprar (1) o no comprar (0) un
determinado componente, y un largo etcétera. Por norma general, se resuel-
ven como un PLE afladiéndoles restricciones del tipo x; < 1 para todas las
variables que tengan que ser binarias. Si tenemos un PLBP, sin embargo, tam-

bién se puede aplicar el algoritmo de Balas.

Recordad

Las siglas que presentamos

a continuacién hacen
referencia a los diferentes
tipos de problemas lineales
que nos podemos encontrar:

® PLC: problema lineal
continuo.

e PLE: problema lineal entero.

® PLEP: problema lineal
entero puro.

e PLEM: problema lineal
entero mixto.

e PLB: problema lineal

binario.

e PLBP: problema lineal
binario puro.

* PLBM: problema lineal
binario mixto.

Variables enteras

Una variable entera adopta
valores enteros. La existencia
de una sola variable entera
ya implica que el problema
lineal sea entero y, por lo
tanto, tendremos que recurrir
a algoritmos diferentes

de los PLC.

Variables binaries

Una variable es binaria si
adopta Gnicamente los
valores 0 6 1. Un PLB puede
ser tratado como un PLE
con la restriccion de que

las variables binarias sean
enteras e inferioresa 1 o
iguales a 1.
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Problemas particulares de la programacion lineal entera

Lectura

Como casos particulares dentro de la programacion lineal entera podemos destacar dos complementaria
problemas muy caracteristicos:

El desarrollo de los

e El problema del transporte, que de hecho es un PLEP con una estructura muy particu- algoritmos de acotacion y

lar que permite la aplicacién del algoritmo conocido con el nombre de stepping stone. o ramlﬁca’aon, asi como
otros algoritmos especificos,

j lo el de Balas,
e El problema de la asignacion o problema de la afectacion, que es un PLBP también gﬁiszeegllrc)o(ilfrarep;r a5, 5¢

con una estructura muy particular. Para resolverlo se aplica el algoritmo hiingaro, o ejemplo, en la obra
algoritmo de Koning y Egervary. siguiente:

S. Rios Insua (1996).
Investigacion operativa (3.2
ed.). Madrid: Centro de
Estudios Ramoén Areces.
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3. Formulacion de problemas lineales

Aunque, como ya hemos comentado, la investigacion operativa aplica el .
El arte de la modelizacion

meétodo cientifico, hay una parte de éste que se aleja de la ciencia y se acerca

al arte: es la modelizacion. Esta conversion de una situaciéon real en formu- La practica de modelizar
problemas lineales
las matematicas nunca la podemos considerar una cuestién banal, todavia correctamente tiene una
§ . fos . 2 . vertiente de arte por el
mas, le tendremos que dedicar la maxima concentracion posible, dado que, hecho de que requiere
si el modelo especificado es inadecuado, la resolucion sera superflua. El hecho creatividad y experiencia.

de intentar aplicar una metodologia, sin dar ningin otro paso, al caso que
nos ocupa, la modelizacién de problemas lineales, no es suficiente. Hay
aspectos muy importantes en este proceso, ajenos a concepciones cientificas,
de los cuales destacaremos dos, la creatividad y la experiencia:

a) En lo que respecta a la creatividad, queremos destacar el hecho de que
para proceder a modelizar problemas lineales es preciso desprenderse de las
ideas preconcebidas y de los procedimientos mecanicistas. Cada situacion
real es un problema completamente diferente de cualquier otro que se haya
visto con anterioridad; por lo tanto, el hecho de aplicar un estandar dara sin
duda unos resultados no deseados. En definitiva, se trata de conseguir el equi-

librio entre la logica y la inventiva.

b) La experiencia es, como en todo arte, una de las maneras de perfeccio-
narse. Esta idea, aplicada a nuestro contexto, implica la realizacién de una

serie de planteamientos, los cuales constituyen buena parte de este apartado.

3.1. Metodologia de formulacion de problemas lineales

En este subapartado se desgranan las diferentes etapas que, a grandes rasgos,
representa el proceso de modelizacién en problemas lineales. Hay que tener
en cuenta, sin embargo, que el procedimiento que describimos s6lo consti-
tuye un intento de sistematizacion con fines pedagdgicos de un conjunto de
operaciones mucho mas complejas y especificas en las cuales la creatividad
y la intuicién personal tienen, como ya hemos dicho, un papel fundamen-

tal. 0

Identificacion del problema (o comprension)

La primera fase es crucial. De ésta depende que cualquier cosa que hagamos
con posterioridad sea ttil o sea meramente un despilfarro de tiempo y recursos.
Nos tenemos que situar mentalmente dentro del problema, comprenderlo, ver
sus ramificaciones principales, conocer el entorno en que se mueve, sopesar los
diferentes puntos de vista, elegir los datos que sean utiles, decidir cuales se

podran adaptar y cudles no podremos conocer. Se deben conocer los objetivos
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que se persiguen y, en definitiva, hay que tener muy claro qué se quiere hacer
0 a donde se quiere llegar. Si nos situamos en la esfera en que nos moveremos
a lo largo del apartado (y, mas adelante, en los otros moédulos), nos encontra-
remos unas situaciones adaptadas, muy simplificadas, en las que generalmen-
te toda la informacion que se facilita es relevante. En definitiva, son situacio-
nes que podriamos definir como ejemplos de laboratorio, cuyo objetivo tinico
es introducir al estudiante en el proceso de aprendizaje. 0

Identificacion de variables

El paso siguiente para la formulacion de un problema lineal es la identifica-

cion de las variables y de los pardmetros del problema.
Construccidn de restricciones

Las restricciones consistirdn en la formulacién matematica de los acondicio-
namientos y las limitaciones a que nos enfrentamos. Si no conseguimos expre-
sar las restricciones, lo mas probable es que no hayamos identificado correc-
tamente las variables, y habra que volver atras, a la fase de identificacién de
variables. El solo hecho de que no se recoja en una restriccién una limitaciéon

invalidara, con respecto a la préctica, toda la resolucion.
Construccion de la funciéon objetivo

Una vez que se hayan construido las restricciones determinaremos la funcion
objetivo, cuyo valor tenemos que optimizar. Si no conseguimos construir esta
funcién, normalmente es porque no hemos identificado correctamente las

variables, de manera que tendremos que volver atras.
Comprobacion de la coherencia interna

Una vez formulado el problema, es recomendable estudiarlo de manera global,
comprobar que se cumplen todas las restricciones, que la funcién objetivo
representa realmente el objetivo perseguido, que la estructura matematica, a
primera vista, es correcta (no hay restricciones redundantes evidentes, todas
las variables estan enlazadas entre si, etc.) y, en definitiva, verificar cualquier
cosa que nos haga dudar de su correccion. Esta faceta, como es previsible,

mejora con el tiempo, es decir, a medida que se adquiere mas experiencia.

3.2. Aplicaciéon de la metodologia: caso Metales del Ter

Para ver de manera practica la metodologia de problemas lineales que aca-
bamos de explicar, en este subapartado desarrollamos un caso concreto.

Metales del Ter es una pequefla empresa metaldrgica que principalmente pro-

duce la taladradora de los chasis de aire condicionado como subcontratista de

Recordad

Los pasos que hay que seguir
a la hora de formular
problemas lineales son los
siguientes:

e Comprension del
problema.

e |dentificacién de
las variables.

e Construccion de
las restricciones.

e Construccion de la funcion
objetivo.

e Comprobacién de
la coherencia interna.
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una gran empresa. El proceso de produccion es el siguiente: se recogen los cha-
sis de la fundicion, se hacen en éstos unos agujeros y acto seguido se pulen. Para
hacerlo se utilizan tres tipos de maquinas: una taladradora, una pulidora y una
embaladora. Las disponibilidades para mafiana de estas maquinas son de 720,
840 y 350 minutos, respectivamente. Mafiana se pueden hacer dos modelos de
chasis: uno grande y uno pequefio. Un chasis grande requiere cuatro minutos
de taladradora, diez de aseado y cinco de embalaje, mientras uno pequefio
necesita seis minutos de taladradora, seis de aseado y dos de embalaje.

Sabiendo que el beneficio que reporta un chasis grande es de 500 u.m. y que
uno pequeflo proporciona un beneficio de 300 u.m., ;qué cantidad se tiene

que producir de cada uno para que el beneficio total sea el maximo?
La manera de proceder es la siguiente: 0

1) En primer lugar definiremos las variables. Para descubrirlas es ttil pregun-
tarse: ;qué podemos variar (decidir) para conseguir el objetivo? La respuesta es:
la cantidad de chasis grandes y pequefios que hay que producir. Las variables

seran, pues, las siguientes:

e x;: namero de chasis grandes a fabricar.

e Xx,: namero de chasis pequefios a fabricar.

2) Una vez definidas las variables, pasaremos a las restricciones. Lo que nos
tenemos que preguntar es: ;hay alguna limitaciéon que no nos permita fabricar
todo lo que queramos? En este caso tendremos tres restricciones de un mismo

tipo: no podemos utilizar mas recursos que aquellos de los que disponemos.

Asi pues, si x; es el namero de chasis grandes y cada uno requiere unos cuatro
minutos, 4x, serad el tiempo total de taladradora que se utilizard con chasis
grandes, y si le sumamos el de los pequefios (6x,) obtendremos el tiempo total
de taladradora que necesitaremos, que debe ser menor que el tiempo disponi-

ble (720 minutos). Expresado en forma de inecuacion:
4x, + 6x, = 720.

Procederemos de la misma manera con las limitaciones de tiempo de la puli-

dora y de la embaladora:

10x; + 6x, = 840,
5x; + 2x, = 350.

Formalmente, también debemos explicitar que las variables no pueden adoptar
valores negativos (no tiene sentido que haya cantidades negativas de productos):

X1, X, = 0,

y con eso ya tendremos todas las restricciones.
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3) A continuacién pasamos a la funcion objetivo. En este caso se trata de ma-
ximizar el beneficio afiadido de los productos, de manera que sera:

[MAX] z = 500x, + 300x,.

Ahora ya tenemos planteado el problema, que, en conjunto y expresado con

una estructura mas formal, es el siguiente:

[MAX] z = 500x, + 300x,

s.a

4x, + 6x, = 720,
10x; + 6x, = 840,
S5x; + 2x, = 350,

X1, X, = 0.

Antes de continuar la lectura de este
médulo es conveniente que hagais los
ejercicios de autoevaluacion 1 a 6 para
asimilar bien el tema de la modelizacién.




