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Mode
Mode

0S estaticos
ado lineal

ado distribuido

ado no lineal

Modelado compartimental
Modelado variable en el tiempo

Modelado estocastico

Modelado de una sola variable que ocurre
espontaneamente

Modelado de una sola variable en respuesta a una
perturbacion

os variables causalmente relacionadas

Modelado de entrada/salida para contral
Modelado de entrada/salida: Respuesta a impulsos
y deconvolucion

Estrategias de validacion

Validacion de un modelo dnico
- Enfoque basico

Validacion de un modelo dnico
- Cuantitativo adicional
Herramientas para modelos
identificados numéricamente
Validacion de modelos
competidores



Modelado lineal

MODELADO DEL SISTEMA tjemplos

Modelado lineal tl modelo circulatorio de Windkessel
Eiminacian de un solo compartimento
Intercambio de qases
[a dindmica de una extremidad oscilante
Un modelo de requlacion de la glucosa



Modelado no lineal

MODELADO DEL SISTEMA tjemplos

Modelado no lineal tl modelo del potencial de accion
Dindmica enzimatica
Barorreceptores
Control nervioso central de la frecuencia cardiaca



Modelado distribuido

MODELADO DEL SISTEMA tjemplos

Modelado distribuido Intercambio sangre-tejido
Eliminacion hepatica de materiales
Médula renal



Modelado compartimental

MODELADO DEL SISTEMA tjemplos

Modelado compartimental Requlacion del receptor de insulina
Modelado de la accion de fa insulina
Requlacion de fa hormona tiroidea
Modelado del control quimico de la respiracion



Modelado variable en el tiempo

MODELADO DEL SISTEMA tjemplos

Modelado variable en el tiempo Un ejemplo de modelado cardiaco



Modelado estocastico

MODELADO DEL SISTEMA tjemplos

Modelado estocastico Modelado celular
Secrecion de insuling

Modelo de Markov



Modelado datos

MODELADO DE L0 DATOS tjemplos

Modelado de una sola variable que ocurre  Temperatura
espontaneamente Potasio en fa orina
Ritmos gastrointestinales
deries temporales hormonales



Modelado datos

MODELADO DE L0 DATOS tjemplos

Modelado de una sola variable en respuesta  Datos de monitorea de glucosa en el hogar
3 una perturbacion Respuesta a [a terapia farmacologica - Prediccion de
Respuesta del broncodilatador



Modelado datos

MODELADO DE L0 DATOS tjemplos

Dos variables causalmente relacionadas Hormona/hormona y Sustrato/hormona deries
Respuesta del sodio en [a orina a la carga de aque



Modelado datos

MODELADO DE L0 DATOS tjemplos

Modelado de entrada/salida para control ~ Control de la pupila
Control de [a glucosa en sangre mediante insulina

Control de la presion arterial mediante nitroprussido sddico



Modelado datos

MODELADO DE L0 DATOS tjemplos

Modelado de entrada/salida: Respuestaa ~ Estimacion de la respuesta al impulso
impulsos y deconvolucion La Integral de Convolucion
Reconstruccidn de la entrada



Compartimental:

— El sistema puede ser subdividido en un
conjunto acotado de subsistemas (variables
endogenas)

— Sistemas estables
— Existe una ley de cierre o conservacion




Definiciones Compartimento...

« 1948: Sheppard estudia problemas de
cietica quimica y define compartimento

como: “volumen fijo de material
homogéneo”.

o Posteriormente: “Cantidad de algin
material que actua cinéticamente, tanto

s1 esta mezclado como s1 forma parte de
una reaccion quimica O en transporte de
material entre dos regiones.”



Compartimento
definicion actual

Region o volumen cuya
distribucion de
sustancia o energia es
uniforme



Definiciones Compartimento...

I. Cantidad de un material en un espacio

fisico.
x1

II. Diferentes sustancias en un mismo
espacio fisico.

X3




Compartimento: caracteristicas

* Diferentes compartimentos pueden ser

diferentes sustancias, energias, materiales,
etc.

 El transporte de flujo de uno a otro significa
una transformacion que no necesita estar
acompainada de otro volumen, es decir, esta
transformacion puede ocurrir en un

mismo espacio fisico.

 Existe una ley de conservacion de alguna
cantidad (masa, energia o cualquier otra entidad
fisica).



sangre

Farmacologia Ecologia

Otros: Cinética de

Mecanica Reacciones Onimicas.
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* Lo que sale debe ser 1gual a lo que entra
(por unidad de tiempo) > Conservacion
* Lo que hizo al analisis compartimental

particularmente atractivo en ciencias fisicas o
biologicas es su “intuitiva razonabilidad™.




MODELOS
COMPARTIMENTALES

1-MODELO MONOCOMPARTIMENTAL " 2

v'Es el modelo mas simple, por el sentido
unidireccional del ingreso y eliminacion del
farmaco.

v'No hay barreras que dividan al organismo en
compartimientos.

v'Se aplica a farmacos capaces de repartirse

uniformemente por TODOS los  tejidos y e
organos. a) antes de la administracion.
v'Acé el formaco se administra por cualquier b) despuesdelaadministracion
e del farmaco. su distribucion es

v'La velocidad de distribucién es ALTA rapida y uniforme.



MODELOS
COMPARTIMENTALES

2- MODELO BICOMPARTIMENTAL.

v'"Modelo donde hay dos compartimientos el intercambio entre los distintos
tejidos, organos y fluidos es mas LENTO.

v'En este modelo consideramos: compartimiento central y periférico

o

a) antes de la administracion

b) inmediatamente después el farmaco
difunde alos 6rganos bien irrigados.

c) luego se equilibra con el resto del
organismo .




MODELOS
COMPARTIMENTALES

3- MODELO TRICOMPARTIMENTAL.

Se caracteriza por la existencia de 3 compartimientos:

C. central: caracterizada por: Alta perfusion permite la entrada y salida de
farmacos con facilidad.

C. periférico I: formado por los érganos con perfusion intermedia.

C. periférico ll: formado por 6érganos de baja perfusion.

)

antes de la administracion.

inmediatamente después el farmaco difunde
a los 6rganos bien irrigados.

luego se equilibra con el resto del organismo.
la acumulacion continua en los 6rganos alos
que el farmaco se fija fuertemente.
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Diagrama en Bloques del funcionameinto vital de una bacteria
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Diagrama en Bloques del modelo multi compartimental de un animal



o e w— Barreras poideas

@90 o09 Enzimasmetabolzantes

Farmaco en
Forma
farmaceutica
Compartimento
Liberacion 1 periférico (tejidos)
— Distribucién
Particulas
Disolucién 1 -
Compartimiento central Efecto biolégico
Farmaco en b e
solucion Mecanismos
SV : oo A compensadores
proteinas
ABSORCION ~ METABOLISMO EXCRECION REABSORCION LUGAR DE RESPUESTA
Gastrointestinal Activacion Urinaria Renal, tubular ~ ACCION OBSERVADA
Percutanea Desactivacion  Biliar Enterohepatica  Sistemas enzimaticos Terapéutica
Subcutanea Polarizacion Pulmonar o “receptores’ Téxica
Intramuscular Saliva 0 6rganos
Pulmonar

Sublingual, etc



Modelo de 1 compartimento

Absorcién l K ps

Dosis O

Intravenosa

— Volumen V

l |
Kt’.ll\'.' 1 Kﬁ‘i‘t”'

Excrecion Metabolismo

Modelo de 2 compartimentos

Dosis d
Oral

Absorcion 1 Kﬂ

Dosis d
Intravenosa

—

Excrecion

Compartimento
Central

1 Ee' I E.we'r

Metabolismo

Compartimento
Penifénico




Etapas de la modelizacion

ST diseno
. fsl‘»tellll _

ical

expenmental

Modelo Conceptual @
| (MC) \
prediccién

MOdelO Fisico - <— | nuevas hipotesis e
(I‘*'.[[ ) investigaciones
v

Modelo Matematico
(MM)
v

Datos de la

Resolucion o : :
Simulaciéon simulacion




MC — MF: sistemas catenarios

« Los compartimentos estan conectados en
serie y cada compartimento intercambia
exclusivamente con el precedente y con el
siguiente

i@ 0. O @



MC — MF: sistemas mamilares

e Un compartimento
central (madre) estd
rodeado por
compartimentos
periféricos (hijos) que
intercambian
exclusivamente con el
compartimento central



MF — MM: ecuaciones

» Los modelos compartimentales son
normalmente representados mediante
sistemas de ecuaciones diferenciales
ordinarias de primer orden.

(dq
?fl = H{t. G155 qx): a1 (F) = G1.0

dq,
U 0,020 00200 = 0

dq,,
| dt

= (.01 Qs @y ) 05 (1) =y

 Tanto las constantes como las variables son
no negativas

e (Generan sistemas estables



Resolucion o Simulacion

La resolucion puede abordarse de distintas formas:

1. Utilizando autovalores y autovectores:

Casos de entradas puntuales (i(7)=0, en =0) o continuas
constante (i(H)=1).

2. Utilizando la transformada de Laplace:

Cuando las entradas i(7) son variables en el tiempo.

3. Utilizando métodos de simulacion numérica:

Cuando los procedimientos | y ~ son dificiles de utilizar o se
prefiere la simulacion numerica.

4. Aplicacion de térmulas que dan la solucion
directa:

Obtenidas por algunos de los métodos anteriores, a sistemas que
cumplen determinadas condiciones.



Resolucion por autovalores y

autovectores

* El MM (lineal) con el que estamos tratando:

M

(d
6?;1 =k Gy +kpGs o kiygy + 00 (1) =g,
d
j; =K@y + kG by Gy +0,(0); 4, (1) =45
d
% =knq) +kyaGass Ky +05 (s qun(t) =gy,

puede re-escribirse en forma matricial.



Resolucion por autovalores y
autovectores

e Como:

q'() = K q(1) + B(®)

* donde:

— K es la matriz (N x N) de los coeficientes de
trasferencia {k;;}, que los consideramos constantes.

— (D= {q, 95, --,qx}' es el vector columna que indica
la variable en cada compartimento en funcién de 7.

— B(H)= {b,(1), by(?), ..., b(1)}! es la vector columna
que indica las incorporaciones desde el exterior y las
salidas al exterior desde cada compartimento.



Resolucion por autovalores y
autovectores

« La solucion completa, o general, es la suma de la
solucion del sistema homogéneo:

q'(H) =K q()
mas la solucion particular.

* (Cuando los elementos de K son constantes, el
sistema admite soluciones de la forma:

q:veﬂlf

siendo v ¢l autovector y a los autovalores de
K.



Resolucion por autovalores y
autovectores

« Estos autovalores y el autovector de la
matriz K se obtienen a partir de la
solucion de la siguiente ecuacion:

K- allv=0

siendo I la matriz identidad.



Consideremos el sistema masa-resorte representado en la Fig. 1

Figura 1: Sistema masa-resorte
La ecuacion diferencial que describe la dinamica del sistema es:

mz(t) = F —kz(t) — bz(1)




Variables de Estado

Definicion: Las Variables de Estado son variables internas del
sistema, cuyo conocimiento para todo tiempo, junto con el cono-
cimiento de las entradas, permite computar cualquier otra variable

del sistema.

Definicion: El minimo numero de variables de estado linealmente
Independientes, que permiten determinar cualquier otra variable del
sistema es el denominado orden del sistema.




Donde se asumio que el resorte tiene una caracteristica lineal y que
el rozamiento es de tipo viscoso, es decir, la fuerza de roce es

proporcional a la velocidad.

En este caso podemos definir como variables de estado la posicion
y la velocidad de la masa “m”, es decir:

x, (1) =z(2)
X, (1) = z'(1)

Las Ecuaciones de Estado resultan entonces:

(xlr (1) = X, (1) {
i <x2'(t) ~ lF_ﬁxl(t)_éxz(l)




En este caso (sistema lineal), las EE pueden escribirse en forma
matricial

Tt 0 1 lr 410
x, (1) x, (¢)
EE lr - _ﬁ _2 xl (l‘) & i i(ft—)J
sz (t)_J . m m | < 2Y > |m u(t)
X\’Et) ) V7 - el T
Es decir, son de |la forma
EE e

donde: 4 es la matriz de transicion X(¢¥) es el vector de estado

B es la matriz de entrada u(t) es el vector de entrada

IS S



Suponiendo que nos interesan como salidas del sistema la
posicion de la masa “m” y la fuerza de rozamiento, la ecuacion
de salida resulta:

| (1) =x,(¢)
Lyz(t) = bx, (1)

que en este caso (sistema lineal) puede escribirse en forma
matricial

ES 3

_yl(t)— 1 0 _xl(t)_ 0
ES |, 0 b||x,(2) " 0 5@

9 — L du()
Y (1) C X (1) D

= \_ ),




Es decir, la Ecuacion de Salida es de la forma

ES -

donde: C es la matriz de salida
D es la matriz de transferencia directa
Y(t) es el vector de salida
X(r) es el vector de estado

u(t) es el vector de entrada



E|emplo: Consideremos un sistema de 2do. orden representado
por su Funcion Transferencia de la forma

G(s)=— _Y(s) |
s’ +2lw s+’ U(s)

(9)

de donde puede obtenerse la Ecuacion Diferencial Ordinaria (EDO)
que describe el comportamiento dinamico del sistema

V() +20,y O+ o,y =0u@0) @)

Definiendo como variables de estado: X, (1) = y()

|50 =y




Calculemos los autovalores de la matriz A. Debemos hallar las
raices de la ecuacion caracteristica

det(/II—A):O (8)

Es decir:

‘A 0] | O 1
det — : =0
(_O Al |—o, 28w ]

A

= [—
det , =(
w, A+28w, )

AA+2éw,)+@; =0
A +28m A+ @ =0 (9)




Puede verse que las raices de la ec. (9) (es decir, los autovalores
de la matriz A) coinciden con la raices del polinomio denominador
de la Funcion Transferencia del sistema en ec. (5) (es decir, los

polos de la FT).

autovalores de A polos de G(s)

Esto se da siempre que la realizacion en espacio de estado sea
minima, por lo que no existiria cancelacion de polos y ceros en

la FT. En general se verifica:

~autovalores de A 2 polos de G(s)




Resolucion por autovalores y
autovectores

e La solucion del sistema anterior (diferente de la
trivial v =0) para ¢l caso en que los e sean
reales y diferentes conduce a la solucion general:

L agt a, t
q=c¢ Vv,e "' +...+c, Ve

 dondec,, ..., ¢,, son constantes arbitrarias que
se determinan a partir de las condiciones
mniciales.



Ej.1: Sistema catenario elemental

)

— dy 4, (f)_ Aoy 45 (f)

dq,

dt



Ej.1: Sistema catenario elemental

T dy 91(t) +le(f)

—dy 4, (t)_ Ay, 4 (t)
e Supongamos que:
I b}(o):b}:
o q](o):b]:
—q,(0)=0
« entonces: ¢,(¢)=b, e '
a,, b (e_%zf — e_azlf)

—dy + dy,

Cb(f) —



Ej.1: Sistema catenario elemental

1_
0.8/
0.6
: agpz
04/

0.2}

2 4 6 8 10

(para b=l ya, >a,)



Ej. I: Sistema catenario
clemental

\  i=Li#j )



Ej.2: Difusion por Membrana

Consideraciones:

« El volumen de cada compartimento permanece
constante.

« Cualquier sustancia que ingresa a un
compartimento se distribuye
instantaneamente (homogeneidad).

Lejos del punto de saturacion

« La cantidad de materia que egresa por
unidad de tiempo es proporcional a la
cantidad total en el compartimiento
(conservacion).



Ej.2: consideraciones

e La membrana porosa ofrece resistencia al
pasaje de fluido.

* No hay reaccion entre los elementos de
cada compartimento.

« El transporte es pasivo en la direccion del
gradiente de concentracion.



FenOmenos de difusion por
membrana

Transporte
de nutrientes Transporte de
oxigeno
Transporte

Transporte de
desechos

de farmacos



Difusion: definicion

“ L g ~ » La difusién es un proceso
.:} Sl por el cual diversas
o~ 1% 3 particulas materiales se
"’1 b ! introducen en un medio.
A F
¢ - 'L(- * LEsto aumenta la entropia
- del sistema conjunto, siendo
"ﬁu o E F ‘*\' un proceso fisico
o L il g irreversible.
e e
"» ‘,E - * Normalmente los procesos
™ E‘; - __f; de difusion estan sujetos a la
LA Ley de Fick.




Difusion: Ley de Fick

 En honor del médico

aleman Adolf Eugen
Fick (1829-1901).

 Estudio la difusion y
osmosis de un gas a
traves de una
membrana.

e En 1855 derivo sus
leyes de la difusion.



Difusién: Ley de Fick

» El paso aleatorio de las

moléculas se lleva a cabo
desde las regiones con mayor
concentracion hacia las de
menor concentracion.

» El flyjo de sustancia ira en el
sentido opuesto del gradiente

de concentracion (en las
soluciones el disolvente se mueve en el

sentido del gradiente).



Difusidon: casos

* Libre. Jooloe,
79

e Por membrana: 2P0 |
—Biologica. o © o

00
s % () .
— Artificial. Yel® o




Membranas bioldgicas: células y epitelios

Una membrana
permeable puede
permitir el paso
selectivo de

particulas o gases. i [
La difusion es SO oot §
frecuente como ° | esm g 0
forma de transporte 0G0 Ui
entre las c€lulas. NS e e
= ol 9 |



Ley de Fick

« Ley de Fick (para flujos pequefios): ¢ nimero efectivo de
particulas que atraviesan en la unidad de tiempo un area A
perpendicular a la direccion en la que tiene lugar la difusion

siendo D el coeficiente de difusion de la especie de
concentracion ¢ y dx es el espesor de la membrana.



Ley de Fick en compartimentos

* S1 suponemos volimenes constantes y distribucion
homogénea (y el resto de las condiciones anteriores):

dq. dc DA| qg. 4,
=—DA—=— L=k g —k.qg
dt dx  dx [VI vj] N
k?! / —

a q ] .Jll
/ +— J
\.W,x’ ki e



Ej.2: difusion por membrana

i(l) ol l(I)OJ




Otros ejemplos...

Intercambio de gases 1nertes en la
respiracion de los mamiferos

Competencia de Gases
Anestesia por mhalacion
Isotopos trazadores

Transporte de O2 en la Microcirculacion
Cerebral




Redaltadod de modefod compartimentadod

e (onsta de un ndmero finito de compartimentos

e ubsisternas homogéneas, bien mezclados y agrupados

* cinticamente lo mismo

* Intercambio entre nosotros y con el medio ambiente

o s transferencias entre compartimentos representan el Tlujo de materia

e [asa de cambio de la cantidad de material en cada compartimento descrita por el ODE de primer orden

o Principio de equilibrio de masa



Ambitos de aplicacion de (od modefo
cov_nfowfmwni ado)

e utiliza ampliamente en-

~Farmacocinética y anestesia {cintica de farmacos)

~Biomedicina/ Control Biomedico (Tumar Targeting)

- disternas de reaccion quimica {cadenas enziméticas, reactores nucleares)

Ademés:

~Ingenierfa tléctrica {distemas aqrupados de fineas de transmisian, filtros, redes de escaleras)
~tcosistenas (Modelos Eolagicos)

~Lomputacion Neuronal (Redes Neuronales)

~Industrias de Procesos (Modelos de Caja Negra)



24 Compartmental Model of Drug Distribation
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Q2= 50 3 0y = 5000
T y— o[ 38 g
Qy _5:||]:| 5 550 ¥
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FIGURE 1.1

A pereralized mufticompartment (24) model of the human body o sl dug

distrmbuticn in the: body.

The pembers in e compariments epresent volumes in millliers. The numbers an the Enes sre fow raies in mldmin.

FIGURE 13 A multicomparimental mode!
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for the clearumce of inhaled insoluble parSicies
from the beng. [Reproduced with permission from Starm (2007).]
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140 Cl=1, C2=0.09
L*0.05, R=1000 P(t)= Ajexp(—Ax) + Asexp(—Asf)cos(Ast+Ag)
120 Ri=110, R3=d0, AE=3 L) ] |
w 10 A1=1, A320, AE=15 m b A B
% < Y(1) = ay exp(-ant) + a3 exp(-agt) cos(ast - ag)
% 80 - Gy Cy=_ A
=
& o0 ———— =
a 7 ~<.
40 AI=77, A3=20, AB=1S T~ ~_
20
4 P T— } i i : t t . 1
0.00 0.20 0.40 0,60 0.80 1,00

TIME (diastole)

R
+ 1/1C,)dP,/dt + 1/(RLC,C,)P, =0 —\QO_O/—
e
’ . L
d3P,/did + 1/(RC,)d2Py/di + (1/1C, . 1
C Cs R

+ 1/1C,)dP,/dt 1/(RLC,C5)P, = 0




DENTIFCACION ... [0

DE '_OS | 4 Sistema
PARAMETROS ™ ® —
DE UN MODELO R eomen I et
-VALIDACION - I




La expresién anterior representa en el espacio generado por los coeficientes ot y B
un hiperparaboloide de p + m +1 dimensiones que posee un minimo absoluto en ¢l punto
dado por
i
B; =B 0<jsm

a; =a 1<i<p

El problema de estimar los coeficicntes se reduce a calcular los coeficientes o y B
que minimizan el error cuadratico &.

El error entre la salida del sistema fisico y modelo:

€, =¥Yn— Wn
como el sistema sera;

p m
¥u = Eai *Yn-i +EBj'xn-—j

i=1 i=0
P , m !

en =2 (0 —;) Yoi + 2, (B = Bj) Xq;
i=1 =0

El error cuadratico medio (ECM) es una magnitud positiva que se indica como
2
£ =E(ey)

Método de resolucion directo

Los métodos de resolucion directa consisten en calcular ¢l punto en que se anulan
todas las derivadas parciales del error cuadratico medio.

2% .
% _o l<i<p
oo

14
—@L:O 0<j<m
o,

Dado que la funcién & no posee maximos para los valores finitos de o; y B; la

solucion de las ecuaciones conduce al minimo deseado. Si setrata de un proceso

cuasiestacionario, debe emplearse con cautela el concepto de ergodicidad estimando la

esperanza matematica de ECM como una suma temporal dentro del periodo de

estacionareidad del proceso. El calculo debe repetirse periodicamente.



.r.o de gradiente mediante el método de Newton:

£ e consiste en descender sobre el hiperparaboloide de ECM siguiendo la di. ¢
v sta por el método de Newton-Raphson para la determinacion de una raiz y por a
,r ana sencilla transformacion, el minimo:

f(x)

f(x0)

f(x1) |+




*f(?‘n)

X|=Xq— 7
f (xp)
X4l = Xk — f:(xk) k=0,1,...
f (xx)
La convergencia depende del valor inicial y de la naturaleza de f(x). S1 ahora
tomamos
f(x) =& (x)
en vez de un cero se tendra un minimo y
w500 1<i<p
& (x)
ﬂ;”l—ﬂ‘;‘—u*&.,(x) 0<j<m



A = A+ (=Vy)

Donde ¢l supraindice indica el orden de iteracion.

I<i<p

n+l 'ﬂq +2-p€q ¥Yni
ﬂml “B?"‘z'l"'en‘xn-l

Zal ?nwl_zﬁj Xn-j

i=1




Superficie de perfomance del error cuadratico

<0

---------




Un ejemplo de actuafidad

MODELOS MATEMATICOS
COMPARTIMENTALES EN EPIDEMIOLOGIA

El estudio de los brotes epidémicos y sus posibles causas se remonta a la Grecia
clasica: Hipdcrates (459-377 a.C.) escribid que el temperamento de las personas, los
habitos y el medio ambiente que las rodea condicionan el desarrollo de una enfermedad.
Sin embargo, el abordaje matematico no se producird hasta el siglo XVIIl. En 1760, el
médico y matemadtico D. Bernoulli (1700-1782) presentd un modelo matemaético para
evaluar la efectividad de la variolacion como técnica de prevencién contra la viruela,
formulando y resolviendo su conocida ecuacidon diferencial y evaluando los resultados en
términos de las medidas de control adoptadas.

La transmision de una enfermedad es un fenédmeno complejo en el que intervienen
numerosos factores: el entorno del patégeno y sus huéspedes, la poblacion expuesta, la
dindmica de ésta... La epidemiologia matemdtica pretende modelizar la implantacion y
expansion de los patdgenos en una poblacion dada.

Gracias a los trabajos de L. Pasteur (1822-1895), R. Koch (1843-1910) y otros, se
conocieron los mecanismos de transmision de una enfermedad, lo que permitié desarrollar
teorias matemadticas adecuadas para explicar los procesos de propagacion. La primera
contribuciéon importante, debida a W. Hamer (1906), se conoce como ley de accién de
masas y expresa que la tasa a la que se propaga una enfermedad es proporcional al
nimero de individuos susceptibles de contraerla, multiplicado por el nimero de
infecciosos. R. Ross (1911), como consecuencia de su trabajo sobre el ciclo completo de la
malaria humana que le valié el premio Nobel en 1902, formuld el principio de accién de
masas para un modelo continuo. Poco después, Kermack y McKendrick (1927)
establecieron el teorema del umbral, el cual postula que la introduccion de un individuo
infeccioso en una comunidad no dara lugar a un brote epidémico a menos que la densidad
de la poblacién susceptible exceda cierto valor critico.



Segun la OMS, “la epidemiologia es el estudio de la distribucion y los determinantes de
estados o eventos (en particular de enfermedades) relacionados con la salud y la aplicacion de
esos estudios al control de enfermedades y otros problemas de salud”. Constituye una parte
importante de la medicina preventiva e integra los métodos y principios de ciencias como
medicina, matematicas, estadistica, demografia, sociologia y salud ambiental, para estudiar la
salud y controlar las enfermedades en grupos humanos bien definidos. Sus objetivos son:

e |dentificar las causas de la enfermedad y los factores de riesgo que aumentan la
probabilidad de enfermar.

e Determinar la extensién de la enfermedad.

e Estudiar la historia natural de la enfermedad y su prondstico.

e Evaluar nuevas medidas, tanto preventivas como curativas.

e Detectar cambios en la frecuencia de enfermedad en las poblaciones, identificando a
subgrupos en una poblacion con alto riesgo de enfermar (nifos, embarazadas,
polimedicados, pacientes con algun tipo de insuficiencia).



El problema fundamental en epidemiologia se puede resumir de la siguiente manera:
uno o mas infectados son introducidos en una comunidad de individuos con cierto grado de
susceptibilidad a la enfermedad en cuestidn. Esta comienza a propagarse de los individuos
infecciosos a los susceptibles. Los primeros dejan de serlo debido a que se recuperan o
fallecen, y el nUmero de personas que no son afectadas por la enfermedad va disminuyendo.
Finalmente, después de un periodo de tiempo, la epidemia cesa. Cabe preguntarse si ésta se
detuvo debido a que ya no existen individuos susceptibles o por la interaccion de varios
factores, como facilidad de transmision del agente infeccioso, recuperacién del huésped y
mortalidad, en cuyo caso todavia quedan muchos individuos susceptibles.



Nacimientos
con
inmunidad

Nacimientos
sin
inmunidad

| !
0—B—0—0—0
! ! ! ! !

Fallecimientos

Fallecimientos

M: Individuos inmunizados

Fallecimientos

S: Individuos susceptibles de padecer la enfermedad

E: Individuos expuestos a un determinado patégeno

Fallecimientos

I: Individuos infectados

Fallecimientos

R: Individuos que se han recuperado




Modelo

Descripcion

Diagrama de flujo

Ecuaciones diferenciales

Se consideran nacimientos a lo largo del tiempo,
SIS con L . L S
nacimientos existiendo asi una renovacion de individuos as S N " = gs] " ’

v susceptibles a la enfermedad. Los individuos dt —BSI+u(N = 5) +vI, dt BSI—yI—n

muertes

mueren por la enfermedad o de forma natural.
SIR con

. Ampliacién del modelo SIR teniendo en cuenta ds dI dR
— = — — = — — —_—= —

nacimientos y nacimientos y muertes. H n - ﬂ dt BST+p(N =5), dt ST =yl —ul, dt vi—uR
muertes

Extensién del modelo SIR, donde los individuos ds di dR
SIRS recuperados pierden la inmunidad y vuelven a ser ﬂ = n =) ﬂ =) H —=—BSI+fR, —=pBSI—yl—ul, —=yl—uR—fR

susceptibles. dt dt dt

Aparece la clase de individuos expuestos E, en los

que la enfermedad se encuentra en un periodo de — =B —BSI—uS +vyl, — = BSI — (¢ + K)E,
SEIS incubacién durante el cual no pueden infectar a n = ﬂ = n = n de dl dt

otros. Ademas, los enfermos nunca devienen prie eE—-(y+wI

inmunes.

. L — =B — BSI —uS, — = BSI — (¢ + WE,

SEIR Es igual que el modelo SEIS, pero con poblacién — —_ = dt dt

recuperada. dl E—( )N I~ 4R

. . P dM S

Se tiene en cuenta urf nueva- clase dellndlwc.iuos O B—sMs—uM, & _ sMS — BSI — S,

M, formada por los nifios nacidos con inmunidad dt dt
MSIR : . . = = =

pasiva que tras un tiempo la pierden y son dR

susceptibles de padecer la enfermedad. 2t = BST—vI—ul, Y- HR

. . aM

Modelo derivado del MSIR, en el cual existe un It =B —8MS — uM, I = 8§MS — BSI — uS,
MSEIR periodo de latencia entre el de susceptibilidad y el m = n = ﬂ = n = ﬂ IE

infeccioso. — =RBS] — E — —=¢E — I — =yl —uR

p = BSI—(+wE  =eE-+ul, o =yl-p

Similar al MSEIR, pero donde la inmunidad en la
MSEIRS clase R es temporal y los individuos acaban m-’n-fﬂ -’n-’“ -’n Cf. Weber, Weber y Milligan (2001)

retornando a susceptibles.
M: Poblacién infantil con inmunidad pasiva. t: Tiempo p: Tasa de contagios (probabilidad de que una persona enferme al estar en contacto con un infectado).
S: Individuos susceptibles. 1/y: Tiempo promedio de infeccién (para un M Tasa promedio de defunciones (probabilidad de que un individuo infectado muera debido a la enfermedad).
E: Individuos expuestos y en latencia. solo individuo). f: Tasa promedio de pérdida de inmunidad en individuos recuperados.
I: Individuos infectados. &: Tiempo promedio de inmunidad temporal. B: Tasa promedio de nacimientos.
R: Individuos recuperados con inmunidad. 1/&: Tiempo promedio de incubacién.
N: Poblacién total.




Enfermedad microparasitaria. La enfermedad es causada por un virus (por ejemplo, el sarampidn), una bacteria
(por ejemplo, la tuberculosis) o un insecto (por ejemplo, la malaria). La caracteristica basica es que un individuo
o esta enfermo, o esta sano.

Enfermedad macroparasitaria. La enfermedad es transmitida por un gusano (por ejemplo, la tenia o lombriz
solitaria), o un artrépodo (por ejemplo, la pulga). En tales casos, es relevante el grado de adquisicion de la
enfermedad.

Enfermedad endémica. Es aquella que persiste todo el tiempo en la poblacién.
Epidemia. Brote temporal de una enfermedad mayor de lo usual en una poblacidn.

Incidencia. NUmero de casos nuevos de una enfermedad durante un periodo de tiempo especifico. La incidencia
muestra la probabilidad de que una persona en esa poblacidn resulte afectada por la enfermedad.

Infectividad. Capacidad de un agente patdgeno (bacteria, virus...) para invadir un organismo y provocar en él
una infeccién. Viene dada por la expresidon

(n2 infectados / n° susceptibles) x 100.
Intervalo de serie. Tiempo transcurrido entre la aparicion de la enfermedad en un caso y el siguiente.

Namero reproductivo bdsico o intrinseco R. Es el principal parametro utilizado en epidemiologia y se define
como el promedio de infecciones secundarias producidas por un individuo durante su periodo de infecciosidad,
en una poblacién de susceptibles. Si Ry > 1 se producird un brote epidémico, mientras que si Ry <1 la
enfermedad acabara por desaparecer. Si Ry = 1, cada individuo se reemplazard a si mismo y no se producira
epidemia.

Prevalencia. Nimero total de individuos infectados en un tiempo dado. Se relaciona estrechamente con los
costos de la epidemia.

Tasa de reproduccion efectiva R,. Es igual al producto de R, por la fraccién de individuos susceptibles de la
poblacién:

S
RE‘ = Roﬁ,

donde S es el nimero de susceptibles en un instante dado y N el tamafio de la poblacién. El valor de R,
dependera de las caracteristicas epidemioldgicas de la enfermedad y de la poblacién. Para una poblacién y una
enfermedad particulares, Ry toma un valor constante. En cambio R,, por depender del nimero de susceptibles,
es una variable que cambia con el tiempo, aun para una misma poblacién y enfermedad.

Umbrales. Son valores criticos de variables como la tasa intrinseca de reproduccién, la densidad de la poblacién
susceptible, o la densidad de |a poblacién vector, que deben ser rebasados para que ocurra un brote epidémico
en la poblacidn o una enfermedad permanezca de forma endémica en la comunidad.




Modelos matematicos epidemioldégicos

Existen dos grandes tipos de modelos matematicos epidemioldgicos: deterministas y
estocasticos. En un modelo determinista es posible controlar todos los factores que
intervienen en el estudio del fendmeno, y predecir sus resultados con exactitud; bajo este
modelo, un solo sujeto causa una epidemia generalizada. En un modelo estocastico no es
posible controlar todos los factores concurrentes, de manera que los resultados no son unicos,
sino que cada uno se genera con una probabilidad determinada y, por lo tanto, existe la
posibilidad de que la epidemia se extinga. Los que consideraremos en este trabajo seran de
tipo determinista.



Persona—Medioambiente = Reservorio—Vector
Persona—Persona Reservorio—Persona
Medioambiente—Persona Vector—Persona
sarampion
varicela .
arbovirus:
aperas . .
pap fiebre amarilla
rubeola
Virus . dengue rabia
viruela "
(tipo SIR) ) encefalitis hantavirus
ripe .
grlp fiebre de la garrapata
oliomielitis ) .
P fiebre pappataci
herpes . . .
P virus del Nilo occidental
VIH/SIDA
SRAG/coronavirus
gonorrea
tuberculosis ) . :
: fiebre tifoidea brucelosis
Bacterias .
. neumonia , peste ]
(tipo SIS0 colera " dad de L tularemia
meningitis . . enfermedad de Lyme .
SIRS) J enfermedad del legionario antrax
estreptococo
tos ferina
paludismo/malaria
tripanosomiasis:
africana/enfermedad del
. o . suefio
Protozoarios | sifilis amebiasis
americana/enfermedad
de Chagas
en animales/nagana
leishmaniasis
esquistosomiasis
Helmintos dracunculiasis filariasis triquinosis
oncocercosis
encefalopatia
espongiforme
bovina/enfermedad de las
Priones kuru vacas locas

variante de la enfermedad
de Creutzfeldt-Jakob/
prurigo lumbar




Modelo
Sl
SIS

SIR

Enfermedades que modeliza
Enfermedades viricas que causan infeccidn vitalicia, como el VIH.

Enfermedades que no confieren inmunidad tras la infeccion, como las
producidas por agentes bacterianos (meningitis meningocdcica, peste,
enfermedades de transmision sexual) y protozoarios (malaria, enfermedad
del suefio).

Enfermedades viricas en las que una vez infectado el individuo adquiere
inmunidad vitalicia, como el sarampidn, la rubeola, las paperas o la viruela.




Enfermedad infecciosa

Virus de inmunodeficiencia
felina (VIF)
Rabia

Moquillo de la foca
Tuberculosis

Gripe

Enfermedad de pies y boca
Viruela

Rubeola

Varicela

Sarampion

Tos ferina

Huésped

Gatos domésticos

Perros (Kenya)

Focas
Ganado

Humanos

Granjas de ganado (UK)
Humanos

Humanos (UK)
Humanos (UK)

Humanos (UK)
Humanos (UK)

1.1-15

2.44
2-3
2.6

3-4
3.5-45
3.5-6
6-7
10-12
16-18
1618
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Sin distanciamiento
social

A una tasa constante de transmision de
RO = 2.2, el pico de hospitalizaciones
superaria las 250.000 aproximadamente a
los 2 meses de la deteccién del primer
caso

Hospitalizados [ Infectados
Expuestos

800,000
700,000
600,000
500,000
400,000
300,000
200,000

100,000

50 100 150 200

Distanciamiento social
medio

Suponiendo una disminucién en la
transmision del 25%, lo que llevaria el R0 a
un valor de 1.65, observamos que el pico
de hospitalizaciones es aproximadamente
160.000 pero se da luego de los 3 meses

Hospitalizados [ Infectados
Expuestos

450,000
400,000
350,000
300,000
250,000
200,000
150,000
100,000
50,000

0

1 25 82 79 109 143 177

Get the data « Created with Datawrapper

http:// pasteuruy/ monitor-covid-19/simulaciones html

Distanciamiento social
fuerte

Si la transmisidén se baja un 50%, es decir
aun RO de 1.1, el pico de hospitalizacidn
seria aproximadamente 10,000 pero se
daria recien luego de més de 1 afio de
comenzada la epidemia

Hospitalizados [ Infectados
Expuestos

30,000
25,000
20,000
15,000
10,000

5,000

500 1000



Resumen. La pandemia de la COVID-19 que azota al mundo globalmente, en nuestro
pais surgio, aproximadamente, en los primeros dias de marzo. Como consecuencia se
tomaron una serie de medidas, en particular aquellas ligadas al distanciamiento social,
lo que en teoria disminuye la velocidad de contagio. En este trabajo utilizamos un
modelo de compartimentos de tipo SEIR para modelizar la epidemia. Este modelo
habitualmente predice crecimiento exponencial del numero de infectados. La
observacion de ese nimero en Uruguay muestra una evolucion mds parsimoniosa.
Usando una aproximacion lineal de las ecuaciones diferenciales, suponiendo que una
primera etapa el nimero de susceptibles permanece mds o menos constante, se puede
ver que los diferentes compartimentos juegan un papel para el crecimiento de los
infectados, algunos asociados a exponentes positivos o nulos y otros a exponentes
negativos.



=2 = Bi, () +ubi,, () —e(?

n" )
=2 = lge (f)—-l-;d ()

e = 1 (1-a)e (N —4i, . ()

"0~ L, 0+ 1,0

(con la fraccion de susceptibles s (f) ].

Si bien, el problema de indeterminacién de parametros sigue presente, podemos
utilizar en este caso que la solucion general de sistemas de ecuaciones diferenciales
lineales es conocida y toma la forma de suma de exponenciales. Esto es asi, en la
medida en que los parametros permanezcan aproximadamente constantes en el
tiempo (al menos en una ventana razonablemente acotada). Por ejemplo, en cualquier
modelo con cinco compartimentos, de los cuales tres representan tipos de individuos
que estan cursando la enfermedad, la fraccion de individuos infectados documentados
sera la suma de tres exponenciales:

iy () = ayexp (M) + ayexp (A1) + azexp (A1)



¥ = ar

cuya solucion general conocemos de sobra:

z(t) = ce™

Extrapolando esta idea a sistemas generales de dimensién n, podriamos pensar que una
matriz fundamental de soluciones del sistema ' = Ax es

X (t) =€,
y que, en consecuencia, la solucién general del sistema es

z(t) = e



Frecuentemente se suele suponer que en los estadios iniciales de un brote epidémico
uno de los compartimentos domina y por lo tanto el niumero de infectados se comporta
de acuerdo con una unica exponencial. Esto no corresponde con los datos observados
en el Uruguay

Se puede asumir gue la dinamica de cualquiera de los compartimentos de la poblacion
es linealmente dependiente del estado de cada uno de los compartimentos que
componen la poblacion dentro de periodos acotados de tiempo

Esto determina una dinamica exponencial (creciente o decreciente) a lo largo del tiempo.
Cuando todos los individuos de una poblacion participan de forma suficientemente similar
en la dinamica o cuando ésta se explica esencialmente por el comportamiento de un
subgrupo de la poblacion, entonces la dinamica del sistema sigue un régimen
exponencial.



Ajuste con a.e”'’, ’=0.877
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Figura 1: Ajuste con una unica exponencial del nimero de infectados documentados f.:f {t} 58

ignoran en esta figura el nimero de testeos realizados por duplicado (el efecto de dichos casos fue
testeado también sin efectos significativos en los exponentes ajustados). Se sefialan los parametros de
ajuste obtenidos en un intervalo de confianza del 90%. La zona sombreada corresponde a ajustes con un
margen de confianza estadistico del 90%.



Ajuste con ae” '+a,e®’, F=0.982

300 "--_l-'t‘
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Figura 2: Ajuste con dos exponenciales del nimero de infectados documentados iﬂr (I} Ver
comentarios Figura 1. 5e observa que el coeficiente de correlacion del ajuste mejora con el ndmero de
exponenciales pero, al mismo tiempo, la precision de estimacion de los parametros individuales empeora
cuando se incluyen mas de tres exponenciales.
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Figura 3: Ajuste con tres exponenciales del numero de infectados documentados iﬁ. (f} Ver
comentarios Figuras 1y 2.



i=4
Ajuste con Za,-e':"f, =0.996

I=1

300 .
250
200 1
% ‘150: -0.063 0.094
" 100 -
50_ cd -0.52 33

5 10 15 20 25 30 35
n° de dias desde el 13/03/2020 Figura

4: Ajuste con cuatro exponenciales del nimero de infectados documentados 1 (f). Ver comentarios
Figuras 1y 2.



Anexo: Espacio de estado

Espacio de Estados
Comencemos con unas definiciones formales sobre lo que son las variables de estado en los sistemas de
control:
*El espacio de estado es una forma de representar un sistema dindamico en funcidon de n ecuaciones
en diferencia
*Variables de Estado: son el conjunto mas pequefo de variables que determina el comportamiento
dinamico de un sistema.

Partiendo de |la premisa que todo sistema dinamico lineal (LTl), podemos representarlo como un bloque
(Caja Negra) el cual posee un numero de entradas y salidas como puede verse a continuacion.

Entrada Salida
— SISTEMA EEE—




No obstante, esta representaciéon de caja negra, no nos dice mucho al respecto de |a evolucidon que tendra el sistema con el
tiempo al momento de perturbarlo con una senal en la entrada.

Para eso existen diferentes formas de modelar el comportamiento de todo sistema, que puede ser a traves del dominio
transformado de Laplace usando Funciones de transferencia, puede ser a través del dominio de la frecuencia usando
el Diagrama de Bode, o en este caso usando la representacion de variables de estados.

Las salidas del sistema puede estar conformado por un conjunto de respuestas a las entradas.
Asi, internamente, podriamos decir que el sistema o el modelo esta conformado por unas variables de estado.
Dicho esto, el sistema anterior, puede ser desglosado como:

Variables de
u, (k) > Estado — y; (k)
u, (k) > /ﬂk —b Y/, (k)
usz (k) > X, (13\ > 3 (k)
(k) o[ B0 30
(k) o\ e ()



https://controlautomaticoeducacion.com/analisis-de-sistemas/funcion-de-transferencia/
https://controlautomaticoeducacion.com/control-realimentado/1-diagrama-de-bode/

El modelado de sistemas en el espacio de estados es muy comun en diferentes ingenierias, como ya lo comentamos
anteriormente.

Por ejemplo, si tuviésemos dos tanques en cascada, con los que se muestran en figura, en los que se quisiera controlar el
nivel del segundo tanque (H2) con el flujo de entrada que ingresa al primer tanque (gin), en el enfoque clasico solo se

utilizaria, como informacion para el control, el nivel del segundo tanque, pero,
¢por que no usar la informacion sobre el nivel del primer tanque que también es fdacilmente medible?




La funcidn de transferencia del tanque 2 para controlar la altura H2, la cual es representada por:

W) _ K
G(s) = Qin(s) Ai(s+ K3)(s + K1)

las constantes 4;, K; ,i=1;2; 3, estan asociadas a las areas de los tanques y a las aperturas (orificios) de salida del
liquido.

En la teoria de control moderno aparece la representacion en variables de estado o espacio de estados.

Donde el sistema de tanques los podemos representar, basandonos en las ecuaciones diferenciales de primer
orden que relacionan flujo y nivel en cada uno de los tanques, de la forma:

dhéft) = iqm(t) — K1h1(2)
dhs ()

= Kohi(t) — Kaho(t
7 oh1(t) — K3hs(t)



Si se definen los estados empleando la siguiente notacion:

1 (t) = hl (t)

b1(t) — dh;t(t)

9 (t) = hz (t)

ba(t) — dh;t(t)

u(t) = gin(t)

Se procede a reemplazar en las ecuaciones diferenciales cada uno de los estados definidos anteriormente. De
esa forma nuestra ecuacidon queda representada como:

i1(f) = ;u(t) _ K ()

:i?g(t) = Kza:l(t) — Kgﬂ:z(t)



Las dos ecuaciones diferenciales de primer orden mostradas anteriormente, pueden ser representadas en
su forma matricial de la siguiente forma:
Donde |la ecuacion de estados es:

1

Ci:l o —Kl 0 1 —
ol w4

Y la ecuacién de salida del sistema (en este caso la altura del tanque 2):

=l 0[]

Las dos ecuaciones anteriores son las variables de estado del sistema de los dos tanques en cascada, sin
embrago dicha representacidon en espacio de estados puede ser simplificada como:

&(t) = Az(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t) + Du(t)



Variables de Estado Tiempo Discreto
La representacion de un sistema dinamico en espacio de estados de forma discreta, no varia mucho, y
es representada de la misma forma, solo que con las sefiales en tiempo discreto:

z(k + 1) = Az(k) + Bu(k)
y(k) = Cz(k) + Du(k)

Diagrama de bloques en Variables de Estado

A partir de las ecuaciones de las variables de estado podremos representar el espacio de estados a
diagrama de bloques:

D
i s x(t) f x(t) c Cl
u(t) ; y(t)
A e

Las ecuaciones en variables de estado pueden ser representados por este diagrama de bloques.



Variables de Estado

Las variables de estado o espacio de estados son la representacion de cualquier sistema o proceso
empleados por |la teoria del control moderno. Este tipo de representacidon en variables de estado brinda
mucha mas informacion dinamica del sistema, y si estas interesado (a) en conocer mas sobre el espacio
de estados, tenemos una entrada que explica al detalle las diferencias y el porque usar variables de
estado en control.

Como concepto basico, podemos ver que la representacion en espacio de estados es representado

matricialmente por 4 elementos

#(t) = Az(t) + Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(?)

*A= Matriz dindmica
*B= Matriz de control
*C= Matriz de lectura
D= Matriz de paso


https://controlautomaticoeducacion.com/sistemas-dinamicos-lineales/variables-de-estado-espacio-de-estados/
https://controlautomaticoeducacion.com/sistemas-dinamicos-lineales/variables-de-estado-espacio-de-estados/

Transformando Laplace: sX(s5)— X(0) = AX(s) + BU(s)

Y(s)=CX(s)+DU(s)
Factorizando X(s) en la (39)
(sI-A)X(s) =X(0)+BU(s)
multiplicando por la izquierda ambos miembros de esta tiltima ecuacioén por (sI—A)™

g.S‘I —A)'(sI— A)X(s)=(sI- A)'X(0)+(sI-A)'BU(s)

X(s)=(sI-A)"'X(0)+ (sI - A)"'BU(s)

h
respuesta a los estados respuesta a la entrada
U(s)=0 X(0)=0

sustituyéndose X(s) en la (40), tendremos

Y(s) = C(sT— A) ' X(0) + C(sI - A) 'BU(s) + DU(s)

salida ca;X(t})a&D salida ca;U(s)a&O

Antitransformando Laplace: » U(s)=0 » X(0)=0

L™ [(SI - A)’]] =g
De esta forma, se pueden expresar las ecuaciones
X(s) =L (e*)X(0)+L (e*)BU(s)
Y(s)=CL (¢*)X(0)+CL (e*)BU(s) +DU(s)



Relacion entre las ecuaciones dinamicas y la matriz respuesta al impulso

Tomemos ahora la transformada de Laplace de la representacion por variables de estado

Y(s)=[C(sI-A)"'B+D]|U(s)
De ésta ultima obtenemos

G(s)=[C(sI-A)'B+D]

la “Matriz Funcion de Transferencia” del sistema definido por (24) y (25), la cual es una matriz
racional propia y gobierna la respuesta de estado cero. Esta ultima es la transformada de Laplace de

la Matriz respuesta al impulso dada por

G(1)=Ce*B+DJ(1) .



Obtener el modelado del motor de corriente continua de campo fijo que se
muestra a cuaciones i en el espacio de estados, considerando para ello que
R, L son la resistencia y la inductancia del motor, J el momento de inercia del
robot, B el amortiguamiento viscoso y K, v K;, constantes eléctricas del motor

Para obtener la cuaciones 10n interna se tienen que considerar las distintas

cuaciones del sistema. Como se sabe, en un motor de campo fijo (o controlado
por inducido) se considera que iy es constante. por lo que el par desarrollado por
el motor dependera de la intensidad i(7):

7(t) = K,i(t)
dicho para debe vencer la inercia y la friccion del sistema:
7(t) = Ja(r) + Baw(t)
donde wes la velocidad angular del motor. Trabajando con dicha ecuacion:

wm:f?—ﬁwm=§ﬁm—ﬁwm

La tension de control U(?) aplicada generara una intensidad #(f) que provocara
el giro del motor:

U(t) = Li(t) + Ri(2) + ¢, (1)
donde ep(?) es la fuerza contraelectromotriz:
e, ()= K,a(t)
A partir de estas dos ultimas ecuaciones:

U(t) = Li(1) + Ri(2) + K,o0(t) = i(1) = iU (t)— i{f(f) — IE—” a(t)




Las ecuaciones de estado y salida del sistema se pueden obtener consi-
derando que las variables de estado del sistema son la intensidad v la velocidad
angular del motor:

s {;(?)}

por lo tanto la ecuacion de estado sera:

_ e 1
{f_(r)}z I {’(’)}+LU@)
on) | K _B|le0] |
J J

La ecuacion de salida depende, como no podia ser de otra forma, de las
salidas que tenga el sistema. En el caso del motor lo mas logico es considerar
que la salida sera la velocidad del eje del motor. Asi:

yn=[0 1] {;f(rf))} +0U(7)

Una de las principales ventajas que presenta la representacion interna reside
en la potencia de modelado de sistemas que tiene. Por ejemplo, si consi-
deramos que la salida del sistema no es la velocidad sino la intensidad del
motor, lo Unico que cambiaria de la representacion interna seria la ecuacion de
salida:

yn=[1 0] {;((?)} +0U(7)

Con la representacion interna es muy simple obtener el modelo de sistemas
con mas de una entrada y/o salida. S1 por ejemplo consideramos que el sistema
tiene dos salidas (la intensidad y la velocidad) lo tinico que cambiaria en el
modelo seria la ecuacion de salida:

b oo
»®] |1 oflaw

donde y; se corresponde con la velocidad e y, con la intensidad.




Considérese el robot con una inica articulacion flexible que se representa a
continuacion, donde q,, q1, Jy D corresponden a las posiciones y a las inercias
del actuador y del elemento terminal respectivamente. En el robot flexible el par
(7) aplicado al actuador genera un movimiento que se transmite al elemento
terminal mediante un resorte con constante eldstica Ks. Obtener el modelo del
sistema en el espacio de estados.

Las ecuaciones que rigen la dinamica de este robot son dos: una relacionada
con la parte del actuador y la segunda relacionada con la parte del elemento
terminal:

Jq.z(f) _KS(I'l(f) =17(t)
Dq,(0)+ Dg, (1) + Ksq,(¥) =0

Como en el ejemplo anterior, se va a considerar que el par es generado por la
intensidad del motor de corriente continua, y dicha intensidad depende de la
tension de control aplicada:

V()= IR, +Kip(r) = 1(:)=%V(r)—%q2<r)

de esta forma
-2

(=K I(t)= I;‘“’ V(t)— if q,(1)

A partir de las ecuaciones diferenciales anteriores se puede modelar al robot
flexible en el espacio de estados considerando que las variables de estado son las
posiciones y velocidades del actuador y del elemento terminal:

q,(?)

q,(1)

4,(?)

q,()
y que la entrada es la tension aplicada en el actuador. Por lo tanto, la ecuacion
del estado del robot flexible sera:

X(H=



Obtener la representacion interna del sistema mecdnico compuesto por una
masa m, un resorte de constante k y un amortiguador de constante b que se
muestra a continuacion.

7

k

—u(®)
m

3
5 EJ"j ¥

Se va a considerar que la salida de este sistema mecanico es el desplaza-
miento )(f) de la masa, desplazamiento que estara en funcion de la entrada que
se le aplique u(7). La ecuacion de este sistema es la siguiente:

my(t) + by(1) + ky (1) = u(?)

Como se puede apreciar, se trata de un sistema de segundo orden, por lo que
el sistema tendra dos variables de estado. Asignando una variable de estado a la
posicion y otra a la velocidad:

x, ()= y(r)} X = {y(f)}
x, () = y(0) »(@)

y trabajando con la ecuacion del sistema:
5 1 b . k

(@O) = x,(0) =—u(@) —— y(O) ——¥(0)
m m m

Asi se podra obtener la representacion interna del sistema expresando en
forma matricial estas ultimas ecuaciones:

{z‘c,(r)} 0 1 {xl(r)}+ 0 ©
= . i
0l |7, Y sl | L

v =1 o]{ M i?)} +0u(?)

Xy




Consideremos el circuito RLC mostrado en la Figura 5:

Rk
1:

+1 I
U (I ) l(t) —|{C

Figura 5 — Circuito RLC. Modelo por variables de estado. Ejemplo 1.

Planteando la ecuacién de Kirchhoff de las tensiones en la malla tenemos:

di 1
u(®) =i(R+L—+—|i(t)dt 13
@ =iOR+ L+ [i®) (13)
Por otro lado, la corriente en el capacitor estd dada por la siguiente expresion:
. . . av,
i(f)=i,@®=it)=C ; (14)
t

donde, v(r) es la tension en bornes del capacitor. Elijamos como primer posible conjunto de
variables de estado a la corriente que circula en el inductor y a la tensién en bornes del capacitor.
Aun mids, escojamos como variable de salida a la tensidén del capacitor. Asi tenemos el siguiente
T T . dv, . di
vector de estado: x(7) =[x1(t) xz(t)] =[vc(t) zL(t)] .Oseaque, X, = d‘ v X, =?L.
t t

Con esa eleccion y a partir de las ecuaciones (13) y (14) podemos obtener las siguientes ecuaciones

dindmicas:
L Lin-Riw-tvo
da L L L
(15)
& Lo
a C*"
Estas ecuaciones diferenciales de primer orden pueden escribirse en forma matricial de la
siguiente forma:
v, 0 e ||v.(2) 0
Sl= _ + u(t) (16)
i -1/L -R/L|i(t) /L

Las ecuaciones de estado en (15) o la (16) describen el comportamiento del circuito de la
Figura 5 y define la relacién que existe entre la entrada y el estado del sistema, donde este tltimo

estd formado por la dindmica de la tensién en bornes del capacitor y la dindmica de la corriente que



circula en el inductor. De la ecuacién (16) se observa que la misma es de la forma:

X(1) = Ax(1)+Bu(t) , donde,

0 1/c 0
A= y B= . an
-1/L —-R/L 1/L

La matriz A nos da los “autovalores” del sistema dindmico. Dando valores a los elementos
del sistema podemos graficar la ubicacién de estos autovalores en el plano frecuencial complejo.
Sean, R = 10Q, L = 100uH y C = 20pF, tenemos los siguientes autovalores: {-5279,-94721}. Estos

son polos sobre el eje real negativo del plano s, los que estdn representados en la Figura 6.

1

T T T T T — T T
i i 1 i i i
08F
nak-
04f

0.2f

B SRR S . I SR 20008 .:-X-;‘*

L
Imaginario

Real %10°

Figura 6 — Autovalores del sistema dindmico de la Figura 5.

Finalmente, la ecuacion de salida de este sistema es dada por la siguiente ecuacidn:

Yoy =v.(1), (18)
0 en forma matricial:
(1)
=1 0] . , 19
v =| ]L(IJ (19)

La ecuacién (19) es del tipo y(f) =Cx(r), donde C=[1 0], es llamada “matriz de

salida”.

Es interesante mostrar que el orden de las variables de estado en la ecuacién matricial no
. . B T . T
altera la dindmica del sistema. O sea, puedo escoger X(f) = [xl(r) X, (t)] = [lL (1) v(,(t)] .y

nuestra ecuacién de estado resulta:

di,
a | [-R/L —uL][i0] UL
dv, _[IIC 0 M;_(x)}{ 0 ]”(r)’ <

dt



circula en el inductor. De la ecuacién (16) se observa que la misma es de la forma:

X(1)=AX()+Bu(r) , donde,

0 1/C 0
A= yB= , (17
~1/L -RIL /L

La matriz A nos da los “autovalores” del sistema dindmico. Dando valores a los elementos
del sistema podemos graficar la ubicacion de estos autovalores en el plano frecuencial complejo.
Sean, R = 10Q2, L = 100uH y C = 20pF, tenemos los siguientes autovalores: {-5279,-94721}. Estos

son polos sobre el eje real negativo del plano s, los que estdn representados en la Figura 6.

T T T T T ™ T T
i 1 1 i it i

PV S B SRR AL B0 i

i i
Imaginario
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“10 E) ) 7 S 5 & E) 2 El [}
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Figura 6 — Autovalores del sistema dindmico de la Figura 5.

Finalmente, la ecuacién de salida de este sistema es dada por la siguiente ecuacion:

yny=v @), (18)
o en forma matricial:
v.(1)
(=1 of ° : 19
Yo =[ ]LLGJ (19)

La ecuacién (19) es del tipo y(r) =Cx(r), donde C=[1 0], es llamada “matriz de

salida”.

Es interesante mostrar que el orden de las variables de estado en la ecuacién matricial no
S _ T . T
altera la dindmica del sistema. O sea, puedo escoger X(f) =[,1’1(t) xz(t)] =[1L(I) v(_(I)] .y

nuestra ecuacion de estado resulta:

di,
ar | [-R/L —UL|i@] [1/L
v, _[1/c 0 }L_(,f)}{ 0 J”(‘% 20)

dt
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