Tecndlogo en Telecomunicaciones Matematica I (2020)

Integracién de Funciones Racionales
Método de descomposicion en fracciones simples

“P(x)

El objetivo es calcular integrales de la forma I D(x) dx con P(x) y D(x) polinomios de

P(x)

coeficientes realesy f:f (X):W continuaen[a,b] . Al igual que los otros métodos, no sélo es

una técnica para realizar el calculo, sino que ademas permite encontrar primitivas de estas funciones
en los intervalos en los que D no tiene raices.

1) Caso particular P(x)=D'(x)

D'(x) la misma es inmediata ya que
D(x)

Si queremos calcular la primitivade f:f(x)=

J’%E:;)dx:lnw(x)Hk

2) grado(P) > grado(D)
En este caso realizamos la division de P(x) entre D(x), obteniendo un cociente Q(x) y un resto R(x)
con grado(R)<grado(D), por definicién de division: P(x)=Q(x)D(x)+R(x)

o . P(x .
Dividiendo ambos miembros entre D(x) (recordar que f:f(x)=——% es continua por tanto D no

D(x)
. . . . ~ P(x) _Q(x)D(x)+R(x)
tiene raices en el intervalos considerado) : D) D(x)
: P(x) , R(x)
Integrando ambos miembros I D(x) dx—I Q(x)+D ) dx

P(x) . _ R(x)
D(x) dx—I Q(x)dx + Imdx

El primer término _[ Q(x)dx no ofrece dificultad ya que Q es una funcién polinémica, por lo que

R(x)

nos concentraremos en resolver I D(x) dx en el proximo caso.
X

De donde I

3) grado(P) < grado(D)

La idea sera descomponer ) en una suma de términos que podamos integrar, llamadas
X

fracciones simples. (Teorema: Toda fraccion racional puede ser expresada como suma de fracciones
simples)

. . . A Bx+C
Las fracciones simples son expresiones con esta forma: ; donde los

(x=a) " [(x-pf+q*]
denominadores que aparecen son los factores de D(x). Los factores (x—a)” aparecen si D(x)

tiene una raiz real o. Mientras que los factores [(x— p)2 +q2 ]k aparecen si D(x) tiene raices
complejas x=p=*qi

Cuando D(x) tiene una raiz o con multiplicidad k, aparecen k factores: (x—a)' coni=1,2,... k.
Segun la descomposiciéon factorial de D(x) distinguiremos cuatro casos.

i) D(x) tiene todas sus raices reales y distintas.

. . P
Por el teorema de descomposicion factorial: Dl
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Por lo tanto descompondremos en fracciones simples de la siguiente forma:

P(x) _ P(x) __A , B ., N
D(x) _an(x—ocl)(x—ocz)---(x—ocn) _(x—ocl) (x—ocz)

Entonces por ultimo resolveremos:
P(x
_[ (x) B +t N dx
D(x)
Hemos descompuesto la integral de un cociente de dos funciones polinémicas, que no sabiamos

(x=a,) (x-a,) (x=a,)
resolver, en la integral de una suma de fracciones simples que son de inmediata resolucién.
Todo se reduce a hallar los nimeros A, B, ..., N

ii) D(x) tiene raices reales multiples.

D(x)=a,(x=a,)" (x=0, " (x=a,]"

Calculamos de la siguiente forma:

B K L M P
— — +m+(x—oc >+---+ —+ — +---+(X_a >+ dx
(X—Otl) ! (X—OLI) ! 1 (X_az) ? (X—O(2) : 2

iii) D(x) tiene algunas o todas sus raices complejas simples.
Por ejemplo sea D(x)=a (x—o,)"(x-a,)(x*+bx+c) .En este caso D(x) tiene dos raices
reales o (con multiplicidad m) y o, (simple), y dos raices complejas (p+iq) y (p-iq).
Antes que nada x2+bx+c lo podemos escribir de la forma (x— p)2 + q2

P(x) A B K L Mx+N

= + — ke + + >

D(x) (X_al)ml (x 0‘1)m1 (x-a,) (x-a,) (x=p)+q

Entonces Ig((X)) d —_[ A —+ B — +( K T L ] MX-ZN dx
X (x=a,) " (x-a,)" X=0y) (X=0y) (x-p)°+q
De donde
B Mx+N
dx+ ————dx++ dx+ dx+ dx

.ID .r I(X—al)ml_l I( I(X 0(2) J-( p)2+q2

Todos los términos, excepto el tltimo, no ofrecen dificultad para su célculo.
. Mx+N
Veamos como se calcula I — dx
x=p)+q

MX-;N 2dX:J-M(x+N/M)d MIx+N/]V£ p+pd Mf ;2) dx +MI N/M+p dx
x=p)+q (x=p)*+q (x=p)*+q (x=p)*+q° (x=p)/*+q°
La primer integral M I (X;)I;de no ofrece dificultad, corresponde al caso particular visto

X-p)*q

al principio. Se resuelve haciendo el cambio de variable u=(x- p)2+q2
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De donde MI —de=M1n((X—P)2‘CI2)
o

+
Enlasegunda M I N/M—pde , buscando que resulte una expresién de la forma 5
(x-p)?+q x“+1
(que sabemos integrar), primero realizamos el cambio de variable u=x-p y luego sacamos g° de
factor comtin en el denominador.

N dx @ du ¢ du @N+Mp r dz (_1N+Mp X-p
M{=—+p|| ——— E(N+Mp) =(N+Mp) arctan
(M )I(x—p)2+q2 ‘[u2+q2 Iq2((u_)z+1) I q q
q

(1) cambio de variable u=x-p

(2) sacamos factor comun q° en el denominadores
(3) cambio de variable z=u/q

(4) Deshaciendo los dos cambios de variable.

Finalmente I _Mx+N g M ln((x—p)z—q2)+warctan XZp
x-p)’+q° 2 q q

iv) D(x) tiene algunas raices complejas multiples (no se trabajara en este curso)
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