
Capítulo 12

Cálculo de variaciones

El problema fundamental del cálculo de variaciones
' consiste en encontrar un función y(x) tal que un fun-

cional, o función de esa función, tenga un valor esta-
cionario para pequeñas variaciones de y(x). Comenza-
mos este capítulo con una demostración comente de
cómo un sencillo problema variacional conduce a la
ecuación diferencial de Euler-Lagrange. En la sec-
ción 12-2 se tratan distintos tipos de problemas varia-
cionales incluyendo problemas relativos a condiciones
de ligadura sobre las variaciones admitidas por la fun-
ción y(x).

Por último, en la sección 12-3, se comentan algu-
nas relaciones entre el cálculo de variaciones y los pro-
blemas de autovalores relativos a ecuaciones diferencia-
les, ecuaciones matriciales, y ecuaciones integrales.

12-1 ECUACIÓN DE EULER-LAGRANGE

El problema básico del cálculo de variaciones lo ilustraremos con algunos
ejemplos. Consideremos una función

y la integral

/ =

(12-1)

(12-2)
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'V ('/líenlo ilc variaciones

1 (un lu í inU'Hiiil se! denomina friviinilcmciile un funcional. Es una gcnerali/a-
i'li'm de muí función en In que existe
lio olio numero.

un número que depende de una función y no

(Queremos ahora elegir la función y(x) de modo que el funcional

sen un máximo, o un mínimo, o (más general) sea estacionario. Esto es, quere-
mos encontrar una y(x) tal que si reemplazamos y(x) por y(x) + £(*), / sea
invariante, en lo que se refiere al primer orden de |, con tal que !j sea suficien-
temente pequeño.

Al objeto de reducir este problema al más corriente de construir una fun-
ción estacionaria ordinaria, consideremos la sustitución de

X*) -*y(x) + at¡(x) (12-3)

Jonde a es pequeño y i\(x) arbitrario. Si I[y(x)} ha de ser estacionaria, tiene
que ser

í
i '

para toda i)(x).
Después de esto

/(«)= (F(y+«ti,
¿a

= /(0) + OÍ í

•

Así nosotros exigimos (para todo r])

c* IdF
1 1 —Ja \oy

,

tí n
ü..o"° <12-4)

y+«n',x)dx

_ _ .
— q + £_ n' ) dx + O (a2) m-SI
\dy 8y ' \ ~ >

dF \H -r¡'\dx = 0 (12-6)

Para simplificar el problema, impondremos al principio una condición adi-
cional. Admitiremos tan sólo variaciones que se anulen en los extremos a y b.
Esto es, de todas las funciones que unan los dos puntos fijos P y Q, queremos
seleccionar aquella que hace estacionaria I[y(x)] (ver figura 12-1). En la nota-
ción (12-3) que hemos usado, exigimos n(fl) — t](b) = Q.

Integremos ahora el segundo término de (12-6) por partes, con lo que la
ecuación se convierte en

dF »
0 = t¡ —

dy a

¡» ídF d 8F\
h í hr- - -r rr )n dx (12-7)Ja \ dx 8y } ^

^— «twn
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Fio, 12-1. — Varias curvas y(x) que unen los extremos fijos P y Q.

La parte integrada se anula porque -n se anula en ambos extremos. Por consi-
guiente, si la integral se ha de anular para r\(x) arbitraria, tenemos que exigir que

%
dF d dF
dy dx dy'

El primer miembro de esta ecuación se escribe a menudo SF/By, y se llama
derivada variacional, o funcional, de F respecto a y. (*)

Esta ecuación diferencial (12-8) es la ecuación de Euler-Lagrange. Cuando
se combina con las condiciones de contorno apropiadas, es equivalente al pro-
blema variacional de partida.

Muchas leyes físicas pueden así ser establecidas bien como una ecuación
diferencial, o bien como un principio variacional equivalente. En Mecánica clá-
sicas hay un ejemplo importante bien conocido; el principio (variacional) de Ha-
milton

SSitLdt = ° (12-9)

es equivalente a las ecuaciones de Lagrange del movimiento,

8L d dL n
__ __ ;— Q , . _ j ,£.

dq¡ dt dqj (l¿-lv)

(*) De otro modo, a veces se define la expresión del primer miembro de la ecua-
ción (12-8) como la derivada variacional 8//5v del correspondiente funcional I.
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Cálculo tic variaciones

1 . 1 i . i | M . u i | ' i . i i i . i / e:, mu í func ión tic las coordenadas q, y las velocidades
"• u i l i / m l i i . s ) v del tiempo. Las ecuaciones de Lagrange son, a su vez,

i i i n i < , ü l . i Je Nfwlon.
I n CB10I, podemos integrar la ecuación de Euler-Lagrange inmedia-
lili l ' n i i icniplo, supongamos que F no dependa de y, Entonces la ecua-
.1. I n l r i I ; i) ' , iauj ' ,e (12-8) es

dx dy'
asi que

8F
— = constante (12-11)

< mu í ! M emulo ejemplo, supongamos que F no depende de x. Otra vez,
podomoN l e i l n e i i la ecuación de Euler-Lagrange a una ecuación de primer or-
, i . u i i

dF dF - ' d F . „ 8F
__ _____ I y' I y"

dx dx y dy • dy' (12-12)

'l ,n re. unción de Euler-Lagrange, cuando se multiplica por y', es

,dF , d dF
' y' =1 O

dy y dxdy'

Smiiaiulo y restando y"(3F/3/), obtenemos

dx

i | i ic da la ecuación de primer orden

r- ,8FF — y — = constante
dy'

(12-13)

('onsiileremos un ejemplo. Sean A y B dos puntos en un plano vertical,
.1.nulo A más alto que B. Nos preguntárnosla lo largo de qué curva que una

/I y /' una partícula se desliza (sin fricción) desde A a B en el menor tiempo1;
i |tl un problema célebre propuesto por John Bernoulli. La curva se llama la
brachlftócrona.

Una simplificación consiste en situar A en el origen y medir y hacia abajo,
romo se ve en la fig. 12-2. Queremos minimizar el tiempo de descenso.

Matemáticas para físicos

Fio. 12-2. — La brachistócrona

La velocidad de la partícula es

=,— • "
V~di

donde j representa la longitud de arco a lo largo del camino. Así que

- —
v

y el tiempo total es

El elemento de longitud del camino es ds = ^/l + y'2 dx, y, si la partícula parte
del reposo en A, la conservación de la energía nos dice que

Por consiguiente,

« 1 + y'2 J
r = I - „ dx

2gy
(12-14)

Esteces un caso en el que el integrando no contiene la x. Omitiendo el
factor

1 + y'2
y
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y I . , »CU«CÍÓn Ivrase (12-13)}

edículo <lc variaciones

dF
F — y T-; = constante

nos da

La expresión 1 + y'2 puede simplificarse mediante la sustitución

y' = ctn 0

Entonces

¡tjT~ 75 = C sen2 6 = (1 - eos 20)

1 ~ = — ~ = C tan 0 sen 20 = C(l - eos 20)

Integrando esta ecuación

x = ^(20-sen20)

"donde 0 = O en el origen, A: = y = 0. Poniendo C = 2A y 20 = </>, tenemos

(12-15)
> — sen</>)

.y = /í(l — eos 4>)

Estas son las, ecuaciones paramétricas de una cicloide, la curva descrita por un
punto de una circunferencia que rueda a lo largo del eje x,

12-2 GENERALIZACIONES DEL PROBLEMA BÁSICO
\ ' ' ' • . ' • . • •

La generalización que sigue de nuestro problema básico es trivial del todo.
Supongamos que queremos maximizar el funcional

I[_y(x), z(x)] = f F(y, y', z, z'» x) dx
•'a

(12-16)
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sujeto a las condiciones en los extremos:

y(a) =y\ = y2

z(a) =.z¡ z(b) = z2

Escribimos por separado una ecuación de,. Euler-Lagrange para cada variable
dependiente

Sy dy dx dy'

ÓF - ?L _ JL íf
dz 8z dx dz'

= 0
(12-17)

Una segunda generalización sencilla es la introducción de las derivadas de
orden superior. Supongamos que queremos maximizar

(12-18)

con y e y' fijas en a y en b. Fácilmente se demuestra que la condición es

— -^-A^L d2 8F
5y~ 3y~

-~

Obsérvese que hemos generalizado nuestra definición de derivada variacional.
Seguidamente, consideramos el caso de más de una variable independiente.

Consideremos el funcional

/[/(*, y)] = , y) dx dy (12-20)

donde G es una cierta región del plano xy, jx = 'df/'dx, y fy — Sf/dy. La fun-
ción / varía de tal manera que sus valores en el contorno de G permanecen
constantes. De este modo Ja condición para que /[/] sea estacionario es

- = 0 (12-21)

Nuevamente hemos ampliado la definición de derivada variacional.
Es necesario un cierto cuidado en la interpretación de las diversas derivadas

que aparecen en la ecuación (12-21). Al calcular dF/df, dF¡dfx, etc., en la ecua-
ción (12-21). Todas las variables que aparecen en F se consideran independientes.
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''" " • ' • ' • • '• '.. /„ . < e y. Para la derivada d/dx en (í//Av)(3F/3/,.), * e y son
• VINtbleí Independientes, y la y es constante en la derivación respecto a

' significa 3//3;t y la ecuación de Euler-Lagrange! , ' • ('°" l ' l l() !<'/(*,
- - ) i-s mía ecuación corriente en derivadas parciales para f(x, y).

míos en el ejemplo de la brachistócrona que era conveniente expresar la
11 l"""">étr¡camente, esto es, en la forma

* = *(') y = y(t)

¡l", IK'C !,CS el Parámetro. Podemos pues pensar que el problema está en la
'""nación de esas dos funciones, más que de la única función y(x). Si con-

Miln-anios jt e « ™™~ * ____ : ___ _,- -, f. . • ,e y como funciones de t, el funcional

se transforma en

,»
1 = F(y> y'> x) dxj» (12-22)

(12-23)

donde x = dx/dt, y = dy¡dt, &(x, y, x, y) = xF(y, y/x, x). Las ecuaciones de Euler¡>

ar_ d_e^ = Q

dx dt dx ~

d3r_ d d$F _
dy dt dy

(12-24)

^12'24) no son a su vez independientes, esto es, una de ellas
otra. En efecto, el lector puede demostrar que

d

mo °"s',d?remos ahora una generalización muy importante, la de los extre-
'anables. Para empezar, supongamos que queremos maximizar el funcional

r*
1 = j F (y, y', x) dx

pero admitamos que y(b) sea arbitrario. Como antes, si a y se da un u i c i u n e i i l i
T](x), el cambio en / es

ó/= 'dF_
] » \ D y

dF
' V7dy

8F
^-1dy'

" r» IdF d dF\ — - T V7 h
0 ¡a \dy dxdy'J (12-26)

Evidentemente, la ecuación de Euler-Lagrange debe aún ser válida; pues en olro
caso, podríamos encontrar una variación TJ con r¡(b) = O que cambiará /. Pero
además, si S/ se ha de anular para r¡(b) arbitrario, debe ser

8F
(12-27)

Si los dos extremos son libres, evidentemente 3F/3y' debe anularse en
ambos extremos.

Como otra posibilidad, supongamos y fija en x — a, pero el otro extremo
libre sobre la curva

Esto supuesto

SI = 5F rf 3F\^ r T^ fd;c + ̂ (b)A^
5y dx 5y / v y

(12-28)

donde Ax es el desplazamiento del extremo superior, como se indica en la fi-
gura 12-3. Obsérvese que Ay = r¡(b) + y'(b)&x. La exigencia de que Ag = O
en el extremo de la curva da

dx 8y
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Asimismo, de acuerdo con (12-28) la condición SI—O da, junto a la ecuación
de liiilcr-Lagrangc, la condición en el extremo

t)F
• Fbx + T-;n = 0 en x = b (12-29)

W

Eliminando Ax y TJ entre las ecuaciones (12-28) y (12-29) llegamos a la con-
dición

_

dy'/ dy dy' Sx
(12-30)

donde todo está calculado en el extremo en cuestión.
Como ejemplo del manejo de esta condición, consideramos el problema de

encontrar la curva a lo largo de la cual una partícula--desciende -más rápidamente
desde un punto dado a una curva dada, y no a un punto dado. Como en (12-14)

F =

Fio. 12-3. — Variación del extremo b a lo largo de la curva g(x, y) = 0.

de modo que la condición (12-30) en el extremo variable es

1 So / fia .

dvf\6x (12-31)
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Esto nos expresa el hecho evidente e intuitivo de que la curva de más rápido
descenso debe cortar la curva de "destino" bajo ángulo recto. El lector puede
demostrar que esta transversalidad de y(x) y_£(*) resulta siempre que el inte-
grando F(x, y, y') sea de la forma f(x, y)^/l + y'2.

Consideraremos finalmente una generalización de nuestro problema básico,
el de maximizar un funcional

= F(y,y',x)dx
J

sujeto a la condición, de que otro funcional

= f G(y, y, x) dx
Ja

se mantenga constante. A veces estos problemas se llaman problemas isoperimé-
tñcos debido al clásico ejemplo de encontrar una curva de longitud fija que
encierre un área máxima. Otro ejemplo es el encontrar la curva y(x) de longi-
tud dada L que haga máximo el volumen obtenido al girar y(x) alrededor del
eje x. %

La técnica ordinaria para manejar problemas como esos requiere el uso
de los multiplicadores de Lagrange. Recordemos el uso elemental de ¡os multi-
plicadores cíe Lagrange. Supongamos que deseamos hacer máxima una función
de dos variables ¡(x, y). Deben satisfacerse las condiciones

Supongamos ahora que queremos hacer máxima ¡(x, y), sujeta a la condición

ff(x, y) = constante

Empezamos poniendo, df = f¿dx + jvdy = 0. Sí dx y dy fueran independientes,
podríamos concluir /.,„ = /„ = 0. Sin embargo, no son independientes, pues están
sujetas a la condición

y dy = Q

Por consiguiente,

Si llamamos. X a la razón común, tenemos

m
m

-
-
-

(12-32)
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. . u | - . . imi - i i i r las ecuaciones que hubiéramos conseguido si hubiésemos
l . i hmcci m á x i m a la func ión / — \g (A = constante) sin la ligadura. Se

tlloi qui > ei nu l i i p l i i - ac lo r de Lagrange. Las soluciones dependerán natural-
i Ir A., k M- a jus t a de modo que g(x, y) tome el valor correcto.

I I i , M i l i . n l i > lime una sencilla interpretación geométrica. Consideremos un
IMpí ' i < « u i v i i s de- nivel de ¡(x, y), como muestra la figura 12-4. También está
lepn .. n i . i i l . t \;t I I IK-H g(x, y) = constante. Si no existiera ligadura, la solución

I , , . 12-4. — Curvas de nivel para una función f(x,y) y una curva g(x, y) = C.

d in. 'iximo de / seria evidentemente el punto A (la "cumbre de la monta-
n . i i Cnn la ligadura aquél debe estar sobre la curva g(x, y) = constante, la
• . n i i i i mi l i-s el punto B, donde las curvas g = const. y / = const. son paralelas,
i Itl M i'H'i isamente el resultado (12-32) antes deducido.

I a misma técnica se utiliza para un número cualquiera de ligaduras (natu-
i i i l i n r i i i f , el número de ligaduras debe ser menor que el de variables indepen-
i l n - i i i r . - . ) Si queremos hacer máxima f(x, y, z, . . .) sujeta a las ligaduras

g¿x, y,z,...) = constante

g2(x, y, z,...) = constante (12-33)

ii inxir i i i / .amos la función /— ¿iSi — /12#2 — • •• donde las X son los multipli-
i U u (••. ilc Lagrange (constantes determinadas).

lisie método también funciona para ligaduras no holónomas, esto es, no
ni i i - ) ' , i ¡ i l ) l es . Supongamos que la ligadura sobre nuestras variaciones

A(x,y, ...)dx + B(x,y, ...)dy + C(x, y,...) dz + ••• = 0 (12-34)

Matemáticas para físicos .íft.i

no puede integrarse (o no sabemos cómo hacerlo). Entonces f(x, y, z, . . . ) se
maximiza resolviendo

».-• -u

etc.

Volvamos ahora a nuestro problema de cálculo de variaciones. Se demues-
tra que el camino para maximizar ¡Fdx, sujeta a la ligadura ¡Gdx — constante,
es resolver la ecuación de Euler-Lagrange correspondiente a F + XG, donde
X es un multiplicador de Lagrange (constante) indeterminado.

Hay varias maneras de demostrar esto. Una consiste en considerar las va-
riaciones de los dos funcionales que resultan de un cambio <5y en y(x).

•-;£**
6J

(12-35)

Exijamos ahora que para todo dy tal que ñJ = O, también SI se anule. Es evi-
dente que esto es posible sólo si la razón de SF/dy y BC/dy es una constante,
independiente de x. Esto equivale a hacer

•["(F+lG)dx (12-36)

estacionaria.
Otro método de obtener el resultado anterior consiste en los razonamientos

siguientes.
1. Queremos encontrar y(x) que haga máximas I[y(x)'] — Jj¿ F(x, y, y') dx

cuando las variaciones Sy(x) están sujetas a la condición

J[y(x)] = í G(x, y, y') dx =
•'xo

= J0 = constante

2. Un problema exactamente equivalente es el de hallar y(x) que haga
l[y(x)] + X/[y(*)] máximo sujeta a esas variaciones restringidas, donde X es cual-
quier constante.

3. La función y(x, X) que hace máximo 7 + \J para variaciones S.y ar-
bitrarías se encuentra a partir de la ecuación ordinaria de Eulcr-Lagrange corres-
pondiente al integrando F + XG.

4. Si un valor X] encontrado, para el que esta solución y(x, A,) sa t i s face la
condición ¿[y(x, Xi)] = Ju, esta y(x) también maximiza / + X/. sujeia a las va r i . i
ciones restringidas y es la solución de nuestro problema.


