Practico 2. Calculo Variacional y Principio de Hamilton.
Dinamica Clasica. CURE 2017.

1. (Taylor 6.1 y 6.16) a. Se considera una esfera de radio R en la cual los
puntos se localizan con coordenadas esféricas 8 y ¢ , con r = R constante. Se
considera una curva en la esfera descrita por la funcién ¢(6). Muestre que la
longitud de una curva en la esfera entre dos puntos con coordenadas esféricas
(r,0, ¢) dadas por (R,01,$1 = ¢(61)) y (R, b2, p2 = ¢(62)) respectivamente es
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b. Determine la geodésica entre los dos puntos. Para simplificar el problema
observe que, como el integrando f no depende de ¢, se puede usar la version
simplificada de las ecuaciones de Euler-Lagrange g 4]:, =¢, con ¢ = % y c es
una constante. Ademads se puede elegir sin pérdida de generalidad el eje z a
través del punto de partida, lo que implica ¢ = 0.

2. a. Determine la longitud de una curva entre dos puntos en un cilindro
rectangular de radio R. Use coordenadas cilindricas (p, ¢, z) con p = R con-
stante y las curvas dadas por funciones ¢(z).

b. Determine las geodésicas en el cilindro.

3. (Taylor 6.19, Gregory 13.7) Se considera la superficie de revolucién gen-
erada al rotar en torno al eje x una curva y(z) contenida en el plano zy y que
va del punto (x1,y1) al punto (x2,y2). Pruebe que el area de dicha superficie es
minima si y(x) = yo cosh[(z — x0)/yo], donde z( e yo son constantes. La super-
ficie hallada corresponde a la forma que toma una pelicula de jabén sostenida
entre dos aros coaxiales de radios y; e yo.

4. (Taylor 6.22) Se considera una cuerda de longitud constante ! contenida
en el plano zy con uno de sus extremos en el origen O y el otro extremo en un
punto ajustable a determinar del eje z positivo. La configuraciéon de la cuerda
estd dada por una cierta funcién y(x). Pruebe que la forma de cuerda tal que
se encierra un area mayor entre la cuerda y el eje x es un semicirculo. Con este
fin conviene observar que el area A = [y(z)dz con los limites de integracién
adecuados también puede escribirse como
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en términos de la longitud de arco s medida desde el origen sobre la cuerda
(v tal que ds = y/da? + dy?). Observe que el integrando no depende explicita-
mente de la variable independiente s, por lo que puede usarse la integral primera



analoga a la funcién de energia.

5. (Gregory 13.6) En economia la funcional de costo de un producto se
define como
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En esta expresion x(t) es la cantidad o volumen del producto fabricada/disponible
en el tiempo ¢, (o + B2) es el costo por unidad de volumen del producto, con
a'y B (que toma en cuenta el costo adicional si se requiere mayor velocidad
de produccién) constantes, y v es una constante que corresponde al costo de
almacenamiento por unidad de tiempo y por unidad de volumen del producto
en deposito hasta venderlo. El tiempo T es el tiempo en que se debe entregar
el producto, y X = z(T) es la cantidad que se debe entregar. La expresién
anterior también puede escribirse como
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con z(0) =0y z(T) = X. Un fabricante desea minimizar la funcional de costo
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con z(0) = 0 y z(4) = X. Halle la extremal en este caso y pruebe que es un
minimo global. Observe que esa solucién no es vélida si X < 8, y proponga una
alternativa en ese caso.

6. Se considera una cuerda elastica de masa M y tal que su tensién es una
constante T' y su energia potencial eldstica es U, = T'(I — lp), donde [ es su lon-
gitud y lp es su longitud natural (I > ly). Suponga que la cuerda estd sostenida
entre dos puntos A y B tales que z4 = y4 =0y x5 e yp son fijos (siendo = un
eje horizontal e y un eje vertical).

a. Determine la energia potencial (eldstica mas gravitatoria) de una determi-
nada configuracién y(x). Note que la masa dm entre x y x+dx es dm = IBAfo dx
(proporcional a dz, y no a dl como serfa el caso para una cuerda inextensible).
b. Halle la ecuacién diferencial que resulta de requerir que y(z) sea una extremal
de la cuerda, la cual corresponde a la configuracién de equilibrio.

¢. Suponiendo que £4 = y4 = 0y que x5 = lp e yg = 0 y que la tension T
es grande, de modo que y(x) es muy chico, resuelva la ecuacién diferencial y
determine y(x).

d. Resuelva ahora la ecuacion diferencial para los mismos extremos que en la
parte anterior, pero sin suponer y(x) chico. Discuta si la solucién existe siempre.

7. (Gregory 13.8) Como aplicacién del Principio de Fermat se considera una
solucién de agua azucarada con indice de refracciéon que depende de la profundi-
dad z como n(z) = ngy/1 + Z, con ng y a constantes positivas. Muestre que la



trayectoria de un rayo con tangente horizontal en el origen no es la recta z =0
sino la pardbola z =
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8. (Gregory 13.10) Se considera una particula de 2 kg de masa que se mueve
en el eje vertical z (elegido positivo hacia abajo) bajo la influencia de su peso
como unica fuerza . Escriba la funcional de accién para el intervalo de tiempo
det=0sat=2sen unidades del SI y tomando g = 10 m/s?. Pruebe que
de todas las funciones z(t) que satisfacen las condiciones de que en los extremos
2(0) = 0y 2(2) = 20, aquella que corresponde al movimiento real, z = 52, es
la que da el valor minimo de la accién.

9. (Gregory 13.12) Se considera una particula vinculada de modo que se
mueve sin rozamiento en una superficie fija dada y sobre la que no actian fuerzas
aparte de la fuerza de vinculo. Demuestre usando el Principio de Hamilton que
su trayectoria es una geodésica en la superficie.



