Practico 1. Ecuaciones de Lagrange.
Dinamica Clasica. CURE 2017.

1. (Taylor 7.1) Escriba la Lagrangiana para un proyectil de masa m (igno-
rando la resistencia del aire) en términos de sus coordenadas cartesianas (z, y, 2),
con z medido verticalmente y positivo hacia arriba. Determine las ecuaciones
de Lagrange correspondientes.

2. (Taylor 7.8) a. Escriba la Lagrangiana L(z1, 22, &1, &2) para dos particulas
de igual masa m; = msy = m confinadas a moverse horizontalmente y sin roza-
miento en una dimensién (el eje ) y unidas por un resorte con energfa potencial
U(z) = k—;Z , donde z = z3 — 1 — [ es la extensién del resorte desde su longitud
natural [, en términos de sus coordenadas x; y xo y sus velocidades. Asuma
que la masa 2 permanece a la derecha de la masa 1 en todo instante.

b. Reescriba L en términos de las nuevas variables X = (22 + 1) (posicién
del centro de masas) y la extensién del resorte z. Escriba las dos ecuaciones de
Lagrange en estas nuevas variables.

c. Resuelva las ecuaciones del movimiento para X (¢) y x(t). Discuta.

3. (Taylor 7.11) Considere un péndulo suspendido del techo de un vagén
y que puede moverse solo en un plano vertical paralelo a las vias. El vagon se
mueve hacia adelante y atrds en una va recta, de modo que el punto de sus-
pensién del péndulo tiene coordenada vertical constante ys(t) = 0 y coordenada
horizontal xs(t) = A cos(wt), con A y w constantes. Utilizando el dngulo 6 del
péndulo con respecto a la vertical como coordenada generalizada, determine la
Lagrangiana y la ecuacién del movimiento.

4. (Taylor 7.12) Para tener una idea de como modificar las ecuaciones
de Lagrange para incluir fuerzas disipativas (friccién) , considere la siguiente
situacién: Una particula en una dimension estd sujeta a varias fuerzas con-

servativas (con la fuerza conservativa total Fions = —%—‘; ) v una fuerza no

conservativa total F'y.;.. Sila Lagrangiana es L =T — V', pruebe que las ecua-
: : doL 8L _ 1. .

ciones de Lagrange deben modificarse como ot = oz = Frric.

5. (Taylor 7.23) Un carrito de masa m se puede mover horizontalmente en
un riel recto en el interior de un vagon, que se mueve a su vez en una via recta
en la misma direcciéon. El carrito estda unido por un resorte de constante eldstica
k, al extremo izquierdo del vagén, de modo que el carrito estd en equilibrio (o
el resorte en su longitud natural) en el punto medio del interior del vagén. La
distancia del carrito a su posicién de equilibrio se denota x, mientras que la
distancia del punto medio del vagén a un punto fijo en tierra es X. Si el vagon
es forzado a moverse de modo que X(t) = Acos(wt), con A y w constantes,
determine la Lagrangiana y la ecuaciéon de movimiento del sistema.



6. (Taylor 7.29) Una rueda con centro fijo O y radio R es obligada a girar
con velocidad angular constante w en torno a un eje horizontal fijo que pasa
por su centro y es perpendicular al plano vertical que contiene la rueda. Un
punto P del borde de la rueda sirve como soporte (mévil) de un péndulo de
longitud ! (con [ > R) y masa m. La articulacién del soporte en P es lisa
y tal que el péndulo puede oscilar libremente en el plano de la rueda (o, mas
precisamente, un plano vertical paralelo al de la rueda a una pequena distancia
de este). Asuma que en ¢t = 0 el punto P estd a la misma altura que O (la
recta OP es horizontal en ese instante). Escriba la Lagrangiana y la ecuacién
del movimiento con el angulo ¢ entre el péndulo y la vertical como coordenada
generalizada.

7. (Taylor 7.31) Se considera un carrito de masa m que se mueve horizontal-
mente en una dimensién y sin pérdida de energia por rozamiento. El carrito estéd
unido a una pared a través de un resorte horizontal de constante elastica k, y se
toma el desplazamiento horizontal del carrito desde la posicion correspondiente
a la longitud natural del resorte como coordenada x. Ademds, del carrito cuelga
un péndulo de longitud L y masa M que puede oscilar libremente en el plano
vertical que contiene la recta de desplazamiento del carrito. El angulo entre el
péndulo y la vertical se denomina ¢.

a. Escriba la Lagrangiana del sistema en términos de las coordenadas general-
izadas ' y ¢.

b. Determine las ecuaciones del movimiento.

c. Halle la forma aproximada simplificada de las ecuaciones del movimiento en
el caso de que = y ¢ son chicos (aproximacién de pequenas oscilaciones).

8. (Taylor 7.36) Se considera un péndulo eldstico, consistente de un resorte
(de constante eldtica k y longitud natural y) suspendido en uno de sus extremos
de un pivote fijo O y con una masa m unida a su otro extremo libre. El resorte
puede estirarse o comprimirse, pero no puede doblarse, y el sistema esta confi-
nado a un plano vertical.

a. Escriba la Lagrangiana del sistema en términos de las cordenadas general-
izadas dadas por el angulo ¢ entre el resorte y la vertical y la longitud r del
resorte.

b. Halle las dos ecuaciones de Lagrange del sistema e interpretelas en términos
de la segunda Ley de Newton.

c. Las ecuaciones de la parte b. no pueden resolverse analiticamente en general,
pero si pueden resolverse en la aproximacién de pequenas oscilaciones men-
cionada en el problema anterior, que en este caso correponde a € =r —ly y ¢
chicos. Determine las ecuaciones en esta aproximacién, resuelvalas y describa
el movimiento.

9. (Taylor 7.40) Un péndulo esférico de longitud ! y masa m es un péndulo
simple pero sin la restriccién de que debe estar contenido en un plano vertical.
Estosignifica que su extremo libre se puede mover sobre una esfera de radio [
en vez de sobre una circunferencia de radio I. Usando coordenadas esféricas



(r,0, ¢) (con origen en el soporte fijo) para el extremo libre tenemos que r = [
constante, y que 6 y ¢ pueden usarse como coordenadas generalizadas.

a. Halle la Lagrangiana y las dos ecuaciones de Lagrange.

b. Explique que implica la ecuacién correspondiente a ¢ para la componente z
del momento angular L, .

c. Para el caso particular ¢ = constante interprete la ecuacioén en 6.

d. Use la ecuacién en ¢ para reemplazar ¢ por L. en la ecuacién en 6. Discuta
la existencia de soluciones con 6 = 6, constante (llamadas de ”péndulo cénico”).
e. Estudie el caso 8 = 0y + €, con e chico (pequenias oscilaciones), resuelva las
ecuaciones en este caso, y describa el movimiento.

10. (Taylor 7.41) Se considera una cuenta (una bolita con un agujero) de
masa m enhebrada en un alambre en el que desliza sin friccién. El alambre tiene
la forma de una pardbola con ecuacién z = kp?, donde z es un eje vertical, p es
la distancia a ese eje, y k es una constante. Si el alambre rota en torno al eje z
con velocidad angular constante w.

a. Use coordenadas cilindricas para expresar la Lagrangiana del sistema en
términos de la coordenada generalizada p.

b. Determine las ecuaciones del movimiento.

c. Determine si existen soluciones de las ecuaciones del movimiento con p con-
stante. Discuta. Discuta si estas soluciones son estables, en caso de que existan.

11.(Gregory 12.3, doble mdquina de Atwood) Una polea de masa desprecia-
ble puede rotar libremente en torno a su eje de simetria, el cual se mantiene
fijo y horizontal. Una cuerda flexible, inextensible y sin peso (f.i.s.p. en lo que
sigue) pasa sobre la polea. De un extremo de la cuerda cuelga una masa 4m,
mientras que el otro extremo sostiene una segunda polea de masa despreciable,
que rota libremente en torno a su eje de simetria paralelo al de la primera. Una
segunda cuerda f.i.s.p. pasa sobre la segunda polea, y de sus extremos cuelgan
masas m y 4m. Todos los elementos del sistema se mueven en un plano verti-
cal, y el movimiento de todas las masas es vertical, estando ademas las cuerdas
siempre tensas.
a. Escriba la Lagrangiana del sistema.
b. Escriba las ecuaciones del movimiento y entonces las aceleraciones de cada
masa.

12. (Gregory 12.7) Una esfera uniforme de masa m rueda sin deslizar sobre
una cufia de masa M y dngulo «a (por lo que el contacto es rugoso). La cuiia
puede ademds deslizar libremente sin rozamiento sobre un plano horizontal. El
movimiento del sistema estd contenido en un plano vertical.

a. Escriba la Lagrangiana del sistema y las ecuaciones de Lagrange.
b. En el caso particular M = 3M/2 determine la aceleracién de la cufia y la
aceleracién de la esfera relativa a la cuna.

13. (Gregory 12.10) Una cuenta de masa m estd enhebrada en en un alam-
bre recto por el que desliza sin rozamiento. El alambre tiene uno de sus puntos



fijo en el origen O y es forzado a girar en el plano horizontal zOy con velocidad
angular constante 2. Use la distancia r de la cuenta al origen como coordenada
generalizada.

a. Halle la Lagrangiana y la ecuacién de Lagrange.

b. Si inicialmente la masa esta en reposo en 7(0) = a determine r(t).

c. Determine la funcién de energia h y la energia FE. Discuta si E' y h coinciden,
y si alguna de estas funciones se conserva.

14. (Gregory 12.11, yo-yo con soporte mévil) Un cilindro circular uniforme
tiene una cuerda f.i.s.p. enrrollada alrededor de modo que no desliza. El otro
extremo de la cuerda estd sujeto a un soporte y el yo-to se mueve solo verti-
calmente con la parte vertical de la cuerda también vertical. El soporte al que
estd sujeto el extremo de la cuerda es obligado a moverse verticalmente con
cordenada vertical respecto a un origen fijo dado por la funcién conocida Z(t).
Tome el angulo de rotacién del yo-yo con respecto a una direccién fija como
coordenada generalizada.

a. Halle la Lagrangiana y escriba la ecuacion de Lagrange.

b. Halle la aceleracién del yo-yo.

¢. Determine que valor debe tener la aceleracion hacia arriba del soporte para
que el centro del yo-yo permanezca en reposo.

d. Suponga que el sistema parte del reposo. Determine la energia total E(t) =
T +V como funcién del tiempo.

15. (Gregory 12.12, péndulo con cuerda que se acorta) Una particula de
masa m esta suspendida de una cuerda f.i.s.p. la cual pasa a través de un
pequeno aro horizontal fijo y continta verticalmente hacia arriba hasta unirse a
un soporte mévil cuya coordenada vertical desde el aro es Z(t). La particula se
mueve en un plano vertical y la cuerda estd siempre tensa. El efecto neto es que
la particula oscila como un péndulo simple con una cuerda de longitud variable
hasta el aro fijo dada por [ — Z(t), donde [ es una constante positiva.

a. Tome el dangulo entre el segmento de cuerda entre la particula y el aro fijo
como coordenada generalizada y escriba la Lagrangiana y la ecuacién de La-
grange del sistema.

b. Halle la energia total E' y la funcién de energia h del sistema y muestre que
h = E —mZ2. Determine si alguna de estas magnitudes fisicas se conserva.

16. (Gregory 12.19) Una particula de masa m y carga e Se mueve en el
campo magnético producido por una corriente eléctrica I que fluye en un alam-
bre conductor recto segun el eje z. El potencial vector A esta dado por las
componentes A, = Ag =0, A, = —‘%I Inr en coordenadas cilindricas r, 6 y z.
a. Determine la Lagrangiana de la particula.

b. Muestre que 6 y z son coordenadas ciclicas y calcule los momentos general-

izados conservados correspondientes.



