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1. Introduccién

Para entrar en sintonia con el concepto de estabilidadjdfEnese a un amplifica-
dor de audio como un sistema en el que su entrada es la sedatltepreviamente
convertida en voltajes, y su salida la tension aplicadadhpte.

Es lbgico suponer que este sistema debera comportarse d@artos margenes; si la
corriente aplicada a los parlantes creciera de maneramesizma, estos saturarian e
incluso podrian dafarse. Se conluye entonces que a ladeadsefar un sistema de
estas caracteristicas es importante conocer, ademasrd&action funcional entre la
entrada y la salida, si esta Ultima se mantendra acotaddquia entrada acotada; o en
otras palabras, si el sistema es estable.

Este razonamiento es aplicable a la gran mayoria de lenssty en particular a
los circuitos eléctricos. Sin embargo, nosotros enfanasenuestro estudio a sistemas
lineales causales invariantes en el tiempq cuya respuesta al impulégt) sea des-
cripta por unduncion.

2. Definicion y algunos ejemplos conceptuales
2.1. Definicbn

Un sistema lineal e invariante en el tiempo (SLIT) es estabjesdlo si para toda
entrada acotada, su salida también es acotada.

2.2. Respuestade un SLIT

Sea un sistem& como los antes mencionados: lineal, causal, invariantéteme
po y con respuesta al impulso una funcifn). Su respuestga(¢) a una entrada cual-
quieraz(t) puede ser expresada como la convolucion entre esta tinig:

S{a}(t) = y(t) = x(t) * h(t)

en este punto resulta importante aclarar que a lo largo derésentes notas se ha-
blara indistintamente dé{x}(¢) e y(t) como la respuesta de un sisteia una en-
tradaz(t).
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2.3. Ejemplos
2.3.1. Suma de sistemas estables

Es facil ver que si dos SLITS; y S» son estables, su suma también lo sera:

(51 + S2){a}(t) = (ha(t) + ha(t)) * 2(t) = ha(t) * 2(t) + ha(t) * 2(t)

2.3.2. Composidn de sistemas estables

Resulta igual de sencillo ver que la composicion de dos Sle§tables también
sera estable:

So{Si{z}}(t) = ha(t) * (ha(t) x (1)) = ha(t) * S1(2)(2)

dondeS; {z}(t) es acotada si(t) también los es, por s&; estable. El razonamiento
es idéntico par&s{Si{x}}(t).

2.3.3. Sistema derivador ideal

Un sistema derivador ideal tiene una respuesta al imgi(lgo= ¢’ (¢t). No es muy
complicado probar la inestabilidad de este tipo de sistebaesa con hallar una entrada
acotada que produzca en &l una salida divergente. Tornese&emplo el escalon de
HeavysideY (¢):

I, t>0,
Y(t):{ 0, t<0

Esta funcion, si bien es acotada por la unidad, produce sistema derivador ideal un
valor infinito ent = 0. Se concluye rapidamente que dicho sistema no es estable.

Vemos que para probar que un sistema es inestable es séfita@migue en oca-
ciones resulta un tanto complicado) buscar una entradadaofue produzca en éste
una salida no acotada. Sin embargo, no vimos hasta el momemh@todo utilizable
en la practica para probar que un sisteshes estable; jdeberiamos probar con todas
las entradas acotadas existentes y eso es imposible!

Resulta entonces necesario trabajar con criterios po&ctjue, bajo ciertas hipotesis,
garanticen la estabilidad de los sistemas.

3. Criterios de estabilidad

3.1. Condicbn necesaria y suficiente

La condicibn necesariay suficiente para que un SLIT seblesta que su respuesta
al impulsoh(t) sea absolutamente sumable:

+oo
/ Ih(t)|dt = 5 < oo (0
0
Demostracion:

(<)

Veamos en primer lugar que la condicion (1) es suficienteb&hemos que si ésta se
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cumple, el sistema es estable.
Seazx(t) una entrada acotada:
lz(t)] < M, WVt

La salida del sistema sera entonces:

En moédulo:

+o0 +oo oo
) =1 [ nrat - < [ p@ete -l <ar [ jpnlar
0 0 0
Y por la ecuacion (1) concluimos que:

ly(t)| < M.S < 0o Vit

(=)
Buscamos ahora probar que la condicion (1) es ademasanieceara este fin, pro-
cederemos por el absurdo: supongamos que no se cumple dictli@ion, o, lo que
es lo mismo, ques = oco. Veremos que si esto ocurre, siempre podremos encontrar
una entrada acotada tal que el sistema arroje una salidatadagpor lo que éste no
sera estable.
Para ello considérese la siguente funcion de entrada:

w(t) = { s S (=0 £ 0,

0 si h(—t) =0,

dondeh*(t) es el complejo conjugado dgt).
Como el sistema en cuestion es un SLIT, su salida se puedd@aratle la siguiente
manera:

+oo
y(t) = h(t) * z(t) = /0 h(7).x(t —1)dr

en particular,

= o T).2\—T7)aT = o~ T h*(T) T = o |h(7-)|2 T =
v = [ natmar= 1w ar= [ = s

Vemos entonces que si no se cumple la ecuacion (1), sierodremos encontrar una
entrada acotada tal que el sistema arroje un salida no ac@asandonos en la defini-
cion de estabilidad concluimos que el sistema no seablest

3.2. Una condicon muy atil

Para esta parte limitaremos el estudio Gnicamente a Sulasdransferencias sean
reales racionalesy estrictamente propias Sea:

H(s) = 00s) L{n(t)}(s)
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la transferencia del sistema en cuestion. Ademas coraesststrictamente propia, se

cumple queyr(P) < gr(Q).
= Decimos que bajo las hipbdtesis mencionadbsistema es estable si Y si H(s)
no tiene polos ernC™.

Demostracion

Como nuestra transferencia es real, racional y estrictenpgnpia, ésta puede ser ex-
presada de la siguiente manera:

ZZ (s — s

i=1 j=1

dondes; representa a cada una delaaices de&)(s) y v; su multiplicidad.
Antitransformando la ecuacion anterior, obtenemos lpuresta al impulso del sistema:

sz_l (J 1) 577 t€R+

=1 j=1

Tomando modulo de ambos lados de la igualdad:

v
< Z Z t(] De §R{51}15 te Rt

Notese que para este tipo de transferengi@s resulta absolutamente sumable si y s6lo si
la parte real de cada una de las raicegide) no pertenece &£ . Finalmente, como

un sistema de respuesta al impulg@) es estable si y solo si ésta es absolutamente
sumable, queda demostrada la condicion.

Nota: Este razonamiento puede extenderse faciimente a reap@anpulso den-
tro del cuerpo de las distribuciones, por lo que la condieibterior es, en rigor, apli-
cable a funciones reales, racionaleprgpias (gr(P) < ¢gr(Q)). Sin entrar en los
detalles formales de la demostracion, sera este un aesudt utilizar durante el curso.
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4. Ejemplos practicos

4.1. Circuito integrador

Estudiaremos la estabilidad de un circuito inversor-irgdgr como el de la figura
1.

o
1

[
I

Vv, —W - V,

1 .

Figura 1: Circuito inversor-integrador

La transferencia del circuito anterior es bien conocidalg:va

1

RC's
Siendo ésta una funcion real, racional y estrictamerapigr podemos aplicar la con-
dicibn necesaria y suficiente de estabilidad para tramsééas de este tipo. Y como
tiene un polo en el eje imaginario (que también perteneCe g concluimos que el
sistema NO es estable.
Otra forma de estudiar la estabilidad del sistema hubiel@a antitransformard (s)
y evaluar sih(t) es absolutamente sumable. Los resultados obtenidos coy etno
método deben coincidir:

H(s) =

LHH($)}(1) = h(t) = Y (1)

+oo 1
C \dt =
/0 = Roldt =

Concluimos nuevamente que el sistema en cuestion NOadest

4.2. Circuito RLC

Considérese ahora un circuito RLC como en la figura 2, en ellgwsalida del
sistema es el voltaje en bornes de la bobina:

Para este circuito: )

H(s) =

_ 1 _ R C

dondewy = Wirel y(= 5.\/; < 1.

El sistema anterior tiene una transferencia real, racippabpia(gr(P) = gr(Q)); y
sus polos son complejos conjugados con parte real negativa:

P12 = —Cwo £ 7/ (1 = (Fwo

52 4 2Cwos + wd
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Figura 2: Circuito RLC

Ambos se encuentran a la izquierda del eje imaginario, pquéoes sistemal s es-
table.

4.3. Circuito realimentado

X Y
G > A(s) >

B(s) ¢—

Figura 3: Diagrama de bloques

El diagrama de bloques de la figura 3 modela al circuito resaiiado de la figura
4y tiene una transferencia de la forma:

A(s)

H) = 409369

Realizando algunos calculos, concluimos que para alitirde la figura 4 en par-
ticular:

A(s) =k
Ls
B(S) = *E
Tenemos entonces: R/L
H(s) -~ R _ B
k

Si suponemog > 0 obtenemos una transferencia con un poldCeny por lo tan-
to concluimos que el circuito NO es estable. Queda comaiejeipara el estudiante

antitransformat/ (s) y probar que la respuesta al impulso del sistérfiano es abso-
lutamente sumable.
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Figura 4: Circuito realimentado positivamente
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