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1. Introduccion.

A lo largo de este curso, ya hemos utilizado el concepto de “caja negra”, como
bloque que procesa una sefial. Haciendo abstraccidn de su constitucion interna, se
trata de caracterizar ese bloque por la forma en que procesa una sefial.

Si el sistema es un circuito eléctrico, se reconocen voltajes y corrientes de entrada
y salida.

El sistema extiende asi el repertorio de componentes de circuitos, agregando a los
bipolos elementales los cuadripolos que son objeto de nuestro presente estudio.

2. Definiciones.

Cuando en una “caja negra” distinguimos 2 terminales, caracterizamos el circuito
por su equivalente Thévenin.

En muchos casos, interesa distinguir 2 pares de terminales; tenemos entonces un
“cuadripolo”.

Cada par es un “port”; el cuadripolo es un “2-port”.

Podemos reconocer en él un puerto de entrada y uno de salida, y suponemos que
entrada y salida no estidn conectadas externamente.

Reiteramos que el enfoque que nos interesa

) ,

> . es conocer c6mo el circuito trasmite sefiales
— + eléctricas de la entrada a la salida, y no tanto
V, V,  saber su estructura interna.
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Convencionalmente, adoptamos polaridades para Vi, Vy, I;, .
Obsérvese que por el terminal de abajo a la izquierda, ‘Sale”I ; (el cuadripolo se
supone conectado a otras cosas; por eso se consideran I e I).
En general, la teoria de cuadripolos supone que dentro de la caja negra:
* o hay fuentes independientes (ni datos previos)
¢ i puede haber fuentes dependientes (el cuadripolo por tanto, puede ser
pasivo o
activo).

Nos interesa describir la conducta del cuadripolo por medio de pardmetros
caracteristicos, que vinculan las variables externas Vi, Vo, I;, L.

Supongamos que planteamos ecuaciones de mallas, de tal manera que la 1* malla
contenga V; yla2® V,. Esto serd posible en general, salvo casos de
degeneracién, como el indicado:

—_’\/\f\/_—
—WWN—

3. Reciprocidad.

Inicialmente, vamos a plantear una situacion particular.
Conectamos una fuente a la entrada y una carga a la salida.

Escribimos ecuaciones de
mallas:

|
|1 2 Z]1Il+21212+....+21mlm:V1
ZiLi+ 70 +... .+szlm20

Zmll 1 +Zm212+. . .+melm20

Por un lado, ya vimos que 1, = A = Z(s) = Vi = A
A Il 11
ALV, .. ) ) .
Por otro lado, I, = ——— = Definimos una admitancia de transferencia:
L _Ap
V, A

Ahora bien: en las ecuaciones de mallas, recordamos que Z;; es la impedancia
total de la

malla 1; Z;; es la comun a las mallas 1 y 2 y siempre que no haya fuentes
dependientes:

Zi1y="75 yen general Z;=7;, o sea, la matriz de impedancias de mallas es
simétrica.

En ese caso, también: Ajp = Ay
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Esto admite esta interpretacion:

I, I,
> -

VWA +

I, A,

1
Va vV, A

En consecuencia, ambas admitancias de transferencia son iguales.

‘La relacion respuesta/excitacion es invariante frente a un cambio de posicion de
excitacion y respuesta’.
A esta propiedad la denominamos, “reciprocidad”.

4. Pardmetros de un cuadripolo.

4 1 Admitancias de corto circuito.

Volvamos al caso general del cuadripolo, no necesariamente reciproco.

|1 IE ZUI] + 21212 +....+ ZlmIm = V]

— -

= + 22111 + 22212 +....+ szIm = V2
‘I'illll.1 UE __________________________ 0
- - Zlmll + szlm +....+ meIm =0

Nos interesan solo las corrientes terminales:

A A
I, = JVI +iV2
A A
A A
I, = _12\/1 +iV2
A A

Hemos obtenido una relacion entre los cuatro parametros del cuadripolo.

Esa relacion es lineal, como corresponde.

Los coeficientes estdn dados en este caso, en funcion de los pardmetros de las
ecuaciones de mallas.

En general, esos pardmetros se llaman “admitancias de corto circuito”.

I =y,Vi+y,V, . i [11)_()’11 yu)[%]
o matricialmente: =
I, =y,Vi +y,V, I, Yo Y \V,

Admitancias, por la dimension,

N . I
De corto circuito, porque p €j: Vi = 71
1

lo cual da un método para su calculo, o su medida.

( Secundario en cc)

Vy=0
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4.2 Impedancias de vacio.
A partir de las relaciones anteriores, podemos, p. €j. invertir y despejar las V(I):

Vi=Zuli+Z:h Tenemos aqui las ‘impedancias de vacio”

Vo=7Zo1li + 7l Pej. 1z, = E (Secundario en vacio)
Llr,=0
Las dos matrices son inversas una de la otra.. O sea que si conocemos un juego de
parametros, podemos calcular el otro.
Si el circuito es_reciproco, entonces yi» =Yz ; Zi2 = Zp; = los pardmetros del
cuadripolo se reducen a 3.

4.3 Constantes generales.

Un tercer juego de parametros es el que da las variables de la entrada en funcién
de las de la salida.

) v, AB\V, )
V;=AV,-Bl, O bien: = A, B, C, D, tienen
. CD)-I1,
I,=CV,-DI, dimensiones
distintas.

En general, debemos prestar atencion a las convenciones de polaridad y las
férmulas. En nuestro caso, definimos los pardmetros A, B, C, D, con la I,
cambiada de signo, con el objetivo de aplicar los pardmetros A B C D a la
conexidn de cuadripolos en cadena.

- —»

4.4 Relaciones entre parametros.

Se pueden calcular los A, B, C, D, en funcién de los z o los y.
Calculemos por ejemplo, los parametros A, B, C, D, en funcién de los z.

{ V,=AV,-BL { Vi=zl + zpoh

I,=CV,-DI, Vo =12zo111 + 2201
|%
A:L ConL,=0 Vi=z11]4 :>—12Z“ A:Z”
v, 1,=0 vy 2y 221
Va=120114
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B=——4 Con V,=0
2 ly,=0
Il
C=— ConL=0
V2 1,=0
D=--L1 Con V,=0
2 ly,=0

Calculemos el determinante:

Si el cuadripolo es reciproco: AD - BC =1
En ese caso, la inversion es sencilla:

(el -5 - (Ceraiia )

Corresponde a expresar los pardmetros de salida en funcién de los de entrada.

HEFA

Quedan dos juegos mds de parametros, llamados hibridos:

[Vl ] — [hllhu ][11
12 h21h22 V2

[11 j :[811812 ][VL
v, 8218n N1,

) , 1deales para describir al transistor.

Z
Z2111+Z2212=0 Il =—£12
271
1%4 —(—ﬂ+z )I —| g = 22 T 2l _ﬂ
1= 12 |42 -
ZZI Z21 Z21
1 1 1
Lo L - c=L
V, 2y 25
<
11420 =0 = D=
<9
AB Z11< Z1n <1 — Z11% Z
_ _ _ fuln 12821 <1180 _ Zpp
D= AD-BC=— 5 =
2y 251 <71

Se puede ver que para cuadripolos reciprocos: hj;=-hy;, g12=-g; (el - viene de
las convenciones de polaridad).
Al ser reciprocos, los pardmetros se reducen a 3.

Otro caso especial es el de los simétricos, es decir, aquellos en que entrada y

salida son intercambiables.

En ese caso: [ z;1=12Zx»
Yii=Yy22
< A=D
hii=g»n
kg11=h22

AB

sale de identificar
CD

Jor(a)

sLE
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5. Cuadripolos Equivalentes.

Cuadripolos equivalentes son los que cumplen iguales relaciones V(I).

El tema nos interesa desde dos puntos de vista.

- andlisis de circuitos, para sustituir un circuito por otro equivalente mas sencillo.

- disefio o sintesis de circuitos: un circuito debe cumplir ciertas relaciones voltaje-
corriente, y deseamos disefiarlo optimizando estructura, nimero de componentes,

tipo de componentes, etc.

Naturalmente, dos cuadripolos son equivalentes si tienen iguales pardmetros.

Por de pronto, los pardmetros z tienen una interpretacion sencilla:

N
(Y
NN
(Y
¢

Andlogamente, los y:

Y12V

=
O

e

x;

Recordando los h:

5.1 Equivalentes T y m.

En la Teoria clasica de cuadripolos, se estudian otros equivalentes importantes:
Sea un circuito T:

s , , 148
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Los pardmetros z de este cuadripolo son: (z1=7,+ 75 Vi=zl +
zolh

A

Zon=70+75 7, =—

212=221=73
. . \
Obviamente es reciproco.

Podemos proceder a la inversa: Dado un cuadripolo reciproco, p.€j. por sus
parametros z,

construimos su ‘“cuadripolo T-equivalente”, en que: Z1=1711-22)
Zy= 1272
Z3=1y

Es un equivalente matemético que puede o no ser realizable.

Ej:
. M . La T equivalente:
(L,-M)s (L-M)s
z11=Lss YL Y
|_l |_2 Zy = LQS
2122221:MS % Ms

Otro equivalente clasico es el dual: el
Recordando:| I;=y;;Vi+ynV2
c L=y Vi+y2V,

Y= Ya + Yc
Ya Yb Y2 = Yb + YC
1
Yi2=Y21=-Yc porque y, =—
2 lv,=0
ST h
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También aqui se puede proceder al revés: calcular el “m-equivalente” de un
cuadripolo dado.

6. Interconexidon de cuadripolos.

Partiendo de cuadripolos elementales, podemos interconectarlos de diversas
maneras:

6.1 Conexidn en cascada.

Conviene describirlos por los pardmetros A, B, C, D.
Vl _ Aa Ba V2a _ Aa Ba Ah Bh V2
Il - CaDa _12(1 - CaDa ChDh _12

AB
Luego, la matriz (CD) de la cascada es el producto.

6.2 Conexion en paralelo.

Los voltajes son comunes. Las corrientes se suman.
Conviene describirlos por los pardmetros y.

S R P RCR MY ES M EORE Y

Atencion: Esto serd vdlido si las relaciones en c/cuadripolo no son alteradas por
la conexion del otro. P.ej. si en el cuadripolo b hay un cable entre los bornes
inferiores de entrada y salida, y no pasa lo mismo con el a, al conectarlos se va
a cortocircuitar la rama del a .

SLIE , . 190
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(Conectarle el b en paralelo, significa anular una de sus componentes).

|
En general: —:F* : -

| |

4 ) ﬂ
| 1
| |
| |
| |
R [
| |
| |
| |
| |
| |
| I

(1) (1)

En la seccién (I), KCL da la condicién de corrientes para el cuadripolo global.
En (II), la KCL se cumple, pero no necesariamente para cada cuadripolo
individual.

Dicho de otro modo, puede haber ‘corrientes de circulaciéon” que hagan que no se
cumpla.

Para asegurar que se cumpla, se agregan transformadores ideales de aislacién (de
relacion 1:1) a la entrada o salida de cualquiera de los dos.

Con eso, se impide la posibilidad de corrientes de circulacion, es decir, se asegura
KCL para cada cuadripolo, condicion en la que valen sus pardmetros individuales.
De lo contrario, si no se cumple KCL para cada cuadripolo, pueden surgir
problemas al aplicar las formulas, aunque no necesariamente.

s , , 1o
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6.3 Conexidn en serie.

[ ] En este caso, se suman las matrices z.

Ejemplos.

Con las herramientas vistas, pueden analizarse algunos otros cuadripolos cldsicos.
a) el lattice simétrico, que cargado con 7 se puede dibujar como un puente de
Wheatstone.

Zx
Zy Zy
ZL
Zx
b) la T puenteada
Yd

1°) Es el paralelo de la T simple y este otro:

SLIEL . . 152
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2°) Es la serie de:

3°) Con una carga externa, se puederedibujar como puente de Wheatstone.

Veamos los pardmetros y.
Li=yuVi+y2Va
L=y»uVi+y»Vs

1
a) yn:_l
Lly,=0
1 Y,(Y, +Y,)
Y11=Y4+1 1 4 Yl 2Y 3Y
— 4+ 1+ 2+ 3
i ,+Y,
Yi
AYAYAY,
s L 153
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b) Como paralelo de cuadripolos.

Y, Y,
—NAN N |
=Yy =
§Y3 1, 1
Y L+
w :>Y11=Y4
Y,

7. Impedancias iterativas.

Hay otro tipo de pardmetros, que se usan sobretodo en comunicaciones:
1) Supongamos una cadena infinita de cuadripolos idénticos.

La impedancia vista desde cualquiera de ellos (desde la entrada) es siempre la
misma.
Llamémosla Z;;.

Si pongo Zx; como carga del primario,
para el primer cuadripolo es como si
Z, —» Z estuviera cargado por la cadena
infinita.

Zy1 se llama impedancia iterativa vista
desde el lado 1.

Es tal que cargando el secundario con
Zx1, desde el primario veo Zy;.
Andlogamente se define Zy,, mirando una cadena infinita hacia la izquierda.

Para especificar el cuadripolo (reciproco), nos hace falta un 3er pardmetro.

Se toma la ‘constante iterativa de transferencia” I, tal que

1 1
e’ =—1=>1“=Logl—1

2 2
cuando la carga es Z;. Se supone regimen sinusoidal. A saliente

T 154
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Re(I") nos da la relacién (logaritmica) de corrientes.
Im(I") nos da el defasaje entre ambas.

Sobre la constante de transferencia iterativa veremos dos resultados:

1) Si el cuadripolo estd cargado con Zyi, la constante de transferencia vista, vale
también para voltajes. En efecto:
Vi _zZah _ L
V2 Zk 1 12 12

r
=e

2) Calculemos I" en funcién de los parametros generales A, B, C, D.

{V] =AV,+ Bl {Vz =7l
I,=CV,+ DL, Vi=Zuli
Zx1li = AZy I, + B, Despejamos  ~Zx;(I;-Al,) = BI = Dividiendo:
I,-Al,  BI,
cl, 1,-DI,
Il = CZklIz + D12 Zkl en ambas: C Zkllz = 11 - DIQ

1
(Ii-AL)I;-DI,) = BC122 Dividimos por 122 y ponemos x = I_ =e

(x-A)(x-D) = BC
x> - (A+D)x + AD = BC Pero AD-BC=1
x>- (A+D)x +1=0

Tye T YT X241 A+D A+D
Calculando: chl =5 1¢ = x _ X = =T = Arch
2 2 2x
En sentido contrario:
3 + Recordando que la matriz inversa es
Lo 2 DB
CA

Se ve que sobre I', se cambian A por D = I" no cambia.
‘Una cadena iterativa atenda igualmente en ambos sentidos”.

ST | | 155
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Las impedancias vistas en cada punto a izquierda y derecha en una cadena
doblemente infinita, no son iguales.

Si el cuadripolo, ademds de ser reciproco es simétrico (A = D), los pardmetros se
reducen a 2: una sola impedancia, que se llama impedancia caracteristica Z,, y la
constante de transferencia de corriente I'.

Supongamos que a la salida hay una carga 7 .

+
+
—-
vy Z, Vs 4
Vi=AV,+ Bl
L =CV,+ DI,

La impedancia vista Z; es:
Vi AV, +BI, AZ +B

"I, CV,+DI, CZ,+D

Si Zy=72,, Z,=7,

AZ +B

, =——"—— Perorecordemos que si el cuadripolo es simétrico: D = A
CZ,+D
AZ,+B

,=—t—=CZ +AZ,=AZ,+B=|Z, = L B
CZ,+A C

Vv, 1 ) )
Andlogamente, se puede calcular: e' = v = I—l = caso particular del anterior:
2 2

I' = ArchA

A,B,C,D,en funcionde Zoy I'son: | A=D =chl’

Si  chl=A= shl =Jch’ T —1=+A>-1=+/BC sh'= BC (a
(or)

AZBC=1
De (o) y (B):| B = ZoshI'
c_ s
7

o

ST | | 156
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8. Impedancias imagen.

Sea ahora una cadena doblemente infinita de cuadripolos idénticos, pero
conectados alternativamente.

Desde posiciones tipo ‘a”, vemos la misma impedancia a izquierda y derecha.
La llamamos impedancia imagen del lado 1: Zy

Andlogamente desde ‘b” vemos Z 1, a izquierda y derecha.

Si la cadena es simplemente infinita (solo hacia la derecha) vemos
alternativamente Zj; y Zp,.

Entonces, ;como se definen Zy; y Zpp?

Son tales que si cargamos el secundario con Zy, vemos desde el primario Zy;
y cargando el primario con Zy;, vemos desde el secundario Z,

Vil
Vi,

Como 3er pardmetro, aqui se toma 6, tal que ¢’ =

2, —» zZ, Z, -7

10.  Recapitulando

Hemos repasado la teoria cldsica de cuadripolos, detallando las distintas formas de
describirlos por medio de juegos de pardmetros.

Hemos visto los conceptos de reciprocidad y simetria, los circuitos equivalentes
de cada juego, y los cuadripolos elementales tipo T y .

Hemos analizado los principales esquemas de interconexion de cuadripolos, y
finalmente hemos descrito pardmetros que encontrardn su mayor aplicacion en
Telecomunicaciones.

sLE . . 197
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