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1. Introduccién

La transformada de Laplace permite pasar del dominio del tiempo al de la
frecuencia compleja.

Es decir, que asocia a una funcién de la variable tiempo f(t), una funcién de
variable compleja F(s), que es la Transformada de Laplace de f{(t).

La transformada resulta ser (en una zona del plano) una funcién analitica, con
toda la fuerza de las propiedades que tienen estas funciones de variable compleja.
La primera aplicacion de esta transformacion surge de que ecuaciones
diferenciales se convierten en simples ecuaciones algebraicas.

En el caso de los circuitos eléctricos, esta simplificacion se completa dando un
paso mas: las componentes elementales se representan “en Laplace”, con lo que se
omite el pasaje por la propia ecuacion diferencial.

El circuito eléctrico se dibuja en Laplace, y en particular la informacion de las
condiciones iniciales aparece a través de fuentes.

Pero mas alld de esta aplicacion como herramienta simplificadora, la
Transformada de Laplace permite asignar funciones que caracterizan a un
circuito: impedancias driving-point, y transferencias.

Estas funciones son de gran importancia conceptual y se emplean en temas tales
como Teoremas de Circuitos, Realimentacion, Estabilidad, dentro de Sistemas
Lineales 2, y en las demds asignaturas de la carrera.

2. Transformada de Laplace en funciones
2.1. Definicion
En primer lugar, consideraremos la teoria cldsica para funciones.

Sea f(t) compleja, de variable real t, nula para t < 0; seccionalmente continua (es
decir, con discontinuidades de 1* especie; hay limite por la izquierda y derecha).

La T de Laplace de f(t) es:

Fs)=| T F (e dr
F(s)=L[f(®)]

En primera instancia sefialamos que la T de Laplace es una funcién de variable
compleja, que es ademas analitica; la de Fourier es de variable real f, (o A).

A veces estan relacionadas. En otros casos no. Recordar p. ej. F1 = 9, no tiene
nada que ver con una funcién analitica.
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2.2. Abscisa de convergencia.

Analicemos el integrando, en médulo

|fe™| = | feo)|e™, si s = X+Hy
La convergencia absoluta de la integral de Laplace depende s6lo de la parte real
des.

1) “Siens=s, laintegral de Laplace C.A. (Converge Absolutamente), entonces
C.A. (y U.-Uniformemente) para todo s con
Re(s) = Re(sp)”.

Pues para esos s, |f (t)\e‘x’ < \ f (t)‘e_x"t Consecuencias:

- Para estudiar la C.A., alcanza con estudiar para valores reales
des.
Clasifico los reales en 2 clases, segin que la integral de
Laplace C.A. o no. Las clases son separadas, por el teorema
anterior. Si son no vacias, definen un elemento de separacion,
X, “‘abscisa de convergencia absoluta”. A la derecha, hay C.A.;
a la izquierda no; en x, no se puede decir. Queda definido un
“semiplano de convergencia”.
Una de las clases puede ser vacia. Hay C.A. en todo (o
ningun) punto del plano.

( Andlogamente, se define abscisa de convergencia simple X; :
-0 < Xy <X, < +00)

2) “ Si fes integrable localmente y cumple |f(t) | < Ae", con A > 0, k real, para
todo t=>ty=>0, entonces x, < k7.
Pues parat >ty | f(t)]e™ < Ae ™™, y esto tiene integral pues x-k > 0. Es
decir que f(t) |e'Xt es integrable de tp a +o. Como de 0 a ty lo es, la
integral converge.

En particular: si f es acotada: x,<0

Si f es de soporte acotado, la acotacion vale para cualquier k = x, = -0

2.3. Ejemplos de uso practico.

f(t) = €, k real o complejo

JROY r

k—s‘o_k—s k—s s—-k s—k

T T
J'O e—stektdt :J'O e(k—.v)tdt _
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Tomando limites cuando T — o Distinguimos 3 casos:

1. Re(s) <Re(k) eReWORBIT e 5 el médulo — oo; no existe la T de
Laplace
2. Re(s) > Re(k) el limite es
S —
3. Re(s) =Re(k) el médulo vale 1; el argumento varia con T, no hay limite.
ke 1 ) .
Luego: L[e ]= k’ y el semiplano de convergencia es
S —
Re(s) > Re(k)
Para otras f(t) podemos aplicar linealidad.
P.ej.
Jkt — jkt
L[coskt]le :l ! + ! = 2s 5
2 2l s—jk s+ jk| s +k
o
,r"'; g \""xl \"\; I
! I=\ - - !
! em
Semiplano de convergencia Re(s) > Re(jk) = -Im(k) ‘
Re(s) > Re(-jk) = Im(k)= Re(s) > |Im(k) |
ki —jkt
L[senkt]zLizi. 1. - 1_ = 2k 5
2j 2j|s—jk s+ jk| s +k
Re(s) > | Im(k) |
Andlogamente: L[shkt]: L Re(s) > |Re(k) |
‘ s —k*
s
Llchkt]= e Re(s) > |Re(k) |

Para el escalon: (ekt con k = 0, o directamente)

Ly ()= i Re(s) > 0

S LILL _
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Ej: g(t) = e'sent

jt —jt
ej _ J

— - e 1 (=Dt —(j+yt
H=e'sent=e¢'| —— |=— eV -7
g(1) { 2 } 2].[ ]

Gy M| v oo 2
2jls—j+1 s+j+1| 2j|(s+D)—j (s+D+j| 2j(s+1)°+1

G(s):;z

(s+D"+1

2.4. Teorema de traslacion en el tiempo.

Trataremos de vincular el corrimiento de una funcién en el tiempo con su
transformada de Laplace.

Sea F(s)= j: e f(t)dt

RN )
R
- o
ra e
.-/.ll
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.-f-l- \-"'\_
-~ '\x_\__
o -
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x
i
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Hacemos el cambio de variable: t=7-a
F(s)=[ e f(t—a)dt

e F(s) = j: e F(T—a)dT = j: e g(T)dT

en que g(t) es la trasladada hasta ‘a” que vale O entre O y a.

Se puede escribir como: g(t) = Y(t-a)f(t-a)
Atencion: no es ninguna de éstas: f(t-a)

Y (H)f(t-a)

Y (t-a)f(t)

S LILL _
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Si f(t) - F(s)
g(t) = e™F(s)

_ 1
Bj: Llol=
‘fﬁ-&}:g
Lre-a))=°— ; |
WD) =Y (D)~ Y (i ~a) : -
1_ e—as

Llnn]=

2.5. Teorema de Traslacion en la s.

Veamos ahora a qué corresponde en el dominio del tiempo, la trasladada en s de
una Transformada de Laplace.

F(s)= j: e f(t)dt Re(s) > Xc

s — s-k

Fs=k)=[ e f@dr = [T e e rokin = Ll £ )]

f(t) — F(s)
e 'f(t) — F(s-k) Re(s-k) > X,
Re(s) > x. + Re(k)
Veamos como se aplica este teorema para resolver el ejercicio anterior:

g(t) = e'sent

1
Sé que Lisent|= = Lle”"sent|l=———
! bent] s’ +1 [ ] (s+1)>+1
e k=1
Andlogamente: L[e_’ cos t]: S7+21
(s+1)" +1

s LIl _
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Veamos una idea practica para antitransformar:

s+3
Sea F(s)=——
(s) s +4s5+13
La transformamos: F(s)= st+2+1 s+2 + 1

(542749 (5427 +9  (s+2)°+9

Vienede f(¢)= 6_2":c0s3t 4 sen3t}

2.6. Teorema de derivacion.

Trataremos de hallar la transformada de Laplace de una derivada.

Sea f(t) continua con derivada f’(t) seccionalmente continua.

Suponemos que en s = sg existen las Ts L[f(t)] y L[f'(t)].
Tesis: ‘En Re(s) > Re(sy), existen las Ts y cumplen:
L[f'(©)] = sLf(0)] - £(0) ”

Es gracias a este teorema que la derivacion en funciones se reduce a una
operacion algebraica en transformadas.

[ Lo (ydt = e f(t): +s[ e F(1)dt
[ /=" f(T) = fO)+5[ e fr)dr

Considerando primero las integrales en s, . Hacemos T — oo, las integrales
convergen. El integrando debe tener limite y el limite debe ser O.

L' @)= sLf@0]-£©0)  EI0) es (0%
Lo anterior se cumplird para Re(s) > Re(sy)
Se generaliza:

‘Si f es continua con n-1 derivadas continuas y la enésima seccionalmente
continua, y si en sq existen las Transformadas: LIf®]...., L[f(”) (t)]

Entonces: L[f™ (0)]=s"L[f(®)]-s"" F(0) = 5" F/(0) —....— £*(0)

Para la derivada segunda tendriamos:

LI ®))=sLLf @]~ £0) = s> LLf ()]~ s£ (0) - £7(0)

2.7. Teorema de integracion.

Sea f(t) seccionalmente continua. gt)= JZ f(@)dt

Si en s existen L[f] y L[g], entonces:

S LILL _
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En Re(s) > Re(sp) también existen y se cumple:

Lzo)= Lo

Pues g(t) es continua; g'(t) =f(t) y g(0)=0
Llg'®)]=sLls(0)]- g0y

L[ [ f(t)dt} ]

S

2.8. La Transformada como integral impropia dependiente de
un parametro.

- Obsérvese que la T de Laplace es una integral impropia dependiente de un
parametro.

Es decir, es del tipo: J:o g(s,t)dt

2.9. Convergencia uniforme.

Recordemos que ‘Se dice que una integral C.U. en una region del pardmetro s, si

J:g(s,t)dt <eg”

dado €, JA(€) que no depende de s, tal que para B > A, es

- Criterio de C. U. (suficiencia)

¢ Una integral J‘: g(s,t)dt converge U (y también A) si para t > to

ta

J-wg (s,0)dtf <M ~dt = M - < M - yestoestan pequefio
B Bt  (a—1B* (a-1)A“

como se quiera (eligiendo A grande) e independiente de s.

Pues

) ] ) M
En el caso de la integral de Laplace, el e™ permite en general acotar por —
t

2.10.La transformada como funcion analitica en su semiplano
de convergencia.

Sabemos que se puede derivar respecto al parametro s cuando las dos integrales
(la original y la obtenida derivando formalmente) convergen uniformemente.

Entonces: F(s)= J-:e_”f(t)dt =L[f(]

F'(s)= [ (=ne™ f(0)dt = LI=1f ()]

En general: F " (s) = Ll(—t)(’") f(t)J

S LILL _
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Se prueba ademds que la abscisa de convergencia x4 de esta T de L es la misma
que la de L[f(t)] : Xa

Sea x, la abscisa de convergencia de L[f(t)] y Xqlade L[(—t)(’”) f (t)]

Como f es localmente integrable, razonamos parat>1= t">1 yla
integrabilidad de (-t)™f(t)e™ implica la de f(t)e™

Luego: Xa < Xq ( Pues ‘e‘“f(t)‘ < ‘e*‘“ ()™ f(t)‘ )

Por otro lado, dado € > 0, t" < e® para t suficientemente grande; luego:

0" fe™

<|f()e ™" desdeuntenadelante = Xg<X,+E€

esta converge para X-€ > X,
X>X,+ €
Luego: X, = X4

Importante: F(s) es analitica en su semiplano de convergencia.

De aqui salen otras transformadas importantes:
f@ — F(s)
1
Yo, » —
s

+Y().t —>+i2
S

Y()t: > %
s
-1\ n-1 kt ,n—1
vt 5 @D et L ywe
s" (n=-1! " (n—=1)! (s—k)"
Despejo Lﬂ Multiplico por e
s

Esta dltima todavia, se puede generalizar para un exponente no entero sino real
cualquiera.

Dejando de lado el factor ¢" hasta el final:

L[Y (). ]= I:t“_le_” dt =La calculo primero para s real = x.

Cona>0
a-1
< a-1 _—xt _ u —u du _ 1 ® —u_ a-l _ F(a)
Es J-Ot e dt_J-xafle 7—X—QJ;€ u du—x—a
Xt=1u t:Z (x>0) X
X
para c/x fijo
Es integrable:
-enOpuesa>0
-en oo, siRe(s) >0
ST 10
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I:e_”u“_ldu =I'(a)
Esto es I'(a) (Funcién de Euler)

Para s complejo, la T de Laplace es la funcién analitica obtenida por

. . . . r
prolongacion. Es decir: 1) es analitica; 2) en el eje real da (—f . Luego, es:
X
r
(@) Entonces:
Sa
Y t a-1 ,z Serniplann e
( )t — L a>0 - p fﬁg‘;l&
I'(a) s o

Re(s) >0 1 Ag e

1 mdfomne
-

F(s) es analitica a la derecha de la abscisa de convergencia (semiplano derecho)
En ese mismo recinto, es uniforme.

A esta altura, conviene tener presente los recursos para el manejo de funciones
analiticas:

Si hacemos un tajo, en el recinto que queda, la funcién es uniforme. Al cruzar el
tajo, pasamos de una rama a otra. Al movernos sobre una curva cerrada que cruza
el tajo, al volver al punto de partida no tenemos el mismo valor. Dicho de otra
manera: como F(s) es multiforme, elegi una determinacién.. ;Cudl? La que sobre
el eje real, me da real.

De otra manera: si n es entero, s" es un dnico valor; pero con a real cualquiera,

Logs .
s*=¢e"°® es multiforme.
ea[Log | S | +jargs]

Si a es entero, I'(a) es el factorial I'(n) = (n-1)! Y reencontramos el resultado
anterior.

Todavia, podemos multiplicar por e

L Y(t)e 't _ 1
['(a) (s—k)*

Unidad 1: Transformada de Laplace



Andlogamente, se llega a:

1 +1 COS Xt
LlynJ,n]= En que: J, (1) =
‘ st +1 ’ j L1=x2
Funcion de Bessel
Re(s) >0

También aqui hay multiformidades; la determinacién de -/s* + 1 es la obtenida por
prolongacién a partir de la determinacién real y positiva para s real y positivo.

Una aplicacién de uso practico:

i

1=

i
-
<
-~ |
| .
T t*
.‘I'_ -.f_.f
I -
-
| T
L 1 -
Sin necesidad de integrar nada: ! ’ h
E E
f@) = y(t)—t—Y(t—T)?(t—T)—Y(t—T)E
E 1 E 1 7YT E —sT E —sT
F(s)=———-— Y——e = I -(Ts+1)e”
) Ts*> Ts’ s Tsz[( ]

2.11.Teoremas del Valor Inicial y Final.

Estos teoremas permiten conocer los valores limites de la funcién f(t) parat=0y
t = oo, sin necesidad de completar la antitransformacion.

Supongamos que L[ f ] y L[ f '] existen y son A.C. en un semiplano derecho.
Sabemos que si L[f]z F(s)
L= f (e dt = sF(s)- £(O")

Si la integral es U.C., podemos pasar al limite dentro de la integral.
Recordemos resultados de integrales impropias dependientes de un parametro:

F(s)= J‘: g(s,t)dt

SiCU. = j:g(s,t)dt <e

N . 12
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[F(s+h)—F(s) <

[Hets+nn - g(s.0)dr +2¢

1°) Hacemos s— oo (en rigor,

s| = o) enRe(s) >0

L[f]= j: F(e™dt —0

por ser continua en s

si g es continua — 0

Luego:| lim __ sF(s)= f(0")

Es el teorema del valor inicial.

2°) Hacemos s — 0

L 1= | f e de— [ f(de = f (=)= £(0%)

Sustituyendo:

lim_,, sF(s) = f(e°)

Es el teorema del valor final.

Para que valga eso, de cambiar el orden del pasaje al limite con la integracion,
debe ser U.C. L[f'] en una region que incluya s = 0.

En otras palabras, los polos de F(s) deben estar a la izquierda.

Ej: Sea f(t) = 3Y(t) + 2Y(t)e"

T

——

F(s):§+iz 55s+3
s s+1 s(s+1)
lim _,, sF(s)=3= f(co)

lim, . sF(s)=5=f(0")

T

!

L.
[~

3
|

Atencién: Si f(t) = 2Y(t)e'

F
/
f
s
.—-'f./
-
2
F(s)=—
(s) 1
lim_,, sF(s)=0# f(o) Esto porque F(s) converge para Re(s) > 1
No puedo llegar a 0.

s L

13
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En caso que el semiplano de convergencia sea el semiplano derecho, se prueba
que el teorema se cumple si sF(s) no tiene polos en el eje imaginario.

2.12.Transformada de Laplace de una funcién periddica.

o o T 2T = (DT _
F(s) :jo e £(t)dt :jo +jT to= ZLT e F(t)dt = (*)
n=0
Dado un sumando genérico:
[ e e =[ e f+nTydr =" [ e f(x)dr
nT - 0 - 0

) ) 2
cambio de variable: t=7+ nT a,ar, ar,....
Aqui, la razén es: e*"

*) N —snr| [T st _ 1 T s Z . xT
(*)= ;e UO e f(r)dr} =T L e’ f(rydr cuyo médulo: e es

Sn=ar _lﬁi sir<1 <l,enx>0
r—1 l1-r

Es decir que la integracion se reduce a un periodo,

y se multiplica por

—sT

BS) -  con Fs)= Lf, 0]
— e

Puedo poner también F(s) = "

s LIl _
: Unidad 1: Transformada de Laplace



f.11

Ej: Laonda cuadrada

F(s)=— Fy(s)
l_e as

y
a 2a
0a . o 2a » e—st e st 1 e—as e—Zas e—as
F)=["fwedi="evd—["edr=="" + -2 4+
0 0 a S, s, ) ) ) )
2
B l_e—Zas +e—2as B (l_e—as)
s s
2 2 <2
1 U—-e® 1—e™ 1 e?2—-e? 1  as
Entonces: F(s):.(1 _M) = (1 (“”Xl) _as):*' — — =f.th?
s l—e sll—e +e s = -
e? +e ?

Ver que F; se pudo calcular también como L[ Y(t) - 2Y(t-a) + Y(t-2a) ]

SLIEE ,
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Muchas veces, el teorema se aplica al revés: conozco la T de L de la periddica y

quiero calcular la T de L de algo asi: , que es justamente la
T
F(s)= |

En rigor, el teorema visto valdria para esto otro:

f;
1 F\(s)

LY = =
/\ [ sent] T
ZTC 1 —27s
—e
\/ R =Llfo]="F
s”+1

O también: la resta del seno y del seno corrido.

En general, la moraleja es: recurrir poco a la memoria y mucho al ingenio.

Ej:

A

Esto es la suma del seno y el seno corrido.

SLIEE .
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—TTs

1+e
st +1

1 \
A~

Obtenida la de h

Simple onda

Onda completa

por el teorema de la periddica,

podemos hallar la de la onda
sinusoidal rectificada:

AN

sP+1 1-e™ (l—e_’“st +1)

s241 1—e™

Estas son las formas de onda que se obtienen en los circuitos rectificadores:

P

sent@

>

SRR -

b

+
sant @

SLnn
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2.13. Aplicacion de Laplace para resolver ecuaciones
diferenciales.

Veamos como se aplica la T de L para resolver ecuaciones diferenciales.
Sea la ecuacién: 7 + 3 " +2f = 2, con las condiciones iniciales:

f(0)=2
f'(0)=1
La resolucién clasica es:
-3%1

1) Homogénea: Ecuacién caracteristica: p2 +3p+2=0= p=

2
_2 e-2t

Solucién general de la homogénea: Cie* + Coe™
2) No homogénea: Solucién particular:  2f=2= f=1

Luego: solucién general: f=1+Ciet+ Cre™®
Para determinar las constantes C; y C,, juego con las condiciones iniciales:
f0)=1+C;+C,=2
'(0) = -C12G =1
-C=2 = C2=-2 C(Cl=3=>

ft)=1+3e"-2e*

La resolucion por Laplace consiste en escribir una ecuacion en transformadas:
Lf]=F(s)
LIf"]=sF ()= f(0) = sF(s) -2
Lf"]=sLIf']- £/(0) = s F(s)—2s -1

Tomando transformadas en la ecuacion

original:
s2F—2s—1+3sF—6+2F:%
s
2
(2 435 42)F =25 474 2= 2 *T9+2
s s

2s*+7s+2  2s°+7s+2 A B C
F: 2 = = — _ A:l
s(s? +35+2)  s(s+D(s+2) s s+l s+2
g 27742,
-1
c_8-14+2
2
F)=t4 > 2 o f()=1+3¢" =2
s s+1 s+2

Obsérvese que la ecuacion en transformadas contiene incorporada la informacién
de las condiciones iniciales.

Nos quedan dos grandes temas: generalizar a distribuciones y antitransformar.

N . 18
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3.Transformada de Laplace en distribuciones.

3.1. Consideraciones para su definicién.

Aun trabajando con funciones, se ve que la T de L estd asociada a distribuciones.
Si dos funciones difieren en un conjunto de medida nula (coinciden como
distribuciones), tienen la misma T de L.

(La T de L del escalon es l, cualquiera sea el valor de Y en 0 ).
s

Vamos a estudiar T de L sélo para distribuciones de D,
No consideraremos sent sino Y.sent; no habrd T de L de 1 sino de Y(t).

Ademas de restringirnos a T € D’,, supondremos que existe cierto nimero a tal
- R

que parax >a, e T es temperada: e'Te S

Decimos que T es "temperable" por el factor e ™'. No exigimos que T sea

2
temperada, con tal que el producto lo sea. Asi, e' entra en esta categoria; e’ no.
Hay pues muchas distribuciones con T de L.

La definicién es: L[T] =F(s)=(T,e™™), definida para Re(s) > a
La idea rigurosa es que: si Re(s) > a, elijo un x; intermedio: Re(s) >x;>a
Considero ¢ T, que es temperada, y la aplicoa a(t)e “™" a(t) vale 1 en
el soporte de T; es ooy derivable y luego cae a 0.
Entonces: {e “'T,a(t)e ™)  estd bien definido.

e S” € 8S,siRe(s)>x, yot)laanula parat <0
No depende de x;. El x; me sirve para asegurar la existencia, pero no aparece en
el resultado. Tampoco depende de a.
Cuando escribo <T,e™> en rigor quiero decir lo otro.

Si T es una funcidn, la definicién coincide con la vista en funciones, pues T sera
del tipo Y(t)f(t). Decir Te D’, corresponde en funciones a integrar de 0 a +oo.

Volviendo al tema de la definicidn:

Si defino apresuradamente L[T] = <T,e™> = F(s), tengo el problema de que
distribucién y funcién deben pertenecer a espacios correspondientes. Y si Te D’
esto no marcha porque e™ no pertenece a D (soporte acotado e infinitamente
derivable).

Como e™e C”, con Te (C™)’, es decir de soporte acotado, la definicién funciona.
Pero son pocas las T de soporte acotado. Queremos tener més distribuciones con
T de Laplace.

Inspirados por lo que sabemos de funciones, digo que , con Re(s)>0, e™ decrece al
+o0 con fuerza exponencial, (Tipo S). A -o crece, pero eso lo arreglo si Te D’

Con mads precision: si T es temperada y D’,, escribo: L[T] =<T , ot)e™>, con
o(t)e C” y que vale 1 en el Sop T. Y=
S S
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ol(t) 1

/S

Ahora la definicion funciona, y no depende de ., por argumento similar al que ya

vimos alguna vez: tomo otra funcién B(t) y la resta es <T,(a-Be*>=0

porque los soportes estan separados.

Todavia, puedo ampliar el campo de las distribuciones.
Sea T no temperada, pero “temperable” por un factor ™.
O sea, supongo que para X > a, se cumple eMTeS’

: XK (xk
Estoy pensando en la exponencial Ye*; no es temperada, pero Ye™e" = e es

temperada para x>k.
Para ese tipo de T defino:

L[T]=<e™'T,o(r)e ™" >
Con x>a: = =
S’ S para Re(s)>x;
El factor e desaparece en el cdlculo, pero me asegura la existencia.

De LIT]=(T,e™") = F(s)
Sale: F'(s)={(T,~te™) ={(~tT,e™™)

F(m) (S) — <(_l)m T’e—st>
F(s) es analitica.

T de L de 8s.
L[6]= (6,e")=1

L[5'] =(0",e")=—0,—se ") ==
L[5('")]= s"
L@t —a]l=e™

s LIl _
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3.2.Transformada de Laplace y Convolucién.

Con distribuciones de D’, siempre existe la convolucion.
Si LlU]=U(s) y LIV]=V(s)

LU #V]=(U*V,e™) =(U, ®V ") =(U, ®V, e e™™)=(U, e "XV, ,e™) =

= LU]L[V]=U(s).V(s)

El semiplano de convergencia es el que estd mds a la derecha de los dos factores.

3.3. Corolarios: Teoremas de traslacion y derivacion.

Corolario 1: Teorema de traslacion:

ir, )=+t =15, *7]=L[5_,]LIT ]=eL[T]

Corolario 2: Teorema de Derivacion:
"Si L[T]=F(s)= LIr™ |=s™ F(s) "
En efecto: LIT™ |=L|s"™ «7|=L|s" |L[T]=s"F(s)

Ej:
1) L[Y(t)]:1:>L[5]=s.1=1
S S

2) Sabemos que L[Y senor]=

P+’
. s
Derivo: L[Ya)cosa)t]z 5 5 :>L[Yc0sa)t]= 5 5
ST+ sT+w
Derivo otra vez:
2
s
L[§ —Ywsenwr]= )
ST+
s s o’
l—a)L[Ysena)t]z 5 2:>a)L[Ysena)t]=l— 5 = >
ST+ s+ s+
L[Ysenwt]z 5 5
s T+

3.4. Datos previos y condiciones iniciales.

Hay que tener cuidado al aplicar el teorema de derivacion:
si T es una funcidn, se debe derivar como distribucién de D’,.

f / L[fﬂiiFm

distribuciéon

Ll 3+ £ 07 8] = L Y+ £07) = sF(s) LI Y= sF(s)— £(0)

que es el resultado que conociamos.

S LILL _
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(Qué pasa si la funcién no valia 0?
Si yo tengo una funcién f(t) que no es nula para t < 0, tengo dos opciones:

f(t) 1°) Como funcién, no tengo problemas para la
transformada,

pueses  F(s)= J: f (e dt

Y vale: L[f’]=sF(s)— f(0"), enque f es
derivada funcién.

/

2°) Como distribucién, me tengo que poner en D',
Te=Y.f
T; L|T’]=sL[T]= sF (s)
LIY{f}+ £(07)8 = sF(s)
/— ] _ +y . .
L[Y {r }] =sF(s)— f(0") ; equivalente al planteo
anterior.

Interesa otra interpretacion para el caso en que la f(t) tenga un salto en el origen:

f(t) g(t) h(t)
T -

(0) /

] G

El andlisis de f(t) y su transformada como funcién, siempre vale pero con f(0").
Interesa conservar, de la historia anterior de f(t) solamente el valor previo f(0")
Considero g(t) y h(t)

h(t) = g(t) - £(0°)
h(t) tiene transformada sin problema, como funcién y como distribucién; g(t)
como funcion.

H(s) =G~
s
Por otro lado, g’ y h” como distribuciones son de D’, y son iguales:
g’ =l = Llg'|=LIn]=sH(s) = 5G(s)~ f(07)
como distribucién
LY{f }+o8]=sF(s)- f(07)
f(0") es el dato previo.
f(0") es la condicién inicial.

s LIl _
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Probamos que hay coherencia entre: trabajar en Laplace con f(0") y obtener la
funcién con el salto real 6o que da entre f(0) y £f(0").

Veamos con un ejemplo:

f)y=1+Ye"
\ F(S):1+L: 2s+1
] e S s s+1  s(s+1)

1* interpretacion:

sF(s)— f(0") =

2s+1_2: 2s+1-2s5-2 _ -1 —){f’}z—Y(t)e"
s+1 s+1 s+1

2% interpretacion:

2s+1 2s+1—-s5-1 +1 1 1 , =
sF(s)— f(O)="T1 =288 8 9T D L =8 —Y (e
s+1 s+1 s+1  s+1 s+1 s+1
Resumiendo:
Tenemos tres formas, aparentemente distintas para el teorema de derivacion:
Funciones como distribuciones de D’,: L[f'] =sF(s)

Derivando la funcién f como distribucién de D’,: L[Y{f '}] =sF(s)— f(0")

Estas dos interpretaciones borran el pasado de f(t)
Nos interesa conservar informacion del pasado -reciente- de f(t); a saber: f(0")
Para eso hacemos el razonamiento visto (0 con menos rigor, sumamos y restamos
£(0))

LIr{f'}+08]=sF(s)—- f(07)
En esta 3* interpretacion, el f(0) ocupa el lugar de £(0")
Ello corresponde a interpretar la derivada de la funcién con el salto que realmente
da la funcion.
En los problemas de circuitos, esto encuentra su gran aplicacion: lo que
conocemos son los datos previos (antes de abrir o cerrar una llave).
Si parto de las condiciones iniciales, obtengo las "funciones" solucion. Pero de
alguna manera tengo que calcular esas condiciones iniciales.

Si parto de los datos previos, obtengo todo: las funciones con su salto real de 0" a
0".

N . >3
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3.5. Transformada de Fourier y de Laplace. Su vinculacion.

En el caso funciones:

Fs)=Fx+ jy) = [ fmedr=["[rme k7 ar=["Tra e k> ar

Sifesnulaent<O
Con x fijo, esto es esencialmente como funcién de y, una T de Fourier, a menos de
un 27.
( Tenemos y donde en Fourier tenia 27tA ).
"La T de Laplace equivale a una familia de Ts de Fourier, las T de Fourier de
funciones Y (t)f(t)e™, conx >a".

Esto tiene muchas consecuencias:

1) Permite calcular Ts de Fourier a partir de T de Laplace, que son mds simples
de calcular, y que se manejan con todas las armas de funciones analiticas.
Si tenemos la T de Laplace, y podemos llegar al eje imaginario (x = 0),
obtenemos la T de Fourier de Y.f

P.ej: L[Ye*‘” ]: ! Podemos llegar sin problemas al eje imaginario.
s+a
a>0
Flrew]=— 1
J2rA +a

" Fourier es Laplace en el eje imaginario -si podemos llegar ".

Pero Fourier existe para funciones definidas en toda la recta, que no tienen
Laplace.

Hay muchas funciones que tienen T de Fourier, todas aquellas que dan en la
transformada conductas no admisibles en una funcion analitica (saltos, Js, etc.) El
seno, p.ej., definido en toda la recta, tiene ds en su T de F.

Por otro lado, hay funciones no temperadas pero temperables, que tienen T de
Laplace, pero no de Fourier.

Laplace

Fourier

N . 4
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3.6. Inversién de Laplace.

2) De la inversion de Fourier, deducimos la inversion de Laplace.
Veamos primero cudl es la idea.
Recordamos las formulas de funciones:

C(l) = v[j:f(t)e*ﬂﬂ/ltdt = f(l) — J-j:C(l)ejMMdl

_L R vt
f(t)—zﬂj_mC (v)e™ dy

poniendo como variable t, mejor que X.
Para la T de Laplace ahora:

F)=FGe+ iy = [ e ok ar
Fijado x, podemos aplicar inversiéon de Fourier:

e f(t)= LJ‘MF()C + jy)e™dy
27 I

El 27 aparece pues en la férmula de inversién tenemos dA, que es d 21
T

Siempre con x fijo: f@)= 21J-+°°F(x + jy)e gy
7r —oo

Esto lo podemos escribir como
integral en el campo complejo:

Volviendo a la variable s r

1 st
110 _mjre F(s)ds

S = X4y
ds = jdy
Para que esto exista, debe ser x > a, es decir que I
debe estar a la derecha de la abscisa de convergencia.
Esto da un camino para antitransformar: ;Cémo se calcula esa integral sobre I'?

s LIl _
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Sabemos que completo el camino de integracién y usamos un resultado de Jordan:
En Ie‘"F (s)ds , la integral sobre el arco tiende a 0, si lim_,_ F(s)=0

Se calcula sumando los residuos, como usualmente en teoria de variable compleja.
El resultado es atractivo, pero limitado a funciones.

Veamos con mads rigor:
Queremos saber cuando una F(s) serd T de L de alguna distribucién.
" Para que una funcion analitica F(s) sea T de L de una distribucién T € D', es
condicién N y S que en algin semiplano derecho, | F(s) | < C | s|", es decir, esté
acotada en mddulo por un polinomio en |s|”
F(s)=L[T].Te D, &|F(s)< (s

Re(s) >a
De acuerdo con este teorema, €’ no es T de L de nada.
1) Necesaria. No lo probamos. Veamos s6lo que es plausible.

Si T es una funcidn f, y si a es la abscisa de convergencia de su Integral de
Laplace, entonces f(t)e™ es integrable a la derecha de a, y

Fs)| <[ |f(wedi=C

Luego, |F | estd acotada por una constante.
Si T es una derivada (como distribucién) de orden m de una funcién:

F,(s)=s"F(s)
Flsds”

Entonces, la condicidn se cumple para funciones y sus derivadas en
distribuciones.

2) Suficiente. No sélo veremos la suficiencia.
Veremos un método para antitransformar.
Supongamos en una primera etapa que F(s) no sélo estd acotada por un
polinomio.

. 1
Supongamos mds: que decrece como W
s

"F(s) esta acotada en Re(s) > a > 0;

F(s) < < en Re(s) > a"
s

2

En ese caso, digo que F(s) proviene de una funcidn continua (en particular, sin
salto en el origen).

Considero f () = LJ‘ F(s)e"ds, conT aladerecha de a.
j2mr

N . -
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Vamos a probar que esa f(t) es la antitransformada de F(s)  f(t)=L" [F (s)]
O sea: L[f(t)] =F(s)
1°) La integral tiene sentido pues fijadox y t, F(x+jy) es integrable en y de -cc a
400 ya que
C
X +y’

7| <

2°) La integral es independiente de x.
En efecto:

f(l') = j%"-rF(s)estdS = %Jj:F(x_i_ jy)e(x+j}')fdy = élllmA—)oo Jj:F(x_l_ jy)e(x+j}')tdy

Esta es lo mismo calcularla en x; o x,. En efecto:

En el camino cerrado la integral es 0, pues el
integrando no tiene polos ( | F(s) | esta
acotada)
En los tramos horizontales, se acota
facilmente:
al Xi X2
S Cle* _ Xt
P.ej. J- '+,1AF(s)e”dx < J- ‘ —dx < *, . il )C;e y esto tiende a 0 para A — oo.
X JA ‘S‘ a +A

Si la integral no depende de x, paso la e al otro miembro:

sl . 2l
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1 e .
W= [ FGct ipedy @

Para x fijo, esto es una T de F (conjugada) de una funcién integrable, y la T de F
es continua y acotada.

3°) Probemos que la f(t) es nula para t< 0.

C
X +y°

ext oo C ext C y Foe ext C
dy < dy<— —Arctg™~ = —T
Y 27rJ‘—°“az+y2 Y 1 a gam 27 a

eXf o
‘f(f)‘ < EJ‘_W

C
‘f(t)‘sze’“, X>a

Esto vale para todo x > a, y para todo t.
-Sit<0,conx — oo llego a que \f\ es < € Luego f(t) es O parat <0.

- Sit>0, |f() <&
2a

—(x—a)t

C .
< Z—e , que es integrable para x > a.
a

fe™

Entonces, puedo integrar la inversa de Fourier de (a)
j_“” f(t)e™dt = F(s)

Esto es por Fourier, y como f(t) es nula para t <0, queda: F(s) = IOM f(Hedt

. . C . .
Hasta aqui probamos que si ‘F \ < W’ es la T de L de una funcién continua, nula
s

parat<O.

Ahora vayamos al caso general. F(s) es analitica en Re(s) > a >0, acotada por \s\m
F(s) <Cs"
F(s)

m+2
S

Consideramos  G(s) =

Por lo ya visto, esta G es T de L de una funcién continua f.
Pero entonces, F corresponde a la derivada (m+2) de esa funcion (derivada en
distribuciones).

3.7. Antitransformada de F(s) = 1.

Como ejemplo del andlisis anterior, queremos calcular la antitransformada de
F(s)=1
(Ya sabemos que es 9).

o . C
Dividimos por s tantas veces como se necesite para acotar por —- En ese caso,
s
sabemos que proviene de una funcién continua.

Gs)= L
S

N . 8
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1 est
t)y=— ds
J0 j2r J-F s’

El integrando tiene un polo doble en el origen. Circulamos como indica la flecha:

| A
X
/
longitud = TA
~__ |-A -
Sobre la circunferencia: ‘2 < 672
s (A—Xx)
mext

Luego, la integral sobre el arco se acota por ————-
(A=x)

Para x fijo, y para todo t > 0, tiende a 0 con A— oo.
Luego f(= ]in =X Residuos = Residuo en 0.
j2r

242
+...
!

Como e” =1+ts+

e 1 ot :
=5+ +_+... = elresiduoest.
K} S S 2!

Para t <0, tendria que tomar la semicircunferencia derecha (para acotar e ). Sé
que da 0.

Luego: f(t))=Y(t)t < Lz
s

Fi=Y@) o i

=86 o1

Veamos otro ejemplo: el mismo que vimos en los teoremas de valor inicial y final.

F@)=3Y(t)+2Y(t)e ™" \ TF“E-__R
F(S)=g+ 2 _3s+3 3]»_—;——__
s s+1 s(s+1)
i o
sLE —
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Antitransformar F(s).

o 1
De acuerdo al teorema, tendriamos que dividir por s para tener del orden de —-

s
Pero no es necesario. Si dividimos por s, vamos a dar a una funcién continua.
Si no dividimos, simplemente aparece el salto, pero igual vale la férmula de
inversion

(Por qué? Por el lema de Jordan.

=~

f@)= Z residuos de 2’l<5s_+3) ] Esta F(s) — 0 con \s\ — o, y esto es lo
!\s(s +1)

\ 7/
AN

/

que exige Jordan para asegurar Hue la integral en el arco — O.

Residuo en s =0: m =3
s+1 o
Residuoen s =-1: € s+3) =2¢"'
§ s=—1
Luego f@)= (3 +2e”’ )Y(t) pues esto vale para t > 0.

En los casos usuales, no se aplica la férmula de antitransformar, sino que se lleva
a transformadas conocidas.

En el caso de funciones racionales (cocientes de polinomios), se llevan a su
expresion como suma de fracciones simples.

Para ello, hay métodos sistemadticos, pero como siempre, es preferible la habilidad.

s+5
Ej: F(s)=——
(s+ 2)2
La quiero descomponer en fracciones simples.
F(s) = s+52 _ A N B :
(s+2) s+2 (s+2)
s+5  s+2+3 1 3

(s+2) (s+2)° 12 s+
FO=Y®l™ +3e™ =yl +3}™

3.8. Métodos formales para antitransformar funciones
racionales.

N(s)

D(s)

Si el grado del Numerador > Grado del Denominador, dividimos de modo de
tener:

Sea un cociente de polinomios

N . 0
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EzP(s)+& con Gr N; <GrD

D D

P(s) se antitransforma término a término L'i]=6

)=
Podemos entonces estudiar el caso ES; con Gr N<GrD
Ry
ler caso.- Raices simples del denominador.
a) Reales.
F(s)= N(s) _ A N B N C

(s—s,)s—sNs—s,) s—5, s—5  5—5,
El método consiste en: multiplicar por s —s, ambos miembros y hacer s = s,
A= (s—sO)F(s)

§=8g

’
A=t
3
2
B Fo=—> =-2 _4, B, C ! B=-!
s(s+2)(s—3) s s+2 s-3 5
_13
15

Es el método popularmente conocido como de la "tapadita".

b) Complejas.
Se puede aplicar el mismo método pero, si todos los coeficientes son reales (lo

comun), las raices vienen en parejas conjugadas. Conviene agruparlas.
Vedmoslo con un ejemplo:

4s* +10s+19 A B C A Ds+E

F(s)= =—+ + = +
(s) (s+2)(s2+2s+5) s s—(@+jB) s—(@—jB) s+2 s*+2s+5
Mejor

“2%4) g

( Ni calculamos las raices:

A lo encontramos por la ‘tapadita”: 155 =A=3

Para D y E identificamos: coeficiente de s> 4=A+D=D=1
coeficiente de s”:  19=5A+2E=E=2

3 s+2
+ 2
s+2 sT+2s+5
Para antitransformar esto, ya sabemos que es mejor hacer asi:

w e’'| cos2t+ lsen 2t
(s+1)"+4 2

F(s)=

2° caso.-Raices miultiples del denominador.
Veremos dos métodos.
a) Sisgesraiz de orden n

N . 91
Unidad 1: Transformada de Laplace



N(s) _ A A n A, +N1(S)

F(s)= = + —+ ...

(s=s,)'D,(s) (s=5,) (s—=5,)" s—s, D,(s)
El método de la tapadita solamente me serviria para A,.
Considero

F(s)=(s—5,)"F(s)=A, +A(s—5,)+A,(s=5,)" +... A A (s—5,)"" +R(s)(s—5,)"
Fi(sy) = A,

Derivo una vez:

dF, , B
cll(S) =A +2A,(s—5))+...+A | (n—l)(s—so)"_2 + R(s)(s —5)" +nR(s)(s —5,)""
s
F
En s =35, k() = A
ds =S,
*F,(s)
Derivo otra vez: =24, +
ds
1d°F,(s)
A, =— 5
2 dst |
'F
En general: A, = lw
Jvods’ |
- A A A
Ej: Fis)= 572 o, A 4B

Cs(s+D} (s+DP s+ s+l s
B sale por la tapadita: B =-2
Para los otros:

F1(S):S_2:1—g
s s
Ay =F(s)_, =3
F,
PO R R
ds s=—1 s s=—1
1d°F, 1 (-4)
2:7 2 == 3 :2
2 ds — 2 57 |,
O sea: F(s)= 3 T+ 2 —+ 2 2
(s+1) (s+1) s+1 s
n-l1
Y recordando que: L Yoy _ 1
(n=D!| s"

f()= Y(t){e" [3;2 + 2t + 2}— 2}

S , 52
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b) Sin necesidad de derivar :
La idea es escribir la F;(s) como F(p) con p =s - s y dividir F;(p)
ordenando en potencias crecientes.
Vedmoslo mejor con el mismo ejemplo.

Fis)= "2
s(s+1)
FI(S):s 2_p 3_3 p
s p—-1 1-p
s+tl=p=s=p-1 3-p [ 1-p
-3+3p 3 +2p + 2p°
2p
-2p + 2p°
2p2
2p°+27p°
2p3

(Hasta cudndo sigo la divisién?
Hasta tener grado 3 (en este caso, raiz triple) en el resto.

FKp)=3+2p+2p2—2£—
p

F 3 2 2 2
F:%:T 2

p p p p p-l1
Volviendo a s:

F(s)= 3 o+ 2 -+ 2 ——, como en el otro método.
(s+1)° (s+)” s+1 =
En cada caso, conviene siempre ver si lo mejor es: - el método general
- lahabilidad de
manejo
- las tablas
Ej: F(s)= L
! (s +1)°

1) Tiene raices del denominador %j, dobles.
Se puede aplicar el método general. Si bien puede ser interesante verlo como
ejercicio, resulta engorroso, sobre todo por el manejo de los j. Aplicando en
cambio el método recién expuesto:

1
F(s)= , ,
(s+ ) (s— )’
1
s— D F(s)=F (s)=
(s = J) F(s)=F(s) i)
s—j=p
1 / -4 + 4ip + p*
-1 + jp +p*/4 -1/4 —jpl4
s 33
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jp+ p2/4
-jp— p° +jp’4
- 3/4p” + jp’l4

2 3

1 1 1 j _3Z +jp7
*F(p)=F(p)= = ST APt T o

F<p>—_/ /_3 %%

2

P (p+2j)°
R A e e ey
(5= )’ s—J (s+))° (5= )’ S—J (s+j)°

Mot

(S—J) s—j (s+))7 s+

1 jit .] jt 1 i ] —jt .] jit . jit —jt
H=——te! —~el' ——te-"+"e " =—"|e" —e e’ +e’
Jy== et 2" y Tl -] ]

sent=U cost = [ ]
2j
.2
2 1 1
f(t)=—Lsent——tcost=—sent——tcost
4 4 2
_ 1
2) Sabemos que: P 3_H%sent
. O+ 2s N
Derivamos ens: | ———— > +fsent

S

derivamos como distribucion
2

. g 2S
Multiplicamos por s: —= > tcost+sent
(s*+1)
2 2
Transformamos: 257 _2s°4D-2 2 2

24D (524D (5P 41 (s 1)
2 2
=
sT+D?T 0 (5T +1)?

(211)2 = L[;(sent—tcost)}
sT+

O sea: L[t cost +sen t] = 2L[sen t]— = L[sent —1cos t]

2) Otraidea: convolucién de sen t * sen t.

o,
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3.9. Vinculacion entre descripcion de ceros y polos de una
funcion compleja y variacion en el tiempo de su
antitransformada.

La descripcion de Ceros y Polos de una funcidn racional con coeficientes reales
F(s) tiene muchas consecuencias.

Del examen visual de la ubicacién de los ceros y polos podemos saber mucho de
la respuesta en el tiempo.

Veamos algunos diagramas de ceros y polos de funciones conocidas.

El escalén Y(t) > 1 Polo en el origen
s

1
s+0

La exponencial decreciente Ye ™™ — Polo real negativo

La sinusoide Ysenwr — — 5 Polos imaginarios puros
s T+
conjugados
X
X
S L | |:1

Unidad 1: Transformada de Laplace



La sinusoide amortiguada  Ye ™ senwt > ————— Polos: -6t jo

El valor de ¢ da la amortiguacién. Cuanto més lejos estén los polos del eje
imaginario (a la izquierda), mds fuerte serd la amortiguacion.

(s)

En el caso de las sinusoides, la distancia al eje real es una medida de la frecuencia.

Si los polos se van hacia la

T izquierd tal

& -~ izquierda, aumenta la

| /. amortiguacion. Si se alejan
./ delejereal, aumenta la
. frecuencia.

Todo esto tendré aplicacion en el estudio de la estabilidad. Polos en el semiplano
derecho corresponden a exponenciales crecientes.

Exponencial creciente para polo real positivo.

Sinusoide creciente para polos conjugados a la derecha.

Otro caso de sinusoide creciente se tendria con algo asi:  #senwt

(Cudl es la transformada?

sen it %ﬁ
N o ()]
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+2ws
(s2 +co2)2

O sea que polos dobles en el eje jo dan lugar a sinusoides crecientes: es inestable.

+tsenwt —

4. Recapitulando:

La Transformada de Laplace es una herramienta que permite pasar del dominio
de las funciones del tiempo a funciones analiticas de variable compleja.
A nivel de la transformada, muchos problemas son de manejo mds sencillo: en
particular las ecuaciones diferenciales lineales se convierten en ecuaciones
algebraicas ordinarias.
Los diversos teoremas y los ejemplos vistos, asi como los ejercicios del curso
prdctico, permiten pasar con facilidad de funciones a transformadas y viceversa.
Vimos ademds que las condiciones iniciales, que a nivel de las ecuaciones
diferenciales constituyen una informacion complementaria, aparecen en
transformadas como fuentes, integradas a la propia ecuacion.
Mas alld de su aplicacion como herramienta simplificadora, la transformada de
Laplace permite asociar a los sistemas lineales funciones analiticas como la
transferencia, y en el caso de los circuitos eléctricos las impedancias vistas
(driving-point).
La presentacion de la transformada se ha hecho a dos niveles: la teoria cldsica en
funciones, y su generalizacion a distribuciones. En este campo, hemos seguido de
cerca nuestra principal referencia bibliogrdfica:

Laurent Schwartz — Méthodes mathématiques pour les Sciences Physiques
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