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PREFACIO

Estas notas son una reelaboracion, corregida y muy modificada de las
correspondientes partes de las notas de 1991, en cuya redaccién participa-
ron un gran nimero de docentes del Instituto de Matematica y Estadistica
“Prof. Ing. Rafael Laguardia” (IMERL) de la Facultad de Ingenieria de la
Universidad de la Reprublica.

Varios capitulos fueron redactados nuevamente, teniendo en mente trans-
formarlos a la brevedad en partes de un libro sobre el tema.

Los principales defectos de las notas derivan de la impericia de los fir-
mantes y de la celeridad con que fue armada esta versién (no) final.

El Algebra Lineal constituye hoy una rama bésica de la matemaética con
aplicaciones dentro y fuera de esta. No se han incluido en esta edicién, so-
bre todo por razones de tiempo ejemplos de tales aplicaciones. Sin embargo
algunas seran abordadas en clase, ademds en la bibliografia se indican algu-
nas referencias donde el lector interesado puede encontrar varios ejemplos
interesantes.

La carencia de ejercicios no debe extranar dado que éstos son editados
en fasciculos aparte.

La estructura general del libro -que no serd necesariamente la del curso-
es la siguiente. Se incluye un Capitulo Cero, en que se desarrollan los con-
ceptos de Relaciones, Funciones, etc., con diversos ejemplos. Su lectura fa-
cilitard la comprensién del lenguaje del curso, y dard una referencia general
sobre definiciones y resultados bésicos. Fue extraido de Notas de Algebm,
de Alfredo Jones, editadas por el IME de la Universidad de San Pablo.

VII



VIIT PREFACIO

En el Capitulo Uno se estudian los Sistemas de Ecuaciones Lineales, se
desarrolla su presentacién matricial y se describe el algoritmo de Gauss o de
escalerizacién como herramienta principal para su resolucién.

En el Capitulo Dos se estudian las principales propiedades de las matrices
y sus operaciones. Se presenta un ejemplo clave del curso: el espacio de
n-uplas, R" y culmina con el estudio del rango de una matriz, concepto
directamente relacionado con las soluciones de los sistemas lineales y con la
invertibilidad de las matrices cuadradas.

El Capitulo Tres estudia el Determinante de una matriz cuadrada se
prueban algunos resultados clasicos como el teorema de Cramer y el teorema
de Binet-Cauchy sobre el determinante de un producto de matrices.

Los Capitulos Cuatro y Cinco (que podrian ser los primeros de las notas)
estan dedicados a la introduccién de un segundo ejemplo basico: el de los
vectores libres del espacio. Estos se utilizan para dar una exposicion de los
primeros elementos de la Geometria Analitica del Espacio.

El Capitulo Seis estd dedicado a los Espacios Vectoriales. Es el capitulo
decididamente nuevo para todos los estudiantes, y el centro conceptual del
curso, en el se introduce de manera axiomatica una estructura abstracta
que se inspira y generaliza varios de los ejemplos tratados en los capitulos
previos.

El Capitulo Seis esta dedicado a un tipo particular de funciones entre
espacios vectoriales: las Transformaciones Lineales. Estas se caracterizan por
preservar la estructura de los espacios vectoriales y son en cierto sentido el
modelo mas sencillo de una funcién. Se estudia aqui con detalle su relacién
con las matrices y se pone de manifiesto el contenido geométrico de muchas
propiedades algebraicas de estas ultimas.

Un comentario final es pertinente para preparar al estudiante a apro-
vechar tanto el curso como estas notas. Aqui cada capitulo interviene de
manera fundamental en los siguientes. La gran mayoria de los topicos abor-
dados en los primeras clases tiene un rol fundamental en el resto del curso.
Dificilmente serd posible avanzar de un capitulo al siguiente sin haber com-
prendido el primero.



PREFACIO X

En la presente edicién colaboré particularmente José Diaz.

Lecturas complementarias recomendadas. De cualquiera de los li-
bros que se indican a continuacién, hay diversas otras ediciones; en particular
en sus lenguas originales:

A.G. KuroscH: Curso de /flgebm Superior, Mir-Nimusa.
E. LAGES LIMA: Algebm Linear, IMPA.

Un libro excelente, escrito por un experimentado matemati-
co autor de numerosos textos, cubre un amplio tépico de te-
mas con rigor y profundidad pero no incluye los capitulos de
geometria. Ademas sigue un orden algo distinto del de nues-
tras notas, los capitulos de matrices y sistemas de ecuaciones
aparecen luego de tratar espacios vectoriales. Es ampliamen-
te recomendado para ampliar los dos dltimos capitulos de

nuestro curso.
P.R. HALMOS: Espacios Vectoriales de dimension finita, CECSA.

Una obra clasica sobre el tema, realizada por un destacado
matematico, tampoco aborda los temas iniciales de nuestro
curso. Su enfoque sobre la teoria de espacios vectoriales esta
pensada para quien desea luego profundizar en el estudio de

espacios de dimension infinita.
E. HERNANDEZ Algebm y Geometria , Adisson—Wesley.

Este libro cubre todos los temas de nuestro curso incluyendo
los capitulos de geometria, en un orden similar. Es escueto
en explicaciones y las pruebas a veces resultan oscuras. No

contiene aplicaciones.

R. HILLAlgebm Lineal Elemental con Aplicaciones, Prentice Hall.
Este libro es como su nombre lo indica, tal vez mas elemental
que los otros sin embargo es claro abarca casi todos los temas

del curso y sobre todo tiene un nimero grande de aplicacio-

nes interesantes a la ingenieria y otras disciplinas. Incluye
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una introduccién al Matlab y tiene numerosos ejercicios, in-
cluyendo algunos proyectos para trabajar en computadora.

K. Koffman & R. Kunze: Algebm Lineal, Prentice-Hall.

Otro excelente libro, que no cubre los capitulos de geometria,
es muy claro y riguroso, en algunos momentos aborda temas
(determinantes)con mucha generalidad lo cual puede dificul-

tar la comprensién en una lectura inicial
G. Nakos & D. JOYNER Algebra Lineal con Aplicaciones, Thomson.

De nivel similar al libro de Hill tiene también un gran ntimero
de ejemplos y aplicaciones y algunas notas histéricas intere-
santes. Tal vez su mayor virtud es el gran ntimero de ejemplos
para trabajar con computadora. Se incluyen proyectos para
trabajar con Matlab, Maple y Mathematica

G. STRANG: Algebra linel y sus aplicaciones, Addison—Wesley.

Este libro tiene un enfoque algo diferente de los otros libros
recomendados. Su objeto de estudio son los sistemas lineales
y las matrices, los espacios vectoriales y las transformaciones
lineales solo aparecen secundariamente. No obstante tiene un
punto de vista interesante y claro que puede ayudar a ver
desde otra optica los problemas analizados en el curso, es
especialmente recomendado para los primeros capitulos del
curso. Cuenta con un gran nimero de aplicaciones interesan-
tes incluyendo codigos de computadora en Fortran.

Marzo del 2000

Marcelo Cerminara

Roberto Markarian
Responsables de esta edicién



CAPiTULO 0

RELACIONES Y FUNCIONES

0.1. Relaciones

En este capitulo introduciremos algunas definiciones y notaciones basicas
para el desarrollo de estas notas. Supondremos que el lector tiene cierta
familiaridad con las nociones de relacién y de funcién, de modo que no nos
detendremos en la explicaciéon del significado de estos conceptos, sino que
partiremos de sus definiciones estudiando luego sélo aquellas propiedades
que seran aplicadas en los capitulos que siguen.

Comenzaremos introduciendo la nocién de relacion mediante una defi-
nicién que esta motivada por la idea usual de una relacién entre pares de
objetos. Observamos que dar una relacién entre pares de elementos de un
conjunto, en la acepcién corriente del término, equivale a dar una lista for-
mada por los elementos que verifican dicha relacién, esto es, a especificar un
conjunto de pares.

Dados dos conjuntos, A y B, indicaremos con A x B el conjunto consti-
tuido por los pares ordenados (a,b) tales que a pertenece al conjunto A y b
pertenece al conjunto B. Con las notaciones usuales de la teoria de conjuntos
esto se traduce en la igualdad:

Presuponiendo solo los conceptos de conjunto, subconjunto, elemento y
par ordenado de elementos de un conjunto, podemos definir una relacién
como sigue;
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DEFINICION 0.1. Una relacién en un conjunto A, es un subconjunto R
de A x A.

Si (a,b) € R diremos que a esta en relacién R con b y escribiremos aRb.

EJEMPLO 0.1. En todo conjunto A la relacién de igualdad esta dada por
el conjunto R = {(a,a) /a € A}, segin esta relacién, cada elemento de A

solo esta en relaciéon consigo mismo; luego en este caso aRb significa a = b.
|

EJEMPLO 0.2. Sea Z el conjunto de los niimeros enteros, consideremos:
R ={(a,b) /a,b e Z, a-b es miltiplo entero de 2}.
En este caso, el entero a esta en relaciéon R con el entero b, cuando son

ambos pares o bien son ambos impares. |

0.2. Relaciones de equivalencia

DEFINICION 0.2. Unarelacién R en A se dice reflexiva si aRa para todo
a € A; simétrica si aRb implica bRa y transitiva si aRb y bRc implica aRc.
Una relacién de equivalencia en un conjunto A es una relacién reflexiva,

simétrica y transitiva.

Cuando R es una relacién de equivalencia, si aRb diremos que a es

equivalente a b y usaremos la notacién a ~ b.

Las propiedades que definen una relaciéon de equivalencia en un conjunto

A, son entonces:

a)a~aVacA.
b)a~b= b~ a.
c)a~byb~c=an~c
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Mencionaremos algunos ejemplos de relaciones de equivalencia que son
ltiles, pues permiten definir ciertos conceptos importantes. En cada caso el
lector verificard que valen a), b) y c).

EJEMPLO 0.3. En todo conjunto A se tiene una relacién de equivalencia
trivial: R = {(a,a) / a € A}, esdecira ~b < a =b. [ |

EJEMPLO 0.4. Sea N el conjunto de los nimeros naturales. A fin de
obtener los nimeros enteros Z a partir de los naturales, se definen en N
x N la relacién (a,b) ~ (a’,b’) & a + b’ = a’ + b. Observar que cada
par representara al entero que surge de restar a la primera componente la
segunda. [ |

EJEMPLO 0.5. Sea Z el conjunto de los enteros. A fin de obtener los
racionales, se define en el conjunto Z x Z —{0,0}, la relacién: (a,b) ~
(a’,b’) & ab’ =a'b. [ |

EJEMPLO 0.6. Dado un entero fijo m, se define una relacién de equiva-
lencia en Z, poniendo a ~ a’ cuando a - a’ es miiltiplo de m. En este caso
se escribe a = a’ (mod. m) para indicar que a ~ a’ y se dice que a y a’
son congruentes moédulo m. Observamos que m y -m definen la misma
relacion, de modo que se puede suponer m > 0. |

EJEMPLO 0.7. En el conjunto de los reales R, se tiene una relacién de

equivalencia tomando r ~ r’ cuando r - r’ entero. |
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EJEMPLO 0.8. Se puede definir un dngulo como una figura plana que es
la interseccién de dos semiplanos del mismo plano. Esta nociéon de dngulo
tiene la limitacién de que para estos dngulos no es posible definir una suma
con todas las propiedades deseables para las aplicaciones de este concepto,
las que se pueden resumir diciendo que los angulos con la suma deben formar
un grupo abeliano. Para esto es necesario dar otra definicién de angulo. Uno
de los caminos posibles para llegar a esa definicién, consiste en introducir en
el conjunto de los pares ordenados de semirrectas del plano con origen en un
punto O, la siguiente relacién de equivalencia. Suponemos sabido que: para
cada par ordenado de semirrectas de origen O, (a,b), existe una tunica si-
metria axial del plano que transforma a en b, la indicaremos con la notacién
s(a,b). Dados dos pares ordenados de semirrectas de origen O, (a,b) y (a’,b’),
definimos (a,b) ~ (a’,b’) si la simetria axial que transforma a en b’, también
transforma b en a’, es decir si s(a,b) = s(b,a). Las propiedades reflexiva y
simétrica se verifican trivialmente. Para demostrar que la relacién es transi-
tiva, debemos probar que si s(a,b’) = s(b,a’) y s(a’,b”) = s(b’,a”) entonces
s(a,b”) =s(b,a”). .P' resultado de aplicar sucesivamente tres simetrias cuyos
ejes pasan por un punto fijo O, es una simetria”. De lo anterior surge que
al aplicar sucesivamente s(a,b’), s(b’,a”) y s(a”,b”), se lleva a a en b”, por
lo que esta composicién es, efectivamente, s(a,b”). Andlogamente, aplicando
s(b,a’), s(a’,b”) y s(a”,b”), se obtiene s(b,a”). De lo anterior y observando
que: s(a,b’) = s(b’,a)

s(a”,b’) = s(b’,a”)

s(a”,b”) = s(b”,a”)

tenemos que: s(a,b”) = s(b”,a). [ |

FIGURA 2.1

Anotamos para usarlo mas adelante, que, de la definicién de esta relacién
(a,b) ~ (a’,b’) siy solo si (a,a’) ~ (b,b’).
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EJEMPLO 0.9. Llamaremos figura del plano a todo conjunto de puntos
del plano. La relacién de congruencia de figuras en el plano, se puede
definir como sigue; Dadas dos figuras planas F1 y F2 definimos F1 ~ F2
cuando hay alguna sucesion finita de simetrias axiales del plano que trans-
forma F1 en F2. Para mostrar que esta es una relacién de equivalencia en
el conjunto de las figuras planas, es suficiente verificar lo que sigue: a) Para
toda figura plana F se tiene F ~ F, porque la sucesiéon de dos simetrias
iguales transforma todo punto del plano en si mismo.- b) Si la sucesién de
simetrias s1,...,sn, transforma F1 en F2 y s'1,...,s'm transforma F2 en
F3, entonces la sucesién s1,...,sn,s'l,...,s'm transforma F1 en F3.- 1

DEFINICION 0.3. Dada una relacién de equivalencia en un conjunto A y
un elemento a € A. Llamaremos ”clase de equivalencia de a”, al conjunto
de todos los elementos x € A que son equivalentes con a, y que notaremos:

cl(a), a.

De las condiciones b) y c) de la definicién de relacién de equivalencia
se deduce que si a ~ b , entonces x ~ a si y solo si x ~ b . Luego a ~ b
implica cl(b) = cl(a) . Es claro que vale el reciproco, esto es: Si cl(b) = cl(a)
entonces a ~ b .

Todo elemento b € cl(a) se dice que es un representante de esa clase.
Es decir que b es un representante de cl(a) si y solo si b ~ a.

El siguiente resultado muestra que el conjunto de las clases de equiva-

lencia determina la relacion.

PROPOSICION 0.1. Dadas dos clases de equivalencia cl(a) y cl(b) en
un conjunto A se tiene que, o bien cl(a) = cl(b), o bien son disjuntas (sin
elementos comunes). Ademds, una relacion de equivalencia clasifica los ele-
mentos de un conjunto A en clases de equivalencia, disjuntas dos a dos.
Todo elemento de A pertenece a alguna clase.
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PROPOSICION 0.2. Reciprocamente, dada una clase cualquiera C de
subconjuntos de A, no vacios y sin elementos comunes dos a dos, tales que
todo elemento de A pertenezca a alguno de ellos, existe una unica relacion
de equivalencia en A cuyas clases son dichos subconjuntos.

DEMOSTRACION DE 0.1. En efecto, supongamos que ¢ € cl(a) y ¢ € cl(b),
entonces ¢ ~ ay ¢ ~ b, de donde a ~ b, por lo tanto cl(a) = cl(b). Por otra
parte, para todo a € A se tiene que a € cl(a).

O

DEMOSTRACION DE 0.2. Se puede demostrar, que definiendo a ~ b cuando
a'y b pertenecen a un mismo subconjunto de la clase C se obtiene una relacién
de equivalencia. O

0.3. Conjunto Cociente

DEFINICION 0.4. Llamaremos ”conjunto cociente de A por R’, a
aquel cuyos elementos son las clases de equivalencia de A definidas por la
relacion de equivalencia R en A, que notaremos:

A/R, A.

Segun esta definicién, cada elemento de A junto con todos sus equiva-
lentes, constituyen un elemento de A/R. Es por esto que a veces se dice que
A/R se obtiene identificando cada elemento de A con todos sus equiva-
lentes. La utilidad de las relaciones de equivalencia proviene precisamente
de que permiten en esta forma construir un conjunto de objetos nuevos, las
clases de equivalencia, a partir de ciertos objetos dados, los elementos de A.
Para individualizar un elemento de A/R, es decir una clase de A, se pue-
de tomar un representante cualquiera de esa clase. Usualmente se trata de
elegir un representante que facilite la notacion o el calculo.-
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- Veamos cuales son los conjuntos cociente que se obtienen de algunas
de las relaciones de la seccién 2.

EJEMPLO 0.10. En este caso cada a € A solo es equivalente a si mismo
por lo tanto la clase de equivalencia de a es el conjunto {a}. Quiere decir
que cada elemento de A/R es un conjunto formado unicamente por algin
elemento de A; luego en este ejemplo al formar el conjunto cociente no
tenemos nada escencialmente nuevo. |

EJEMPLO 0.11. En este caso la cl(a,b) = {(a’,b’) € N x N / a + b’
= a’ + b}, por lo tanto, en cada clase de equivalencia hay infinitos pares.
Observando que (a,b) ~ (a + 1, b 4+ 1), se puede demostrar que si a = b,
en la cl(a,b) hay: o bien un tnico representante de la forma (c,0) o bien un
tnico representante de la forma (0,c) con ¢ # 0. Las clases correspondientes
denotan ¢ y -c. Si a = b, (a,b) ~ (0,0). La clase de (0,0) se denota 0.
Se definen los nimeros enteros como los elementos del conjunto cociente
obtenido. [ |

EJEMPLO 0.12. En este ejemplo las clases de equivalencia son de la forma:

c(a,b) = {(a',b') Jd' Ve Z b #0,ab = a'.b}.

Usaremos la notacién a / b para la clase de (a,b). La igualdad de clase a
/b =a’ /b’ significa la equivalencia de los representantes, (a,b) ~ (a’,b’), o
sea, segun la definicién de la relacién, a.b’ = a’.b. Se demuestra facilmente
que para todo natural k # 0 es (a.k,b.k) ~ (a,b) , de aqui se deduce que se
puede tomar para cada clase un representante (a,b) con a y b relativamente
primos, es decir, que toda clase se puede escribir en la formaa /b conay b
primos entre si. Se definen los ntimeros racionales como los elementos del
conjunto cociente. De acuerdo con esta definicién, cada racional, es una clase
de equivalencia a / b, es decir un conjunto de pares enteros.- Designaremos
al conjunto de los niimeros racionales con la letra Q. |
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EJEMPLO 0.13. En este caso cl(a) = {a,a+t m,a+ 2m, ...}
Sabemos que todo elemento a se puede escribir en la forma a = r &+ q.m
con 0 <r < m, porlotanto a ~ ry cl(a) ~ cl(r). Quiere decir que para
cada clase de equivalencia se puede tomar como representante uno de los
nameros 0,1, . . .., m-1. Por otra parte, si 0 <r < r’ < m, es facil ver que
r no es equivalente a r’, en consecuencia hay exactamente m clases distintas.
Usaremos la notacién a para indicar la clase de a e indicaremos con Z,, el
conjunto cociente, luego Z,, = {0,1,...,m —1}. Los elementos de Z,, se
llaman enteros médulo m. Vamos a introducir la siguiente notacién: Si X
es un conjunto finito cualquiera, indicaremos el nimero de elementos de X
con — X —. En este ejemplo tenemos |Z,,| = m. [

EJEMPLO 0.14. En este ejemplo cl(r) = {r +n / n € Z }. Como todo
numero real se puede escribir en la forma r + n con 0 < r < 1 y n entero,
para cada clase de equivalencia hay un representante tal que 0 < r < 1.
Ademas es claro que dos reales r y r’, con 0 < r < 7’ < 1 no pueden tener
por diferencia un entero, luego pertenecen a clases distintas. Por lo tanto el
conjunto de los reales r, tales que 0 < r < 1, contiene un solo representante
de cada clase de equivalencia. El conjunto cociente que resulta se llama el
de los nimeros reales de modulo 1. |

EJEMPLO 0.15. Llamaremos angulo de vértice O, a toda la clase de equi-
valencia de los pares de semirrectas de origen O segin esta relaciéon. Cada
par de semirrectas de origen O es entonces un representante de un angulo.
Usaremos la notacién aob para designar el angulo que tiene como represen-
tante el par (a,b). Dada una semirrecta cualquiera a de origen O, para cada
angulo xoy existe una tnica semirrecta de origen O tal que aob = zoy. Para
demostrarlo basta observar que para que b tenga esa propiedad tiene que
ser (a,b) ~ (x,y), o sea s(x,b) = s(y,a), luego la semirrecta b buscada es la
imagen de x segun s(y,a). En consecuencia si tomamos una semirrecta fija
a, el conjunto de todos los pares de la forma (a,b) contiene uno y solo uno
de los representantes de cada angulo. |
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0.4. Funciones

Una funcién se determina dando dos conjuntos y asociando a cada ele-
mento del primero un uinico elemento del segundo. Este concepto de funcién
incluye mucho mas que la idea de ser un procedimiento en el cual dados cier-
tos nimeros permite calcular otros. Dandole al término el significado més
amplio, una funcién puede no estar definida por ninguna expresién numérica
o analitica. Ademds, puede asociar a elementos de un conjunto cualquiera,
no necesariamente de nimeros, elementos de otro conjunto cualquiera. La
consideracion de funciones en este sentido, sin restricciones sobre los conjun-
tos ni sobre la forma de asociar elementos del primer conjunto a elementos
del segundo, se justifica por su utilidad en todas las ramas de la matemadtica.
Veamos como se puede dar una definicién formal del concepto de funcién que
hemos esbozado, presuponiendo solo las nociones de conjuntos, subconjun-
to, elemento, par ordenado y terna ordenada. Esta definicién esta motivada
por la idea de ”gréafico de una funcién”. Observamos que una funcién que a
cada nuimero real z le asocia un real y, estd determinada dando todos los
pares de nimeros (z,y) que constituyen una funcién de esa forma siempre
que para cada nimero z € R, haya uno y un solo y € R tal que (z,y) € G.
Teniendo esto en cuenta, hacemos la siguiente definicién:

DEFINICION 0.5. Una funcién es una terna ordenada F = (A,B,G),
donde A y B son conjuntos cualquiera y G es un subconjunto de A x B, tal
que para cada z € A hay un y € B y uno solo para el cual (z,y) € G.

A se llama el dominio o conjunto de partida, B el codominio o con-
junto de llegada y G el grafico de f. Para abreviar diremos que que f es
una funcién de A en B y escribiremos f : A — B.

Usaremos las palabras transformacién y aplicacién como sinénimo

de funcién.
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Una funcién f = (A,B,G) puede tener dominio o codominio vacio, aun-
que estos casos tienen poco interés. Si A = (), entonces para todo B, A x B
= (), dedonde G =0y f esdelaforma f = (0,B,0).

Luego para cada conjunto B hay una unica funcién con dominio vacio y
codominio B. Si una funcién f = (A, B, G) tiene codominio B = () es G =
A x B =10,y como para cada r € A existe un y € B, debeser A = (). En
consecuencia f = (0,0,0) es la tnica funcién con codominio vacio.

DEFINICION 0.6. Si (z,y) € G diremos que y es la imagen de z por f o
el valor de f en .

Indicaremos con f(z) la imagen de x por f,luego G ={ (z, f(z)); = €
A }. Dar el grifico de f equivale entonces a dar , para cada z del dominio,
su imagen f(z).

Noétese que dos elementos diferentes del dominio pueden tener la misma

imagen. Por ejemplo, sea
A=B=Ry G = {(az,xz) NS R}

entonces para todo x # 0 esz # —xpero f (z) = f (—x) = 2.

DEFINICION 0.7. Dado un subconjunto del dominio, X C A, llamaremos
imagen de x por f al subconjunto de B formado por las imagenes de todos

los elementos de X.

La imagen de X se denotard f(X), luego f(X) = {f(z);z € X}. A
veces se llama recorrido de f a la imagen del dominio, f (A).

Nétese que f(A) C B pero f(A) puede no coincidir con B. Asi en el
ultimo ejemplo el recorrido estd formado por los reales positivos y no coincide

con el codominio R.



0.4. FUNCIONES 11

DEFINICION 0.8. Llamaremos imagen inversa o preimagen por f de un
conjunto Y C B al subconjunto, de A formado por todos los z que tienen
imagen en Y, es decir:

{z € A; f(x) € Y}. Se llama imagen inversa de un elemento y € B a la
imagen inversa del conjunto {y}.

Por ejemplo, si f: R — R es la funcién tal que f (z) = 22 para todo
x € R, entonces la imagen inversa de 0 por f es {0}, lade 1 es {—1,1} y
la de -1 es el conjunto vacio.

DEFINICION 0.9. Una funcién f : A — B se dice sobreyectiva si
f (A) = B es decir, si para todo y € B existe por lo menos un x € A tal que

f(z)=y.

EJEMPLO 0.16. La funciénp: R x R — R definidaporp(z,2') ==z
es sobreyectiva. |

EJEMPLO 0.17. La funcién f : N — N dado por f(x) = 2z no
es sobreyectiva, pues la imagen f (N ) estd formada sélo por los nimeros
pares. En cambio, es sobreyectiva la funcién g de Nen el conjunto de los
naturales pares, dada por g (z) = 2. |

El ejemplo 0.17 es un caso particular del siguiente. Dada una funcién
cualquiera f : A — B la funcién g : A — f(A) definida por g (z) = f (x)
para todo = € A, es sobreyectiva.

DEFINICION 0.10. Una funcién f : A — B se dice inyectiva si para
todo y € B hay al lo sumo un z € A tal que f(x) = y. Dicho de otra
manera, f es inyectiva cuando x # 2’ implica f (x) # f (2).
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EJEMPLO 0.18. La funcién f : N — N dada por f(n) = n+1 es
inyctiva, pues si n # n’ entonces n + 1 # n’ + 1. No es sobreyectiva, porque
no existe ningun natural n que verifique f (n) = 0. [ |

EJEMPLO 0.19. Indicaremos con la letra C' al conjunto de los nimeros
complejos, y con C°los complejos diferentes de 0. Para todo real = esta defi-
nido e”; suponemos sabido que para cada real p;0 existe un x tal que e* = p.
Se puede definir la funcién exponencial, exp : C' — C°, tomando como valor

en x + iy el complejo:

exp (z +iy) = e (cosy + iseny)
Denotaremos este niimero con e %, Esta funcién no es inyectiva porque

para todo real z y todo entero k vale:

T2k _ (cos2km + isen2km) = e*

Mostraremos que es sobreyectiva. Para esto observamos que todo com-

plejo u + iv # 0 se puede expresar en la forma

u+iv = p(cosp + isene)
donde

u v
=VuZ+12>0, c05¢p = —— , senp = ————
P Vu? 4+ v ¢ Vu? 4+ v?

Por otra parte, como p > 0, existe un real x tal que p = e*, luego:
u+iv = p(cosp + iseng) = T2,

|

EJEMPLO 0.20. Sean A C B conjuntos cualquiera. La funcién inclusion

i: A — B, definida por i (z) = z para todo = € A, es inyectiva. Si A # B,
7 no es sobreyectiva. |



0.4. FUNCIONES 13

Dada una funcién f : A — B, consideremos en A la relacién x 2’ si
f(xz) = f(2'). Es claro, que esta es una relacién de equivalencia; sea A el
conjunto cociente de A por esa relacién. Todos los x € A que estéan en una
clase de equivalencia « € A tienen la misma imagen segun f, luego se puede
definir una funcién f : A — B eligiendo para cada o € A un representante
cualquiera x € A y tomando f («) = f (x). La funcién f es inyectiva porque
si B € A verifica f () = f («), entonces para cada representante y € B se

tiene:

fw=f0B)=f(a)=f(2)
luego y x, por lo tanto 8 = a.

DEFINICION 0.11. Una funcién se dice biyectiva si es sobreyectiva e

inyectiva.

Se usa correspondencia biunivoca como sinénimo de funcién biyec-

tiva.

EJEMPLO 0.21. La funcién f : Z — Z definida por f(n) =n+1 es
biyectiva. |

EJEMPLO 0.22. Es biyectiva la funcién f : R — R dada por f(z) =
37 |

EJEMPLO 0.23. La funcién logaritmo definida de los reales positivos en
R es biyectiva. [ ]

EJEMPLO 0.24. Dado un conjunto cualquiera A definimos la funcién
identidad en A, Id4, como la funciéon de A en A tal que para todo x € A,
Id (z) = z. Esta funcién es biyectiva. A veces escribiremos simplemente Id

en vez de Idy. [ |



14 0. RELACIONES Y FUNCIONES

Sea f : A — B una funcién cualquiera y sea A el conjunto cociente de
A por la relacién z 2’ si f (z) = f (2'); de consideraciones anteriores resulta
que la funcién f : A — f(A) definida por f(a) = f(z) donde z es un
representante de «, es biyectiva.

DEFINICION 0.12. Dada f : A — B y un conjunto C C A, se llama
restriccién de f a C a la funcién g : C — B definida por g (z) = f (x)
para todo x € C. Se dice que f es una prolongacién de g en A. La

restriccién g se notard: q/c.

DEFINICION 0.13. Una funcién f : N — A se llama sucesién de
elementos de A. Un elemento de la sucesién es una imagen f (i) de un
1€ N.

Lo usual es denotar la imagen ¢ como a;, e indicar la sucesién en alguna
de la siguientes formas:

(a1, a2, ...) 5 (@i)jen 5 (ai)

Una n-upla de elementos de A es una funcién f : {1,...n} — A. Se
escribe {ay,...,an}, donde a; = f(1),...,a, = f(n). En general, dado un
conjunto I, una funcién f : I — A se llama también una familia de elemen-
tos de A indizada por I

De acuerdo a la definicién una funcién es una terna, por lo tanto dos
funciones, f = (A,B,G) y g = (A, B',G’), son iguales sélo cuando A=A",
B=B’ y G=G", es decir cuando tienen igual dominio, igual codominio y el
mismo valor, f(z) = g(x), para cada z del dominio. De modo que, por
ejemplo, la funcién f : Z — Z tal que f(x) = —x para todo z € R,
es diferente a la funcién f : Z — R definida por f(z) = —z para todo
x € R, pues los codominios no coinciden. (Observar que la primera es

sobreyectiva y la segunda no lo es).
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0.5. Composicién de funciones

DEFINICION 0.14. Dadas dos funciones f : A — By g : B — C,
llamaremos composiciéon de f y g a la funcién h : A — C tal que para todo
x € Ah(x)=g(f(z)). La funcién compuesta se notard g f o g o f.

Tres funciones de la forma f: A —- B, g: B— C, h: A— C, se pueden

indicar en un mismo diagrama del modo siguiente:
Figura 5.1

Cuando h=gf se dice que el diagrama es conmutativo. Obsérvese que
esto significa que para todo a € A se tiene el mismo resultado si ”se sigue
la flecha”de A a C'y se halla h (a), o si se "siguen las flechas”’de A a B y de
B a C para llegar a gf (a).

Para que esté definida gf es necesario que el codominio de f esté incluido
en el dominio de g. En particular, puede estar definida gf y no estarlo fg. Si se
consideran funciones f: A — Ay g: A — A entonces fg y gf estan definidas
y ambas son funciones de A en A, pero no tienen por qué ser iguales. Por
ejemplo, si f : R — R estd dadapor f(z) =22yg: R — R por

g(x) = —x entonces gf (v) = -2y fg(x) = 22

Dadas tres funciones, f : A - B, g: B - Cy h :C — D, de la
definicién de composiciéon de funciones resulta que

h(gf) y(hg) f estan definidas y son iguales pues ambas son funciones
de A en D y para todo x € A:

(hg) (f (x)) = h(g (f (z))) = h((¢f) () = (h(gf)) (x)

Observemos finalmente que para toda funcién f : A — B se verifica

idp [ = [fida=f.
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En los teoremas que siguen veremos algunas propiedades de las funciones
ineyectivas y sobreyectivas que podrian utilizarse para definir inyectividad
y sobreyectividad.

TEOREMA 0.3. Una funcién f : A — B con dominio A no vacio es

inyectiva si y solo si existe una funcion g : B — A tal que gf = ida.

DEMOSTRACION. Supongamos que f es inyectiva. Definimos una funcién
g: B — A como sigue.

a)Si y € f(A), por ser f inyectiva la imagen inversa de y se reduce a un
elemento = € A, entonces tomamos ¢ (y) = x.

b) Siy € B peroy ¢ f(A), como A es no vacio, podemos tomar un z € A
cualquiera y definir g (y) = x. Entonces gf = id4 pues para todo x € A,
segun a):

(9f) (x) = (g (f (2))) =g (y) = z.
Reciprocamente, supongamos que gf = ids. De f(z) = f(2) sigue
x=gf(x) =gf (') =2, luego f es inyectiva. O

Sigf = ids diremos que g es la inversa a la izquerda de f. Segin
este teorema, cuando A es no vacio, f es inyectiva si y sélo si tiene inversa
a la izquerda. Obsérvese que para todo B la funcién f : ¢ — B es inyectiva
pero si B # ¢, f no tiene inverso izquerdo pues no existe funciones con
dominio B # ¢ y con codominio ¢. Por esta razén el teorema 0.3 no vale sin
la hipdtesis de que el dominio A no sea vacio.

De la demostracién del teorema 0.3 resulta que si f es inyectiva pero no
sobreyectiva y si A tiene mas de un elemento entonces el inverso izquierdo de
f no es unico. En efecto, en este caso existe ciertamente algin y pertene-
ciente a B, y ¢ f (A), al cual puede asignarse por imagen segin ¢ diferentes
elementos de A, resultando en cada caso un inverso izquierdo g diferente.
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Dadas dos funciones h, h” de C en A, si f: A — B es inyectiva fh=fh’
implica h=h’, porque si A no es vacio se tiene:

g(fh)=idah=h=g(fW)=idah' =W

Si A=¢,deh:C — Asigue C = ¢ luego, también en este caso
h="h"=(¢,0,9).

Mostraremos que esta propiedad caracteriza las funciones inyectivas, es
decir que toda f para la cual fh=fh’ implica h=h’ es inyectiva. Supongamos
que f: A — B no sea inyectiva y sean x,2’ € A, = # 2/, tales que f (z) =
f(2'). Sea C' un conjunto formado por un tnico elemento ¢, definimos h :
C — Acon h(c)=xzyh':C — Aconh(c) =2 Entonces (fh)(c) =
(fh') (c) = f (c), es decir fh=fh’, pero h # h', contrario a la hipétesis. Luego
f es inyectiva.

TEOREMA 0.4. Una funcion f : A — B es sobreyectiva si y solo si existe
g: B — A tal que fog=1idp.

DEMOSTRACION. Supongamos que f es sobreyectiva; entonces para todo y €
B la imagen inversa por f es un conjunto no vacio del cual podemos elegirun
elemento z. (Esto requiere usar el axioma de eleccién). Definimos g : B — A
tomando g (y) = . Con esto tenemos para todoy € B: (fg)(y) =f(z) =y
pues z fue elegido en la imagen inversa de .

Reciprocamente, sea g : B — A tal que fg = idp. De aqui sigue para
todoy € B,y = idg (y) = f(g(y)), quere decir que la imagen por f del
ekemento g (y) € A es y. Kuego f es sobreyectiva. O

Una funcién g : B — A tal que fg = idp se llama inversa a la derecha
de f. Segin el teorema 0.4, f es sobreyectiva si y sélo si tiene inverso derecho.
De la demostracion de este teorema puede deducirse que si f es sobreyectiva

pero no inyectiva entonces tiene mas de un inverso derecho.
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También se caracterizan las funciones sobreyectivas f : A — B, por la
propiedad de que para todo par de funciones h, h’ de B en C, hf=h’f implica
h=nh’. La demostracion es similar a la que hicimos para la propiedad analoga
de las funciones inyectivas. Si gf = ida y fg' = idp, entonces:

g=gidg=f(fd)=(9f)g =idag =4
Esto demuestra que si f tiene inversa a la izquierda e inversa a la derecha
entonces cualquier inversa a la izquierda es igual a cualquier inversa a la
derecha, por lo tanto hay un tnico inversa a la izquierda, un tnico inversa
a la derecha y son iguales. En tal caso decimos que este es la inversa de f
y lo denotaremos f~1.

La definicién de inversa de f : A — B muestra que f~! asocia a cada y €
B el tnico x € A tal que f (z) = y. Por ejemplo si A=R, B = {r € R;r > 0}
y f: A — B es la funcién exponencial de base a0, entonces f~' : B — A
es la funcién que cada real positivo le asocia su logaritmo de base a.

Si f tiene inversa, segun los teoremas 0.3 y 0.4, f es biyectiva, por los
mismos teoremas tiene inversa a la izquierda e inversa a la derecha que, como
acabamos de observar, son iguales entre si. Si f es biyectiva con dominio
vacio, debe ser de codominio vacio, entonces f = (¢, ¢, ®). Esta funcién
tiene inverso f~! = f, por lo tanto también en este caso vale el enunciado
reciproco. Asi queda demostrado el corolario siguiente.

COROLARIO 0.5. Una funcion f : A — B es biyectiva si y sélo si existe
g: B — A tal que gf =ida y fg =1idp.

Es claro que si f~! es el inverso de f entonces f es el inverso de f~!. De
aqui y del corolario, resulta que si f es biyectiva, también lo es f~!. Esto
también se puede deducir directamente de la definicién de funcién inversa.



CAPIiTULO 1

SISTEMAS LINEALES DE ECUACIONES Y
MATRICES

1.1. Introduccién

Gran parte de lo que estudiaremos en este curso y en su continuacién
en el segundo semestre se vincula con los sistemas de ecuaciones lineales
por lo tanto vale la pena dedicar algiun tiempo a presentarlos, discutir sus
propiedades y ciertas estrategias para resolverlos. Quienes ya conozcan estos
temas tendran en todo caso una oportunidad para repasarlos.

Un sistema lineal de m ecuaciones con n incégnitas x1,xo,..., 2,

es un problema del tipo:

a11r1 + a12T2 + ... + A1 Th = b
a21T1 + G22%2 + . .. + G2p Ty = by
(5) =
Am1%1 + GmaZo + ... + AmnTn = by
donde a;j con i =1,...,my j=1,...,n (los coeficientes del sistema) y
bj con j = 1,...,m (los términos independientes) son ntdmeros’ Diremos

que el sistema es m X n indicando siempre el primer nimero la cantidad de
ecuaciones y el segundo la de incognitas.

Una solucién del sistema (S) es una sucesién de n nimeros (o, ag, . . ., o)
tales que si se sustituye 1 = aq,22 = a9,...,T, = a, se verifican si-

multdneamente las m ecuaciones.

'En nuestro cursos los nimeros que consideraremos pertenecen al cuerpo de los reales

o de los complejos

19
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Llamaremos conjunto solucidén del sistema (S) y lo notaremos Sol(S)
al conjunto de todas las soluciones de (S). Resolver un sistema es determinar
su conjunto solucién.?

Clasificaremos los sistemas de acuerdo a niimero de soluciones que tenga.

Si A es un conjunto escribiremos card(A) para representa su cardinal.
Si el conjunto es finito card(A) indica el nimero de elementos e infinito en
otro caso. Diremos entonces que un sistema es compatible determinado
si card(Sol(S)) = 1 (tiene solucién tnica), compatible indeterminado
si card(Sol(S)) > 1 (tiene solucién pero no es tnica)® e incompatible si

card(Sol(S)) = 0 (no tiene ninguna solucién).
EJEMPLO 1.1. El ejemplo mas sencillo de un sistema lineal es el 1 x 1
ar =1>

en pocos renglones podemos discutir completamente como es el conjunto

solucién. Si a # 0 entonces el sistema es compatible determinado y su tnica
b _
2=
el sistema es incompatible y si b = 0 trivialmente el sistema es compatible

solucién es © = a~'h. Si en cambio a = 0 hay dos posibilidades: si b # 0
indeterminado y cualquier ntimero es solucién del mismo.

Naturalmente este problema es extremadamente sencillo pero como acon-
tece muchas veces las ideas que aqui se utilizan convenientemente adaptadas
resultaran utiles en casos mas generales y complicados. |

EJEMPLO 1.2.

r=1
(S) y=3
z=2

es un sistema 3 x 3. Trivialmente se observa que Sol(S) = {(1,2,3)}.
[ |

2En general, salvo que se indique lo contrario, las soluciones se consideraran en el

mismo conjunto de nimeros que los coeficientes
3Veremos més adelante que si un sistema lineal admite més de una solucién entonces

necesariamente debe admitir infinitas
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EJEMPLO 1.3.

T+y+2z=38
(S) 2y+2=28
z=2

es también un sistema 3 x 3. Aqui con algo més de trabajo también se puede
deducir facilmente el conjunto soluciéon. Para esto basta observar que de
abajo hacia arriba cada ecuacion tiene exactamente una incégnita més que
la siguiente, por este motivo se dice que el sistema esta “escalerizado”. De
la dltima ecuacion se despeja

7=2

Con este valor de z sustituimos en al segunda ecuacién y tenemos

2y—|—2:8:>2y:6:>

Finalmente con los valores de y y z hallados “subimos” a la primera ecuacién
y sustituyendo se tiene que

x+3+2(2) =8 = [x=1]

En consecuencia Sol(S) = {(1,3,2)}.
Este procedimiento de despejar una incégnita en una ecuacién y sustituirla
en otra de arriba se denomina sustituciéon hacia atras |

Observemos que en los ejemplos 1.2 y 1.3 los conjuntos soluciéon son
iguales, cuando esto ocurra diremos que los respectivos sistemas son equi-
valentes.

EJEMPLO 14.

T+y+2z=38
(9) r—y+z2=0
r+y+z=6

Las cosas aqui no son tan claras. Una estrategia para resolverlo, inspirada
en los ejemplos anteriores podria ser, la de sustituir el sistema (S) por otro,
(S") equivalente y “escalerizado” de modo de poder resolver (S’) (y por
ende (5) ya que al ser equivalentes los conjuntos solucién de ambos sistemas
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coinciden) con el procedimiento utilizado en el ejemplo 1.3. Analicemos un
poco estas ideas antes de retomar la resolucién concreta del ejemplo. |

La pregunta que naturalmente surge es ;céomo hacer para sustituir un
sistema, por otro que resulte equivalente?. Para responderla introducimos la
siguiente

DEFINICION 1.1. Llamaremos transformaciones elementales a cual-
quiera de las siguientes operaciones efectuadas a las ecuaciones de un sistema
lineal:

1. Intercambiar de lugar dos ecuaciones. (F; < F})
2. Multiplicar una ecuacién por un nimero « # 0. (aF;)
3. Sumar a una ecuacién un multiplo de otra. (Fj + aF})

Entre paréntesis se indica la notacion que utilizaremos para especificar cada
operacion en los ejemplos. La ecuacién i-esima serd notada con Fj.

La siguiente proposicién responde la pregunta formulada arriba.

PROPOSICION 1.1. Si en un sistema lineal de ecuaciones se efectiian
una transformacion elemental el sistema resultante es equivalente al ori-
ginal.

DEMOSTRACION. La demostracién es muy sencilla y la haremos sélo en el
caso que la transformacion elemental sea del tipo 3. El resto queda a cargo
del lector.

Supongamos que el sistema original sea

a1171 + a12%2 + - + a1y = by

;121 + %2 + -+ ATy = b;

aj1r1 + ajpx2 + -+ + @jnTy = b;

Am1T1 + AmaX2 + - - + Amp Ty = bm
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Supongamos que sumamos a la ecuacién ¢ un multiplo de la ecuacién j. El
sistema resultante es
a11x1 + apx2 + - + AT, = by

(ailxl + ajpxro + -+ ama;n) + ﬂ(ajla;l + ajora + -+ ajnazn) =b; + ﬂbj

171 + ajoxy + - + Ajinkp = bj

U121 + QM2 + - - + AppTn = bm

Para probar que ambos son equivalentes deberemos ver que Sol(S) = Sol(S").
Como se trata de mostrar la igualdad de dos conjuntos tendremos que de-
mostrar que estdn mutuamente incluidos.
Veamos primero que Sol(S) C Sol(S’). Sea (a1, a2, -+ ,ap) € Sol(S) es
claro que (aq, a9, -+, ) satisface todas las ecuaciones de (S’) (pues son
las mismas que las de (5)) salvo tal vez la i-esima. Como (a1, a9, ,ap)
debe verificar la i-esima y j-esima ecuacién de (.S) se tiene que

a1 + appan + -+ Qi Ty = bl Yy aj1oq + a;202 —+ -+ QjnOln = bj
por lo tanto

(ailoq “+ ajo0p + -+ + aman) + ﬁ(ajloq + ajoqo 4 -+ + ajnozn) =b; + ﬁbj

de donde (aq,aq,...,a,) € Sol(S").
Finalmente probemos que Sol(S’) C Sol(S). Consideremos ahora

(a1,0,...,a,) € Sol(S").

Igual que antes es claro (a1, as,...,a,) debe verificar todas las ecuaciones
de (S) salvo tal vez la i-esima pero como

(ailal + ajo0 + -+ - + ainan) + ﬂ(ajlal + ajoqe + -+ - + CLjnOén) =b; + ﬂbj

y

ajla + ajean + -+ ajpoyn = b
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se deduce que
a;100 + @iy + - -+ + Gy = b;

con lo cual (aq,ag,...,a,) € Sol(S) y la prueba esta concluida. O

Naturalmente las cuestiones que se imponen ahora son las de saber si cual-
quier sistema puede ser “escalerizado” mediante transformaciones elemen-
tales y en caso afirmativo determinar un método o algoritmo que permita
hacerlo. Volvamos a analizar el ejemplo 1.4.

EJEMPLO 1.4 (continuacién). Para que el sistema quede “escalerizado
en la segunda y tercera ecuacién no debe aparecer la incognita x entonces
dejemos la primera ecuacién igual y realicemos transformaciones elementales
en la segunda y tercera. La idea es combinar ambas con la primera de modo
que los coeficientes de la incégnita x se anulen. Como el coeficiente de x en

las tres ecuaciones es 1 basta en ambos casos restar la primera.

T+y+2z=38 T+y+2z=38
rT—y+z2=0 ~ —2y—2z=-8 «— K -F
x+y—|—z:6 —z = -2 <—F3—F1

El sistema esta ya “escalerizado”, si multiplicamos las dos ultimas ecuaciones
por —1 se obtiene el sistema del ejemplo 1.3 por lo cual Sol(S) = {(1,3,2)}
|

1.2. Matrices

Al trabajar con un sistema de ecuaciones la representacion de las in-
cognitas (z,y,z o x1,...,Z,, etc.) no juega ningin papel y puede usarse
cualquiera; de hecho para determinar un sistema es suficiente con conocer los
coeficientes y el término independiente del mismo. Naturalmente no alcanza
con conocer los valores de estos niimeros sino que es necesario mantener el
orden que ocupan (a qué ecuacién pertenecen y a qué incognita multiplican).
Por esto resulta conveniente dar la siguiente
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DEFINICION 1.2. Llamaremos matriz A de m filas por n columnas
(m x n) de entradas a;; a un ordenamiento rectangular de nimeros

ail a2 e A1p

a1 a2 e a2,
A=

Aml1 Am2 ... Qmn

Notacién: En general la matriz A con entradas a;; la indicaremos por
A= ((a”));::ll?z o mas brevemente A = ((a;;)) cuando las dimensiones
estén claras. El primer indice ¢ indica la fila y el segundo j la columna a la
que pertenece la entrada.
El conjunto de todas las matrices m x n lo indicaremos como M, xx.
Llamaremos matriz columna (fila) a una matriz X € M,,x1(Mixn).
Diremos que dos matrices son iguales si tienen el mismo tamano y los
mismas entradas en las mismas posiciones. Dicho de otro mondo si A y B son

dos matrices m x n entonces A = B & a;; =b;; Vi=1,...,m, j=1,...,n

EJEMPLO 1.5. Sea

12 2 1
(at)e(a)

Entonces A # B pues a1; = 1 # b1 = 2 [ |

OBSERVACION 1.2. El lector atento notard que nuestra definicién de
matriz si bien es clara no es del todo formal. La frase “ordenamiento rectangular.®s
intuitiva pero no estd definida con precisién, una definicién formal seria:

Una matriz A de m filas por n columnas es una funcion A : {1,...,m}x
{1,....,n} — R.
El lector verificard que esta definicién es coherente, chequeando por ejemplo,
el criterio de igualdad de matrices.
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DEFINICION 1.3. Dado un sistema lineal de ecuaciones

ainry + a2x2 + ...+ aipTy = b
a21T1 + a22x2 + ... + a2pTp = by
Am1T1 + Ao + ... + GmnTn = bm

llamaremos matriz del sistema a la matriz m x n A de coeficientes del
mismo, esto es:

ail a2 e A1p
a1 a2 e a2,

A=
Aml  Om2 Gmn

Llamaremos, matriz ampliada del sistema a la matriz m x (n + 1)

ai1 a2 e QA1n bl

a1 a9 e a9on, b2

Aapy=| . . o
ml  Om2 Gmn bm

Diremos que dos matrices son equivalente si los respectivos sistemas lo son

La definicién anterior introduce una notacién mas compacta (matricial)
para un sistema de ecuaciones. Veamos algunos ejemplos.

EJEMPLO 1.6. Consideremos el sistema

rT+y+2z=9
(S)S 3x+6y—52=0
2 +4y — 3z =1

entonces la matriz del sistema y la matriz ampliada son:

11 2 11 29
A=136 —5| yAp=]3 6 —5/0
2 4 -3 2 4 —3|1
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1.3. El método de escalerizacion

Resulta natural ahora analizar , cémo se aplica el procedimiento de “es-
calerizacion” del ejemplo 1.4 a la matriz ampliada de un sistema. Las trans-

formaciones elementales deben aplicarse sobre las filas de la matriz.

EJEMPLO 1.7. Intentemos “escalerizar.c! sistema del ejemplo 1.6

11 2[9 11 2 9
36 —5/0| ~ |03 -11|-27T | «—FR-3R ~
2 4 =31 02 —7|-17) «—F-2F
11 2 9

0 3 —11|-27 ~

00 3| 1) —F-3R

11 2 9

0 3 —11|-27

00 1| 3) «3F

Por lo tanto el sistema (S) es equivalente al sistema

rT+y+2z=9
3y — 11z = =27
z=3

Ahora podemos proceder a realizar sustitucién hacia atrds. De la ultima

Con este valor sustituimos en la segunda y tenemos

3y—33=-27 = 3y =6 —
y finalmente sustituyendo en la primera
r+2+6=9—=

En consecuencia el sistema es compatible determinado y su tunica solucién
es la 3-upla (1,2, 3). [ ]

ecuacién se tiene
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Hasta ahora no hemos sido precisos para definir a que le llamamos un

sistema o matriz escalerizada

DEFINICION 1.4. Llamaremos matriz escalerizada a una matriz que

cumpla las siguientes condiciones

1. Todas las filas, salvo quizds la primera comienzan con una sucesién
de ceros.
2. Cada fila tiene al principio por lo menos un cero mas que la fila

inmediata superior.

Llamaremos matriz escalerizada reducida a una matriz escalerizada que

ademas cumple las siguientes condiciones:

1. La primera entrada no nula de una fila es 1.
2. La columna correspondiente a la primera entrada no nula de una fila
tiene el resto de las entradas todas nulas.

Diremos que un sistema esta escalerizado si su matriz ampliada lo esta.
Escalerizar un sistema (o matriz) es encontrar un sistema (matriz)
escalerizado equivalente. Si A es una matriz y E es una matriz escalerizada
equivalente a A diremos que E es una forma escalerizada de A

EJEMPLO 138.

2 1 0 1
0 0|3 1

1.8. 1.8.b
(1.8.a) (1.8.b) 0 0 0l
0000
1 0 4 0 1 1 0 10
0|1 2 0 0 0|1 2 0O

(1.8.c) (1.8.d)
0 0 01 00 0 01
0000 00000

Los ejemplos a y b son matrices escalerizadas y los ejemplos ¢ y d son
escalerizadas reducidas. |
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En el ejemplo 1.6 se aprecia que una vez obtenida la forma escalerizada el
método de sustitucion hacia atras permite resolver el sistema. Cabe entonces
preguntarse el motivo para introducir la definicion de matriz escalerizada
reducida. En el siguiente ejemplo se aclara en parte esto.

EJEMPLO 1.9. Resolver el sistema:
20 + 4y + 2z = -2

(S) r+y+22=0
—r+y—2z=2
La matriz ampliada del sistema es:
2| =2
1 2 0
— -2 2

Procedamos a escalerizarla, para esto en primer lugar obtengamos una ma-
triz equivalente pero con ceros en la segunda y tercera posicion de la primera
columna. Dejamos la primera fila fija y la utilizamos como “pivot” para com-
binar con las otras dos.

2 4 2|-2 2 4 2|-2
11 20 0|~[0 -1 1| 1] «—FR-1R
-1 1 —2| 2 0 3 -1 1) « F+1iR

Ahora la primera y segunda fila tiene el aspecto adecuado. El segundo paso
consiste en sustituir la tercera fila por otra con dos ceros en los primeros

lugares. Para esto combinamos convenientemente tercera con la segunda fila.

2 4 2]-2 2 4 2|-2
(1.1) 0 -1 1| 1 |~|o0]=1 1] 1
0 3 —1| 1 0 0|2 4) «— Fy+3R

Noétese que al dar el segundo paso la primera fila ya no interviene y se procede
de manera analoga al primer paso pero utilizado la segunda fila como fila
“pivot”.

Ahora que obtuvimos una forma escalerizada de la matriz original podri-
amos proceder con la sustitucion hacia atras pero en lugar de esto intentemos
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obtener la forma reducida para esto fijamos la tercera fila como “pivot” y
la combinamos con la primera y segunda de modo que las entradas en las

posiciones 1,3 y 2,3 se anulen

2 4 2|-2 2 40/-6\ «—F-F
0 -1 1] 1 |~f|0 -10|-1] «—FR-1iF
0 02| 4 0 0 2| 4

Combinando la segunda fila con la primera obtenemos un cero en la posicién
1,2

2 4 0|-6 2 0 0|-10 — Fy +4F>
0 -1 0|-1 |~ 0 -1 0] -1
0 0 2 4 0 0 2 4

Para obtener la forma reducida solo resta obtener unos en las entradas no

nulas de cada fila

2 0 0|-10 10o0|-5\ —1R
0 -1 0 -1 |~]010] 1] —-R
0 0 2| 4 001 2) —1iR

El sistema resultante, equivalente a (.S) es

y por lo tanto el sistema es compatible determinado con Sol(S) = {(—5,1,2)}.
Obsérvese que en 1.1 la escalera que se obtuvo tiene todos sus “escalones”

de ancho una columna. Esto implica que en el correspondiente sistema cada

ecuacion tenga exactamente una incégnita mas que la inmediata inferior. W

El proceso de obtener la forma reducida sustituye entonces al algoritmo
de sustitucion hacia atras, ademas el lector puede observar que la forma
escalerizada de una matriz no es unica (para obtener otra basta sustituir
una fila por una combinacién de ella con una fila inferior) pero la reducida

si lo es.
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Resolver el sistema:
20 +4y + 22 = -2

(S) r+y+2z=0
—r+y—4z =2

La matriz ampliada del sistema es:

2 4 2|2
11 21 0
-1 1 —4] 2

Procedamos como en el ejemplo anterior

2 4 2|2 2 4 2|2

11 2 0]|~|0 -1 1| 1| —R-in ~
-1 1 —4| 2 0 3 -3| 1) «—FRB+in
2 4 2|-2
0] -1 1] 1
0 0 0| 4) « F;+3F

A diferencia del ejemplo precedente la forma escalerizada de la matriz am-

pliada tiene un escalén mas que la de la matriz del sistema, por lo tanto la
dltima ecuacién del sistema escalerizado es

0=4

y consecuentemente el sistema resulta incompatible pues ningin valor de x,

y v z la satisface.

EJEMPLO 1.11. Resolver el sistema:

r1+ 22+ 23 +a5+26=1

—x1 — 20+ x3+ 24 —26 =0

1+ 220 + x3 + 224 + S5 + 36 = 1
1+ 220 + 23+ x5 + 326 = 3

1+ 222 + 23+ 4wy + 925 + 316 = 1
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La matriz del sistema ampliada es:

1 2101 1 1
-1 -2 110 -1} 0
1 21 2 5 3 1
12101 3] 3
1 2149 3|-1

Como antes el proceso comienza fijando la primera fila como pivot y utili-
zando su primera entrada para lograr anular el resto de la primera columna.

1 21 01 1 1

-1 -2 110 —-1| O

1 2125 3] 1|~

1 2101 3] 3

1 2149 3|-1
121 0 1 1 1
0 0 2 1 0 1 — K+ F

~1 00 2 -1 -3 -2 1 — F3+2F;

0 0 2 1 1 -2]-1 — Fy—F1
000 4 8 20 — F5—F

En los ejemplos anteriores en el segundo paso, se utilizaba la entrada 2,2
para conseguir ceros en el resto de la columna, aqui esto no es posible pues
la segunda columna ya tiene todas sus entradas (salvo la primera) nulas en
consecuencia el segundo escalén debera estar en la tercera columna. Utiliza-
mos entonces la entrada de la posicién 2,3 para generar ceros en el resto de

la columna tres.
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— F3— F
— Fy — Fy
(—F5

1
1
0
-2
0

1
0
-2
—2
2

1
1
—4
0
8

0
1
-2
0
4

e
_ — N o o o
?_Hn/_~2 N o o o o
— o o o o
T
{

-1
1
4

2
0

0 0 2
0
0

(1.2)

En el tercer paso escalerizaremos la columna siguiente (la cuarta)

-2

-2

«— F5 4+ 2F}

0

-4 =2
-2

-2

0 00

0

0

0

-4 =2
-2

-2

000

0

0

0
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Ya tenemos la forma escalerizada, pero como en el ejemplo 1.9 continuemos

hasta obtener la forma reducida

-2

2

-4 =2
-2

-2

0 00

0

0

0

0

4
0

-2

0 00

0

0

™
~
—
+
N
3
—
S AN AN AN O
_
S O O o
_
— — < O O
(.
o o N o o
_
— N O O O
N O O O O
— O O O O
(\
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El sistema de ecuaciones asociado queda entonces

r1 + 229 + %xg, =—1
1
T3 — 525 =1
(Sl) 3 245
T4+ 225 = —1
Te = 1
Despejando se tiene
r1 = —2%2 — %xg, —1
T3 = —%xg, +1
T4 = —23}5 —1
T = 1

Las incognitas xzo y x5 no pueden determinarse, las otras se obtienen como
funcion de ellas. Cada valor real elegido libremente de xo y x5 determina una
solucién del sistema (.S) Por ejemplo si 2 = 1y x5 = 0 se obtiene la solucién
(=3,1,1,—1,0,1). Size = 0 y 25 = 1 se tiene la solucién (—3,0, 5, —3,1,1).
El sistema es entonces compatible indeterminado y en virtud de que dos de
sus incégnitas pueden elegirse libremente diremos que tiene dos grados de

libertad. El conjunto solucién es

3 1
{(—23)2 — 53)5 — 1, 29, —5335 +1,—2z5 — 1, x5, 1> ,x0 € R x5 € R}

Vale la pena observar que al igual que en el ejemplo 1.9 el niimero de esca-
lones de la matriz ampliada y el de la matriz del sistema coinciden. Por esta
razon el sistema resulta compatible. Sin embargo, aqui la “escalera”’ pre-
senta “descansos” o escalones largos (el primero y el tercero). Esto implica
que en el sistema escalerizado algunas ecuaciones tienen por lo menos dos
incognitas mas que la ecuacién inmediata inferior, por esto resulta imposible
determinar todas las incégnitas. |

Los ejemplos anteriores parecen indicar que cualquier matriz y por ende
cualquier sistema puede ser escalerizado. Establezcamos este hecho en el
siguiente resultado
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PROPOSICION 1.3. Toda matriz puede ser transformada en una ma-
triz escalerizada (o escalerizada reducida) mediante una cantidad finita de
transformaciones elementales

DEMOSTRACION. La prueba es algoritmica® . Indicaremos esqueméticamen-
te el procedimiento, los detalles quedan a cargo del lector.

Sea A = ((ai;)) una matriz mxn cualquiera. Indiquemos por A; = (a1, as2, - . .

su fila ¢-esima.

El objetivo del primer paso es obtener una matriz con una primera columna
que tenga nulas todas sus entradas excepto la primera. Si toda la primera
columna es nula se pasa a la segunda y asi sucesivamente hasta tener una
primera columna con alguna entrada distinta de cero. La idea para anular
el resto de las entradas de la columna es ubicar la entrada no nula (a la que
llamremos pivot) en la primera fila y utilizar esta para combinar convenien-
temente con cada fila a los efectos de lograr ceros en todas las posiciones.
Para simplificar la notaciéon aqui supondremos que ya la primera columna
tiene alguna entrada no nula. Con la suposicién indicada comenzamos re-
conociendo si a1 # 0. Si a1 = 0 cambiamos la primera fila por otra cuya
primera entrada sea no nula.® Una vez que el pivot esta ubicado realizamos

4Un algoritmo es, groseramente hablando, un conjunto de acciones expresadas en un
lenguaje formal y sin ambigiiedades que pueden ser comprendidos y ejecutados por una
persona o una maquina.

Este algoritmo es conocido con el nombre de Método de Gauss.
°Por razones numéricas y para evitar errores de redondeo al resolver sistemas con

ayuda de la computadora resulta muchas veces importante, ain cuando a11 # 0 cambiar
la primera fila por la fila que tenga la primera entrada mayor, este procedimiento se conoce
como pivoteo.

) ain)
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el primer paso de la escalerizacion:

A — Ay
Ay — /2 e — Ay — %Al
A Y — Ay - o

1 a1
A, A, — Ay, — G4

La matriz que obtuvimos tiene el siguiente aspecto:

a1; aig AT
/ /

0 Jay ... ay,
/ /

0 Ao Ay

En el segundo paso el objetivo es obtener una nueva matriz que tenga las
entradas de la segunda columna todas nulas salvo tal vez las dos primeras.
Para eso repetimos el procedimiento del paso uno a la sub-matriz que apa-
rece recuadrada.

De nuevo el primer paso es determinar el segundo pivot para esto chequea-
mos que ah, # 0 de lo contrario cambiamos la segunda fila por otra (de
abajo) con segunda entrada no nula. Podria ocurrir que todas las entradas
de la segunda fila fuesen nulas en ese caso la segunda columna ya tiene el
aspecto adecuado por lo cual el procedimiento se continia ubicando un pi-
vot en al posicién 2,3 (ver (1.2)en el ejemplo 1.11). Supongamos, para fijar
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ideas, que aj, # 0 entonces el segundo paso de la escalerizacién es:

Ay — Ay

/ /
A2 A2

! 1/ ! aszo !
AS AS A3 - @A2
. ~ . .

/ " / ai2 Al
A, — 4] —— — Aj - 24

/ 2 !/ am2 A/
Am Am Am - ag; A2

La matriz obtenida en el paso dos tiene entonces el aspecto:

ajlp; a1z ais oo Q1n
/ / /

0 ay ass ... ay,
" "

0 0 |azz3 ... az,

0 0 |ars ... al,

Repetimos nuevamente los pasos previos aplicados a la sub-matriz del re-
cuadro. El procedimiento culmina cuando se llega a la ultima fila o columna.

Para obtener la matriz escalerizada reducida a partir de la escalerizada,
basta con repetir el procedimiento pero tomando como pivots la entrada que
ocupa el lugar inferior derecho de la matriz y yendo hacia arriba. O

COROLARIOQO 1.4. Todo sistema lineal es equivalente a uno escalerizado.

1.4. Teorema de Rouche-Frobenius

En las discusiones que realizamos de los ejemplos 1.9, 1.10 y 1.11 se apre-
ciaba cierta relacién entre el niimero de escalones de la forma escalerizada
y la cantidad de soluciones del sistema, en esta seccién establecemos con
precision esta relaciéon describiendo completamente el conjunto solucién de
un sistema lineal de ecuaciones en termino de la cantidad de “escalones” del

mismo.
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DEFINICION 1.5. Si E es una matriz escalerizada el niimero de esca-
lones de E es la cantidad de filas no nulas.

OBSERVACION 1.5. Si E es una matriz escalerizada y E’ es una matriz
reducida equivalente el ndmero de escalones de ambas es el mismo.

OBSERVACION 1.6. Ya hemos observado que la forma escalonada de
una matriz no es tnica sin embargo (aunque no lo hemos probado todavia)
la forma reducida si lo es. De este hecho y de la observacion precedente se
deduce que la cantidad de escalones de todas las formas escalerizadas de una
misma matriz coinciden.

TEOREMA 1.7 (Rouche-Frobenius). Sea (S) un sistema lineal de m
ecuaciones con n incégnitas con matriz ampliada Al|b. Sea p el nimero de
escalones de A y p’ el nimero de escalones de A|b entonces

1. (S) es compatible si y solo sip=1p'

2. 8i (S) es compatible entonces

a) (S) es determinado si y solo si p =n.
)

b

(S) es indeterminado si y solo sip < n.

DEMOSTRACION. Comencemos probando los reciprocos de las tres afirma-
ciones. Observemos en primer lugar que como A tiene n columnas y cada
escalén ocupa por lo menos una columna deducimos que para cualquier sis-
temas se cumple que

(1.4) p<n

Supongamos que p = p’. De (1.4) se deduce que hay dos posibilidades p’ =
p =n o p = p < n. Analicemos el primer caso. La forma reducida debe
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tener tantos escalones como columnas por lo tanto debe ser:

100 0] c
011 0 0]ca
0 0|1

1 0
00 ... ... 0 |1fecpn
00 ... ... 0 0

Donde la columna de entradas ¢; representa el termino independiente luego
de efectuado el proceso de escalerizacién. El sistema correspondiente es

Ir1 = C1
o = C9
Tp = Cp

el cual es compatible determinado.

Veamos ahora el segundo caso, p’ = p < n. Como la forma escalerizada
tiene mas columnas que escalones necesariamente algin escaléon debe tener
“descanso” y por lo tanto la forma reducida debe ser
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\L‘O* x 0 0 0 * 0 0] e
01 = *~ 0 0 O 0 Co
S0 0|1
' 0
1 0
0 |1 * 0 ... 1 ecs

Cs+1

00 ... ... 0 ... .o. ... 2 0 ... 00 ...bcp

00 ... ... 0 ... ... ... 2 0 ...00...0]0

0

00 ... ... 0 ... ... ...% 0 ...00...01/0

donde las zonas de estrellas representan submatrices con entradas arbitra-
rias.

Para analizar la solucién de este sistema intentemos aplicar el algoritmo de
sustitucién hacia atrds. Supongamos que s es la primera fila (comenzando
desde abajo) con descanso (escalén de ancho mayor que una columna). Las

ecuaciones s+ 1,5+ 2,...,p son entonces
Ts+1 = Cs41
Ts42 = Cs42
Ty, = Cp

la ecuacién s es
Th+ Qsh+1Tht1 + .-+ AssTs = Cs

despejando se tiene

Th = Cs — (ash—i-l:Eh-l—l +...+ ass$s)
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La incognita xj no puede entonces determinarse sino en funcién de los va-
lores de xp41,...,zs. Fijemos valores arbitrarios para estas ultimas s — h
incognitas, xp quedarad determinado y con estos valores podemos ahora sus-
tituir en las ecuacion s —1,...,1 y continuar el proceso de sustitucién hacia
atrés. Esto demuestra que el sistema es compatible, pues hay soluciones pero
si cambiamos la eleccién hecha para los valores de xp41,...,xs se obtiene
otro valor para xj; y consecuentemente otra solucién con lo cual el sistema
resulta compatible indeterminado. De hecho como las variables zp11,..., 25
se pueden elegir arbitrariamente se obtienen infinitas soluciones. Obsérvese
que estas elecciones arbitrarias se pueden hacer sélo en los descansos y que
el nimero de variables que pueden elegirse libremente es n — p (la suma
de los anchos de los descansos es igual al nimero de columnas menos el de
escalones).

Demostremos ahora que si (5) compatible entonces p’ = p. Para probarlo
demostraremos su contra reciproco6 y para esto basta con ver que p < p’
implica (S) incompatible pues en cualquier sistema A|b tiene una columna
més que A y por lo tanto se cumple que p < p’

Si p < p/, la tltima columna de la forma reducida de la matriz ampliada
debe tener un escalén por lo tanto la forma es:

0 0 ... 0|~ %|0
0|1 0 ... 0| %|0
0 0 0 0|1 ... Ol %|0
00 0 00 ...[1|%x %|0
00 0 00 ...000O0]1
00 0 00 ...000[0

En consecuencia la ultima ecuacion del sistema es
0=1

5Recordemos que un resultado de légica elemental establece que A = B si y solo si

negacién de B = negacién de A
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de donde resulta que (S) debe ser incompatible.

Si S es compatible determinado debe ser p = n pues si p < n ya hemos visto
que (5) resultaria indeterminado.

De manera andaloga se razona para probar que S compatible indeterminado
implica p < n ]

En el transcurso de la demostracién se observo que si p = p’ < n el sistema
es indeterminado y se pueden elegir n — p variables libremente quedando
las otras determinadas por estas. Por este motivo diremos que el sistema es
indeterminado con n — p grados de libertad.

1.5. Sistemas homogéneos

Un sistema con todas las entradas del término independiente nulas se
denomina sistema homogéneo. En virtud del importante rol que estos
sistemas desempenan vale la pena discutir alguna de sus propiedades.

PROPOSICION 1.8. Un sistema lineal homogéneo es siempre compatible.

DEMOSTRACION. En efecto como el término independiente de un sistema
homogéneo tiene todas sus entradas nulas debe ser p = p’ y por lo tanto el
teorema de Rouche-Frobenius asegura la compatibilidad. O

Otra manera mas directa de probar la afirmaciéon anterior es observar que
la soluciéon z1 = 0,...,z, = 0 a la que llamaremos solucién trivial verifica
cualquier sistema homogéneo. Naturalmente los sistemas homogéneos deter-
minados Unicamente admiten solucién trivial. Veamos con un ejemplo que

ocurre en el caso de un sistema homogéneo indeterminado

EJEMPLO 1.12. Resolver el sistema

r+y—2z2=0
r4+y—2z=0
20 +2y—32=0
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La matriz ampliada es:

1 1 —-110
1 1 =210
2 2 =310
Al escalerizarla se obtiene la matriz
11 —-1]0
Syt o1 —-1|0 |,
0 0 0f0

en consecuencia el sistema asociado es
r+y—2z2=0
y—z=20

Sol(S) ={(0,z,2) con z € R} ={2(0,1,1) con z € R}.

La solucién es entonces

Se puede observar que todas las soluciones se pueden obtener como combi-
nacién lineal de ciertas soluciones fijas. |

OBSERVACION 1.9. Sea A una matriz m X n con n > m, el sistema
homogéneo asociado tiene mas incégnitas que ecuaciones y resulta indeter-
minado. En efecto, si F es una forma escalerizada asociada a A, es evidente
que a lo sumo puede tener m escalones y por lo tanto el teorema de Rouche-

Frobenius implica la afirmacién.

1.6. Una interpretacién geométrica
El lector ha estudiado en el curso de Geometria Analitica la ecuacién
ax + by = c.

Si a y b no se anulan simultaneamente los puntos del plano de coordenadas
x, y que la verifican pertenecen a una recta. Por lo tanto en el sistema

(S){ ax +by=c

dr+by=c
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cada ecuacién representa una recta y su solucién no es otra cosa que las
coordenadas de los puntos que pertenecen a la interseccién de ambas. De
ese modo un sistema 2 x 2 compatible determinado (una tnica solucién)
se corresponde con dos rectas que se cortan en un unico punto (ver figura
1.13), un sistema indeterminado (infinitas soluciones) se corresponde con
dos rectas coincidentes y un sistema incompatible con dos rectas paralelas
distintas (ver figuras 1.14 y 1.15 respectivamente).

EJEMPLO 1.13. El sistema
20 +y =2
T+y=2

es compatible determinado con tnica solucién (0, 2) |

N

rT+y=2
1
20 KXy =2
Figura 1
EJEMPLO 1.14. El sistema
20 4+ 2y =4
T+y=2

es compatible indeterminado con solucién {(z,2 —z)z € R} [ |
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2
r+y=
1 20 +2y =4
FiGura 2
EJEMPLO 1.15. El sistema
r+y=1
T+y=2
es incompatible |
2
z+y=1 rT+y=2
1
1 2
FiGura 3

Esta interpretacién geométrica de los sistemas 2 x 2 puede también ex-
tenderse a los sistemas de tres incognitas salvo que, como veremos en el
préximo capitulo, las ecuaciones representan planos en el espacio y la solu-

cién sus intersecciones.
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En cierta medida la teoria que desarrollaremos en capitulos posteriores
nos permitird extender también la interpretacién geométrica para sistemas

de mayor tamano.
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CAPiTULO 2

ALGEBRA DE MATRICES

2.1. Operaciones con matrices

Ya hemos visto que en un sistema lineal de ecuaciones los coeficientes
del mismo forman un “ordenamiento rectangular de nimeros” al que deno-
minamos matriz. Hasta el momento las matrices no son otra cosa que una
nueva manera de representar al sistema de ecuaciones, simplemente se omite
escribir las incégnitas, lo cual resulta més cémodo y compacto. Sin embargo
las matrices son objetos matematicos con “vida propia”. Como veremos mas
adelante, las matrices comparten con los nimeros muchas de sus propieda-
des aunque claro esta, son mas “complicados” que estos. No olvidemos que
guardan mas informacién que una simple lista de nimeros: son numeros
ordenados en un damero.

Comencemos definiendo algunas operaciones con matrices.

DEFINICION 2.1 (Suma de matrices). Sea A = ((a;;)) y B = ((b;;)) dos
matrices m X n, definimos la suma + : M, X Mpyxn — Mpxpn de modo
que A+ B = C siendo C = ((¢;5)), donde ¢;j = aj; + byj,

49
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1 10 0 3 -1
EJEMPLO 2.1. Seen A = | 1 2 -1 |yB=1|2 2 0|,
0 —1 V2 1 -2 2
entonces
1 1 0 0o i -1 140 143 0-1
1 2 -1 ]+]12 2 0 = 142 242 —-1+0
0 —1 V2 1 -2 2 0+1 —1—-2 V242
1 1 -1
= 3 4 -1
1 -3 V2+2

DEFINICION 2.2 (Producto de nimeros por matrices). Sea A € R un

nimeroy A € M,,«, una matriz definimos el producto de A por A como
XA =B donde B = ((bj;)) con b;; = \ajj

0 —2
+(1-2)-(% %))

2 1
EJEMPLO 2.2. Sea A = /2 vy A= ( V2 ) entonces

V2 V2(0) V2(=v2) 0 —2
|

Resulta util destacar alguna de las propiedades que tienen estas opera-
ciones.

Propiedades:

[S1] [Conmutativa] A+ B =B+ A, VA, B € Mpxn.

[S2] [Asociativa] (A+B)+Z=A+ (B+Z),VA,B,Z € Mpxn.

[S3] [Neutro de la suma| Existe O € M,,,xp, tal que A+ 0 =0+ A = A,
VAE Myxn.

[S4] [Existencia de opuesto] Para cada A € M, x,, existe B € M, tal
que A+ B = O (Notacién: B = —A).

[P1] [Asociativa del producto] (aﬁ)A =a(fA), Vo, ERy A€ Mpxn.



2.2. PRODUCTO DE MATRICES 51

[P2] [Neutro del producto] 1.A =AYV A € My, xn
[P3] [Distributiva] (a« + f)A=aA+PBAyVa, €Ry A, B € Mpyxn.
[P4] [Distributiva] a(A+ B) =aA+aB,Va € Ry A, B € Myxn.

Las pruebas quedaran a cargo del lector. Observemos no obstante que la
matriz O de la propiedad [S3] se denomina matriz nula y tiene todas sus
entradas cero.

2.2. Producto de matrices

A las operaciones de suma y multiplicacién por escalares, en el caso de las
matrices, vamos a agregar un producto entre ellas. En una primera mirada
y por analogia con las operaciones ya definidas parece razonable definir el
producto de matrices como producto entrada a entrada. No sera sin embargo,
ese el camino que seguiremos. Nuestro producto es algo mas complicado pero
como veremos méas adelante extremadamente 1til.

DEFINICION 2.3. Sea A € Mipxp y B € My, definimos el producto
entre matrices como, - : My, xp X Mpyxp — My xpn de modo que A-B = C
donde C' = ((¢;5)), con

p
Cij = Z ainbn;
h=1
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El siguiente esquema ayuda a recordar la forma de realizar la operacion:

bll e blj . bln
b21 e bgj N bgn
byt oo | bpj |- bpn
ail a2 ... Qaip
NN Y
i1 Q2 - Qp LY
aml Gm2 --- Qmp

EJEMPLO 2.3. Sea A = ( (2) _; ) y B = ( 1 § > calculemos su

producto
2 —1 12\ [ 21+(-1(-1) 22)+(-1)3\ _
0 2 -1 3 ) 0-1+2(—1) 02423 )
B 31
-2 6

2 1 —1
EJEMPLO 2.4. Sean A = ( 0 ) y B= . El pro-

21 2 -1

e
O = =N

ducto de A por B es:

21 -1 0
2 1 2 -1

—_ =N

O = =N
Il
~/
[$2 V]
NN
SN—
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pues

3 = 21+12+(-1)1+01

4 = 224114+ (-1)1400

5 = 214124214 (-1)1

7T = 22411421+ (-1)0
Vale la pena observar que las matrices no deben ser necesariamente del
mismo tamano para poder multiplicarlas. De hecho si se mira con cuidado

la definicién se observa que para poder hacerlo la cantidad de filas de la
primera debe coincidir con la cantidad de columnas de la segunda. Cuando

esto ocurra se dice que las matrices son conformables. |
1 21 x
EJEMPLO 25. SeaA=| 2 1 1 | yX=| y | entonces
11 z
1 2 1 r+2y+ 2
AX=1]1 211 y | = 22+y+=2
11 z T+y+2z
[ |
1 2 1
EJEMPLO 26. Sea A= 2 1 y X' = < T Yy z > entonces
1 1 2
1 2 1
X’A:(az Y z) 2 11 =<:L"—|—2y+z 2r4+y+z :E—I—y+2z)
11 2

OBSERVACION 2.1. Sean A = ((a;;)) una matriz m x n'y B = ((bj))
una matriz n X p notaremos por A; = (a;1,...,a;,) a la fila i-esima de A y
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bik
con B/ = | : la columna k-esima de B. Si A-B = C' designemos como
Ank
C; la fila i-esima y por C* la columna k- esima de C. Entonces C* = A-B¥
y C; = A; B, es decir que

AB' AB? ... AB"
AB =
Yy
A-B
Ay-B
AB=|"
Apm-B

La prueba queda como ejercicio a cargo del lector pero el ejemplo siguiente

ilustra las afirmaciones.

1 21

1

21
A-B = 0 2
1 21 1

Las columnas de la matriz producto son

) )- ()

11
2 1 0
EJEMPLO 2.7. Sea A = ( ) yB=1] 2 1 | entonces
1 1

—_ = =
Il
N
o
= W
~
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y las filas son

(210) %i :(43>y(121) %i :(64>

Propiedades del producto de matrices

Analicemos ahora las propiedades del producto de matrices. Comence-
mos observando que no es conmutativo. En el ejemplo 2.5 se observa que
dos matrices pueden ser conformables en un orden y no en otro. De hecho en
ese ejemplo AX tiene sentido pero X A no. Pero el producto de matrices no

es conmutativo ni siquiera cuando las matrices a multiplicar son cuadradas.

2 1 1
En efecto sea A = y B = 0 entonces
11 00
ap_ (21 Lo _ (20
11 0 0 10
BA— 10 2 1 _ 2 1
00 11 00

Naturalmente el contraejemplo solo indica que en general A-B # B-A lo

cual no significa que no existan matrices que conmuten.

» [Asociativa) Si A = ((as5)), B = ((bij)) y C = ((c45)) son tres matri-
ces conformables entonces (A-B)C = A(B- )
En efecto pongamos (A-B)C' = D = ((dij)) y A(B-C) = D' = ((d};))
debemos probar que d;; = d;j Vi, j.

() ()
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» [Distributiva] Si A = ((ai;)), B = ((bi;)) son matrices de igual di-
mensién y C' = ((¢;;)) es una matriz conformable con A y B entonces

C(A+B)=C-A+C-By (A+B)C = A-C + B-C!
Probemos sélo la primera, la otra queda como ejercicio. Pongamos

C(A+ B) =D = ((di)),
C-A=FE=((e)) y C-B=F=((fij))

Debemos probar entonces que d;j = e;; + fi; V1,7

dij = Z Cih (ahj + bhj) = Z CinQpj + Cinbp; =
h h

= cinan; + Y cinbrj = eij + fij
3 h
|

DEFINICION 2.4. Sea A = ((asj)) una matriz n x m, definimos la matriz

t

traspuesta de A como la matriz m x n A' = ((aj;)), donde afjj = aj;.

1 2
EJEMPLO 2.8. Sea A = ( ; i i) ) entonces A= 2 1
31
Sea B = < ; g ) entonces B! = < ; g ), entonces B = B!, cuando esto
ocurra diremos que la matriz es simétrica
0 2 -1 0 -2 1
SeaC=| -2 0 1 | entonces C!' = 2 0 -1 | porlo tanto
1 -1 0 -1 1 0
C! = —C, cuando esto ocurra diremos que la matriz es antisimétrica.

1Observe el lector que la no conmutatividad del producto de matrices obliga a probar
ambas identidades independientemente, pues en general C(A + B) # (A + B)C.
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1
-2 . ,
Sea D = 5 entonces D' = < 1 -2 2 0 ) Obsérvese que la tras-
0
puesta de una matriz columna resulta ser un matriz fila. |

PROPOSICION 2.2 (Propiedades de la matriz traspuesta). Sean A y B
dos matrices y A un numero se cumplen las siguientes propiedades

. (A+B) =A"+ B,
(M) = AAL

. (A-B)! = BLA.
(A=A

N

DEMOSTRACION. Ejercicio. O

2.3. Ecuaciones matriciales. Matriz inversa.

Si A es una matriz m X n y b es una matriz m x 1 entonces AX = b es
una ecuacién matricial. Resolverla es encontrar todas las matrices X n x 1
que la verifiquen.

El ejemplo 2.5 nos motiva a pensar que, identificando de manera natural
matrices columna con sucesiones finitas de niimeros, resolver la ecuacién

matricial AX = b es equivalente a resolver el sistema A|b.
PROPOSICION 2.3. Sea

a11r1 +aixs + ...+ a1y = b
2121 + a22T2 + ... + G2 Ty = b

11 + amaZo + ... + Gmnxn = bm
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un sistema lineal de m ecuaciones con n incdgnitas, A la matriz del sistema

b1
ba S _
yb = . entonces (T1,%2,...,Tn) €s solucion de (S) si y solo si
bm
z1
- Z ~
X=1 cumple que A-X = b
Tn

DEMOSTRACION. Observemos en primer lugar que

ail a2 ... Glp 1 1171 + a12T2 + - + a1y
az; a2 ... Q2p T2 a21T1 + G22%2 + -+ - + ATy
aAml Am2 ... (mn Tn Am1T1 + Am2Z2 + - + ATy,
Entonces  (Z1,Z32,...,2,) € Sol(S) <
ailﬂ—kaig@—k---—i—am@ =b, Vi=1,2,..., m<
a1121 + a12T2 + -+ - + a1y b1
a21%1 + a2 + -+ - + agn Ty by ~
= — AX =)
amla + am2@ + -+ amni’; bm

FEl resultado anterior permite pensar el sistema de ecuaciones lineal con
matriz ampliada A|b como la ecuacién matricial

(2.5) AX =b.

Este hecho, en primer lugar, puede considerarse como la primera aplicacién
importante del producto de matrices y en cierta forma justifica su definicién,
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a priori no muy natural. Mas adelante veremos otras aplicaciones que per-
mitirdn comprender méas profundamente las motivaciones de la definicién.
Por otra parte la ecuacién 2.5 recuerda fuertemente la situacion que ana-
lizamos en nuestro primer ejemplo 1.1. Al ver el sistema escrito en forma
matricial nos vemos tentados a “pasar dividiendo” A para “despejar” X.
Naturalmente, por el momento, esto carece de sentido pero, si analizamos
con mas cuidado el procedimiento utilizado para resolver la ecuacién ax = b
observamos que la clave reside en que todo nimero no nulo tiene inverso,
esto es dado a € R existe a=! € R tal que a.a”! = 1. Podrfamos analizar
la posibilidad de que una matriz tuviese una propiedad andloga pero para
esto necesitariamos saber qué puede representar el “1” en nuestro contexto.
De nuevo la clave esta en analizar que propiedad abstracta caracteriza a la
unidad real. Rapidamente se observa que el 1 no es otra cosa que el neutro
multiplicativo de R es decir 1 es el inico ntmero real que verifica a,1 = a
Va € R. Veamos que el producto de matrices tiene también un neutro mul-

tiplicativo.

DEFINICION 2.5. Llamaremos matriz identidad de tamafio n a la ma-

trizn xXn
0
0
In: .
0 0 1
0siii
Esto es I, = ((es5)) con e;; = { S% Z 7&] .
lsit=

PROPOSICION 2.4. I, A= A1, =A YAE M.

DEMOSTRACION. La prueba es una verificacién inmediata y queda a cargo
del lector. O
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OBSERVACION 2.5. El lector puede verificar directamente que si X =
Ty
Z2
es una matriz columna cualquiera entonces I,-X = X.
Tn

Ahora que tenemos nuestro neutro podemos dar la siguiente

DEFINICION 2.6 (Matriz invertible). Sea A una matriz n x n. Diremos
que la matriz A es invertible si y solo si existe B matriz n x n tal que

(2.6) AB=1, y BA=1,
donde I,, es la matriz identidad n x n

OBSERVACION 2.6. Nuevamente como consecuencia de la no conmuta-
tividad del producto de matrices debemos, en la definiciéon anterior, exigir
que A.B y B.A sean ambos iguales a la identidad. A priori podria ocurrir
que A.B = I, # B.A. Veremos mas adelante que esto realmente no es posi-
ble, de hecho si existe B tal que AB = I, entonces BA = I, (ver lema 2.9).
Observemos ademds, que las matrices invertibles son por definicién matrices
cuadradas.

A continuacién veremos que la matriz B que cumple (2.6), cuando existe,

es Unica. Por tal motivo se le llama la inversa de A y se utiliza la notacién
B=A"!

PROPOSICION 2.7. Sean By y By matrices n X n que cumplen (2.6)
entonces B1 = By

DEMOSTRACION. En efecto

By = BI = B (A.By) = BiA.By = (B1A) .By = IBy = By,
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2 1
EJEMPLO 2.9. La matriz A = < 11 ) es invertible, pues existe B =
1 -1 .
( L o ) tal que A.B =1 y B.A = I (verificarlo) [ |
11
EJEMPLO 2.10. La matriz A = 1 0 — no es invertible, pues
0 0
a b c
para cualquier matriz B=| d e [ | secumple que
g h i
1 1 2 a b c a+d b+e c+f
AB=|1 -1 -1 d e f = a—g b—h c—i | #
0 0 O g h i 0 0 0
100
£ lo10]|=1
0 01

PROPOSICION 2.8. Sean A y B dos matrices n X n invertibles entonces
A-B es invertible y (A-B)™! = B~1.A71
DEMOSTRACION. Basta verificar directamente que

=1,

—
(AB)(BA) = ABB D) A7 = Aa- =1,

Y que
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Sea A € M, «n una matriz invertible y b € M, «1 una matriz columna
consideremos el sistema A-X = b; como A es invertible podemos multi-

plicar en la ecuacién anterior a ambos miembros por A~! se tiene entonces
2

AT AX)=A4T" = (ATAX=AT"b= 1, X=A4""0
= X=A"1

Por lo tanto si A es invertible (zj,z9,...,x,) es solucién del sistema con
matriz ampliada Ab si y solo si

(2.7) : = A"

EJEMPLO 2.11. Resolvamos el sistema

2x+y=3
(5){ _
r+y=-—1

la matriz del sistema es

(1) ()

Es facil ver que A es invertible (ejemplo 2.9) y que

-1 2

o1 )(3)-()

El lector como ejercicio verificara que efectivamente (4, —5) satisface (S) W

1 -1
At = < ) ; entonces la solucion es

20bsérvese que se debe multiplicar en ambos miembros del mismo lado, pues el pro-
ducto no es conmutativo
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La sencilla idea, utilizada al principio del curso, para resolver un sistema,
lineal 1 x 1, funcioné también para resolver un sistema lineal n xn con n > 1
La férmula (2.7) no sélo es anédloga a la obtenida en el ejemplo 1.1 sino que
parece indicar un nuevo procedimiento para resolver sistemas lineales. Sin
embargo hay varios asuntos a aclarar; en primer lugar todo lo hecho sélo
se aplica a sistemas cuadrados; en segundo lugar la férmula (2.7) es valida
sélo bajo la hipdtesis de que A sea invertible y no tenemos por el momento
ningun criterio para decidir si una matriz lo es o no (trataremos esto en la
seccién 2.7 y de también en el Capitulo sobre Determinantes). Finalmente
cuando A es invertible para poder aplicar la férmula necesitamos saber cémo
obtener la matriz A~!, inversa de A. A continuacién veremos un algoritmo

para calcular la matriz inversa.

Para ello, admitamos momentaneamente el siguiente Lema, cuya prueba

realizaremos en la seccion 2.7.

LEMA 2.9. Sea A una matriz n X n entonces A es invertible si y solo si
existe X € My xp tal que A-X =1,

Nos bastara entonces, hallar X tal que AX = I,,. Lo cual es equivalente
a resolver n sistemas de ecuaciones con igual matriz asociada y diferente
termino independiente, pues si indicamos por X7 la columna j-esima de X



64 2. ALGEBRA DE MATRICES

y por €’ la columna j-esima de I,, tenemos que

AX = [ =
Xt x2 ... X" AXt AX? L AXT
A == =
el e? e
=
:L'jl 0
— (SJ) A ‘Tj] = 1 A lugar ,7 (j = 17 27 ,Tl)
Tjn 0
Como los n sistemas Sy, .9, ..., S, tienen la misma matriz A de coeficientes

(con diferentes términos independientes), se pueden resolver simultaneamen-
te escalerizando la matriz  (A| I').. Naturalmente a priori nada asegura que
estos sistemas sean compatibles, podria ocurrir que alguno no lo fuera y en
ese caso no se puede determinar la matriz X y consecuentemente A no
resulta invertible. De hecho A es invertible si y solo si los n sistemas S,

i=1,...,n son compatibles.

2 1

EJEMPLO 2.12. Consideremos la matriz A = < 13

) . Queremos ha-

llar (si existe) la matriz X = T2 ) ) que AX =1: AX =
T21 22

(21 r11 T2\ [ 2z11+x21 2712 + 22 (10
4 3 T21 X922 4xq1 + 3w91 4w + 3109 0 1
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Igualando (por columna) se tienen los siguientes sistemas de ecuaciones :

(Sl) 23}11 + o1 = 1 2 1 T11 _ 1
43511 + 3291 =0 4 3 21 0

1

Al T

T21 0
(S5) 2212 + 20 =0 2 1 19 _ 0
410 + 300 =1 4 3 x99 1

Resolvemos el sistema (,S1) por escalerizacién

2 1|1 2 1
4 310 01

1
—2 ) — R+ (-2)F

2 0 3 <—F1—F2
0 1] -2

10 — iR
0 1

3
Por lo tanto ( o ) = < ; ) . Resolvemos el sistema (S3) por escale-

~

~

Do Nolw

21
rizacién

O N
—
= O
N———
&
+
I
=
s

S N

o = O
| |
—_ =
N~ —m——
3

|

3
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_1
Por lo tanto ( 12 > = < ; ) . Es decir que la inversa de A es
22 -

3 _1
2 2
-2 =2
coeficientes, los podemos resolver simultaneamente
2 1110 2 1 0
4 3101 0 2 1) «— FB+(-2)R
3 -1 > — [ - F

1
> — 1R

En general, para calcular la inversa de la matriz A de tamafno n X n, se

X = . Como para ambos sistemas la matriz A es la matriz de

—_

~

—_

2
/N
o N
—_ o
|
)

2
/N
S =
= O
| oree
[\V]
[
[NOINIIE

reduce la matriz (A| I') por escalerizacién a la matriz (I| B) y se tiene que
Al =B

2.4. El espacio de n-uplas

Las filas de una matriz (al igual que las columnas y las soluciones del
sistema) son “colecciones ordenadas de nimeros”. Hagamos entonces, un pe-
queno paréntesis para introducir la nocién de “coleccién ordenada” o n-upla
y ciertas operaciones naturales que se corresponden con las transformaciones
elementales. Estas ideas resultaran de gran importancia en este capitulo y
en el resto del curso.

Recordamos que si A y B son dos conjuntos el producto cartesiano de
ambos se define como el conjunto de pares ordenados de elementos de A
v B

Ax B={(a,b) :a€ Ay be B}.
Dos elementos (a,b) y (¢,d) son iguales sia =cyb=d. SiA=B =R
entonces a
RZ=RxR={(z,y) :z€RyycR}
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lo llamaremos espacio de 2-uplas.
De manera anéloga definimos

RE=RZxR=RxRxR={(z,9,2) : z€R,ycRyzeR}

el espacio de las 3-uplas.
En general

n veces

——
R"=R" ! xR=Rx--- xR={(z1,...,2,) : 2 €R, Vi=1,...,n}

es el espacio de n-uplas.
Si(21,...,2,) ¥ (Y1,...,Yn) son dos n-uplas y a un nimero definimos la

suma entre n-uplas como
(@1, xn) + W1y Yn) = (@1 + Y15+ T+ Yn)
v el producto de nimeros por n-uplas como
a(zy,...,oy) = (ax1,...,qx,)
EJEMPLO 2.13. Supongamos n = 3 entonces

V2(1,0,v2) = (V2,1,v2,0,V2.v2) = (v/2,0,2)

Las operaciones tienen una lista de propiedades que nuevamente, al igual
que en el caso de las operaciones con matrices, resulta 1til destacar. Nétese
que en ambos casos las propiedades coinciden.

Para compactar la notacién designemos cada n-upla con una letra mayuscu-
la, X = (z1,...,2p).
[S1] [Conmutativa] X +Y =Y + X, VXY € R".
[S2] [Asociativa] (X +Y)+Z =X+ (Y +Z),VX,Y,Z €R".
[S3] [Neutro de la suma] Existe O € R tal que X + O = O+ X = X,
VX eR"
[S4] [Existencia de opuesto] Para cada X € R" existe Y € R" tal que
X +Y = O (Notacién: ¥ = —X).
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[P1] [Asociativa del producto] (8)X = a(8X) Vo, € Ry X € R".

[P2] [Neutro del producto] 1.X = X, VX € R"

[P3] [Distributiva] (a« + )X = aX + X, Vo, e Ry X, Y € R™.

[P4] [Distributiva] (X +Y)=aX +aY,VaeRy X, Y € R".
Probemos sélo algunas, las restantes quedan a cargo del lector

[S1] Si X = (z1,...,2n) Y Y = (y1,...,yn) entonces

X+Y = (21, z0) + W, o0n) = (@ Y1, Tn +yn) =
= (yl+xl7"'7yn+xn) = (y17’-'7yn)+(x17"'7xn) :Y+X
[S3] Basta observar que O = (0,...,0) actiia como neutro. De hecho es
unico (verificarlo). La n-upla O se denomina n-upla nula.
[S4] Si X = (x1,...,x,) basta elegir Y = (—x1,..., —x,) entonces
X+Y = (z1,....20) + (—21,...,—xy) =

=(x1 —x1,...,2np —xy) = (0,...,0) =0
Obsérvese que —1.X = - X

DEFINICION 2.7. Decimos que X € R” es una combinacién lineal de

las n-uplas X1, Xo, ..., X, si existen ntimeros reales A1, Ao, ..., \, tales que

n
X = MX1+doXo 4+ X0 = Y AX;
i=1
Los ntimeros A\;, i = 1,2, ..., n se denominan coeficientes de la combinacién
lineal.

Si A={X;,Xs,...,X,,} CR" combinar linealmente los vectores de A

con coeficientes A;, 1 = 1,2,...,n es calcular
n

X=> \X;
i=1

OBSERVACION 2.10. La n-upla nula O = (0,...,0) es combinacién li-

neal de cualquier colecciéon de n-uplas, basta tomar todos los coeficientes
nulos.
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Si X es combinacién lineal A = {X1,...,X,} entonces es combinacién li-
neal de B para cualquier conjunto B finito que contenga a A. En efecto
supongamos que

X=MX1+--+ X,

Y que
B={X1,....X,,Y1,...,Y}}

entonces

X=MX1+ 4+ 2X, +0Y1 +---4+0Y,

EJEMPLO 2.14. Sea A = {(1,2,1),(2,-2,2)} C R3 entonces (0,6,0) es
combinacién lineal de A con coeficientes 2 y -1 pues

(0,6,0) = 2(1,2,1) + (=1)(2, —2,2).
|

EJEMPLO 2.15. Sea A = {(1,2,1),(2,-2,2),(1,1,1)} combinemos lineal-
mente los vectores de A con coeficientes 3,-1, 0

3(1,2,1) 4 (—1)(2,-2,2) +0(1,1,1) = (1,8,1)

|
EJEMPLO 2.16. La 2-upla (2,1) es combinacién lineal de
A={(1,1),(1,0),(-1,1)}
pues
(27 1) = (17 1) + (170) + 0(_17 1)
pero también
|

OBSERVACION 2.11. En general si X es combinacion lineal de A los
coeficientes no tienen por que ser unicos, tal como muestra el ejemplo ante-

rior.
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EJEMPLO 2.17. Sea A= {(2,1),(1,0)} y X = (1,1). ;Es X combinacién
lineal de A7 Apelando a la definicién observamos que la pregunta puede

formularse de manera equivalente como jexisten nimeros A1, Ao tales que
A1(2,1) + A2(1,0) = (1,1)?. Ahora bien,

MM+ =1
A2 1)+ Xo(1,0) = (1, 1) <= <s>{ N
1 pr—
. . . . 2 1|1 .
El sistema (.5) tiene matriz ampliada A|b = Lol de la dltima ecua-
cién se deduce que A\; = 1 y sustituyendo en la primera se tiene que Ao = —1

Noétese que la matriz A tiene como columnas las n-uplas del conjunto B. W

OBSERVACION 2.12. El razonamiento realizado en el tltimo ejemplo

puede aplicarse en general (el lector deberd verificar esto) y muestra que el

problema de determinar si una n-upla X = (z1,...,2,) € R" es combinacién

lineal de un conjunto B = {Xjy,...,X,,} C R" es equivalente a discutir la

compatibilidad de un sistema lineal de ecuaciones con matriz ampliada A[b
Zq,

donde A es la matriz de columnas X1, Xo,..., X, y b=

Tn

Culminemos esta seccién probando un resultado que serd de utilidad en
futuro que bésicamente establece la “transitividad” de la combinacién lineal.

PROPOSICION 2.13. Sea A = {X|,Xs,...,X,} y B={Y1,Ys,..., Y}
dos conjuntos de n-uplas tales que ¥i = 1,2,...,m Y; es combinacion lineal

de A. 81 Z € R" es combinacion lineal de B entonces Z es combinacion
lineal de A

DEMOSTRACION. Como Z es combinacién de B existen entonces niimeros
B1, B2, ..., Bm tales que
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Pero como cada Y; coni = 1,2, ..., m es combinacién de A, existen niimeros
ajjconi=12...,myj=12,...,r tales que
(2.9) Yi=an X1 +apXo+ -+ o X, Vi=1,2,....m

Sustituyendo (2.9) en (2.8) se tiene

Z = filanXi+apXe+ - +aX,)+
Bo(ao1 X1 + agoXo + -+ - + g, Xp) + -+ +
Bm(alel + O47712)(2 4+ amrXr)

Reordenando,

Z = (Biair + Peazr + -+ Bmami) X1 +

=\

(Broaz + Pacga + -+ + Bramz) Xo+ -+ +
=2

(ﬁlalr + 620427" +- ﬁmamr) X,
=\,

Por lo tanto
Z=MX14+XXo+ -+ NX,

probando que Z es combinacién de A. O

2.5. Dependencia lineal

Introducimos ahora el concepto de dependencia lineal para n-uplas. el
cual resulta ahora bésico para la caracterizacién de las matrices invertibles
y que en el futuro jugara un papel central en muchos otros problemas. Los
conceptos basicas de esta seccién seran vistas nuevamente en el Capitulo
sobre Espacios Vectoriales, en un contexto mas abstracto. Los ideas nuevas
contenidos en las definiciones y demostraciones de esta Seccién se basan ini-
camente en las propiedades de las operaciones (S1 -P4) entre n-uplas y
no en el hecho de que éstas sean una sucesion finita de niimeros. Por tanto si
entre elementos de otro conjunto se tuvieran definidas operaciones con esas
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propiedades, los resultados serian también vélidos. De hecho estas observa-
ciones son las que conducen a introducir el concepto de Espacio Vectorial.
Sea (S) un sistema lineal n x n compatible con matriz ampliada A|b
El cardcter determinado o indeterminado de (S) depende, de acuerdo al
teorema de Rouché-Frobenius, de la cantidad de escalones (i.e. de filas no
nulas) de la forma reducida de A. De hecho (S) es determinado si ninguna
fila de la forma reducida de A es nula y es indeterminado si alguna lo es. La
forma reducida se obtiene realizando combinaciones lineales con las filas de
A, por lo tanto para que en el proceso de escalerizaciéon una fila se anule debe
ser combinacién lineal de las restantes. Para ilustrar esto puede observarse
en el ejemplo 1.11 que la quinta fila de la matriz (1 2 1 4 9 3 —1)
se anula, analizando las transformaciones elementales que se efectuaron al

escalerizar se deduce que F5 = 2F3 — F}, lo cual se comprueba directamente
(121493 —1)=21212531)—-(1210111)

En otras palabras la determinacién o indeterminacién de un sistema com-
patible depende de que alguna fila en la matriz del sistema sea combinacién
de las restantes. Como las filas de una matriz pueden pensarse como n-uplas
podemos plantear el problema de una forma un poco més abstracta.

Sea B = {Xy,...,X,,} C R" queremos determinar si alguno de los elemen-
tos de B es combinacién lineal de los restantes, veamos algunos ejemplos
para ilustrar el problema.

EJEMPLO 2.18. Sea B ={(2,1,0),(1,1,1),(3,2,1)} ;alguna n-upla de B
es combinacién lineal de las restantes? Intentemos ver si (2,1,0) es combi-
nacién de los otros dos.

Para esto debemos determinar si existen A1, Ao € R tales que

)\1(17 17 1) + A2(37 27 1) = (27 17 0)

Esto es equivalente a que el sistema
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AMF+3N =2
(S)y M+2x0 =1
AM+X=0

sea compatible. Para resolver el sistema (.5) escribamos la matriz ampliada

1 312
A= 1 2(1 |,
1 1]0
al escalerizarla se obtiene
1 3 2
A=1]1 0 -1]-1
0 0 0

Por lo tanto el sistema (S) es compatible determinado y Sol(S) = {(—1,1)}.

En consecuencia,
(2,1,0) = (—1)(1,1,1) + (3,2,1).
Ademas de lo anterior, se deduce facilmente que
(3,2,1) =(2,1,0) +(1,1,1) y (1,1,1) =(3,2,1) +(—1)(2,1,0)

Es decir que cualquiera de las tres n-uplas es combinacién lineal de las
restantes. Cabe preguntarse si esto ocurre siempre. La respuesta es negativa
como muestra el siguiente ejemplo

Sea B' ={(1,1,1),(2,2,2),(0,0,1)} entonces es claro que

(2.10) (1,1,1):%(2,2,2)+0(0,0,1) vy (2,2,2) =2(1,1,1) +0(0,0,1)

pero sin embargo

(07071) 75 )‘1(27272) + )\2(1717 1)7 VA17A2 eR
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pues el sistema

2M1 + X2 =0
201+ X2 =0
201+ A =1

es incompatible. Vale la pena observar también, que la n-upla (0,0,1) no
puede despejarse de (2.10) pues en cualquiera de las dos combinaciones
lineales tiene coeficiente nulo. |

El ejemplo anterior muestra que en general determinar si en un conjun-
to de n-uplas alguna es combinacién lineal de las restantes puede resultar
trabajoso si se utiliza el procedimiento del ejemplo, pues como se vio puede
ocurrir que sea necesario chequear una a una las n-uplas del conjunto ya
que algunas pueden no ser combinacién de las restantes y otras si. Vale la
pena entonces tratar de obtener un método mads eficiente para resolver este
problema.

DEFINICION 2.8. Un conjunto A = {X1,Xo9,..., X} C R" se dice
linealmente dependiente (L.D.) si existen Aj, A2,..., A € R no todos
nulos tales que

MXp 4 XXo 4+ A X =D AX; =0
i=0
DEFINICION 2.9. Un conjunto A = {X1,X9,..., X} C R” se dice li-
nealmente independiente (L.I.) si no es linealmente dependiente o equiva-
lentemente A = {X7, Xo,..., X;n} CR™ es LI si A1, Ao, ..., Ay, son nime-
ros reales tales que

m
MX1+XXo+ -+ X :Z)\ZXZ =0
i=0
entonces A\ =X =...= )\, =0
En otras palabras un conjunto es L.I. si la unica forma de escribir la

n-upla nula como combinacién lineal de sus elementos es la trivial y es L.D.
si hay otras formas.



2.5. DEPENDENCIA LINEAL 75

Los siguientes resultados dan una caracterizacion de los conjuntos L.D.
y L.I.

PROPOSICION 2.14. Sea A = {X1,X9,..., X;n} CR" entonces

1. A es linealmente dependiente, si y solo si existe X;, € A, combinacion
lineal de los restantes elementos de A

2. A es linealmente independiente si ningun elemento de A es combina-
cion lineal de los restantes.

DEMOSTRACION. Sélo es necesario probar la primera afirmacién pues la
segunda es su consecuencia inmediata.
(=) Supongamos que A es L.D. entonces existen nimeros A1, Aa, ..., Am

no todos nulos tales que

(2.11) > XX =0

Sea \;, un coeficiente no nulo en la combinacién lineal precedente, las pro-
piedades de las operaciones de suma y producto de n-uplas nos habilitan a

“despejar” el termino ig-esimo en (2.11)

AMX1 A+ Aigm1 X1+ Aig X F Aigr1 X1+ A X = 0 =
£0

~ =
_)‘io Xio = )‘1X1 +-+ )\’i()—lXi()—l + )\’i()-i-lXio-i-l +-+ )\me -
A1 Aig—1 Aig+1 Am
X =-—"=-X;—... -2 x 0Ty —..—-2X
) /\io 1 )\io i0—1 )\io i0+1 /\io m

Por lo tanto X, es combinacién lineal de los restantes elementos de A como
queriamos.
(<) Supongamos ahora que existe X;, € A combinacién lineal de los res-
tantes elementos de A entonces existen nimeros Ay, ..., Nig—1, Nig+1,- - - A\m
tales que

Xig = MX1+ -+ XNigm1Xig—1 + Nig+1Xig+1 + - + A Xy
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entonces sumando el opuesto de X;, a ambos miembros se tiene que

#0
~
MX1 4+ Xig—1Xig—1 + (—1) Xip + Nig+1 Xig1 + -+ A X = O

de donde hemos obtenido la n-upla nula como combinacién lineal no trivial
de los elementos de A y consecuentemente éste es un conjunto L.D. como
queriamos. O

La proposicién anterior y su prueba dan un método més eficiente pa-
ra determinar si en un conjunto de n-uplas un elemento es combinacion de
los restantes: basta investigar si es L.D o no. Ademaés si se analiza con cui-
dado en la demostracién del directo se observa cuales son las n-uplas que
son combinacién de las otras, son exactamente aquellas que en (2.11) tienen
coeficiente no nulo, esto es lo que permite “despejarlas”.

Veamos ahora algunos ejemplos de conjuntos L.I. y L.D.

EJEMPLO 2.19. El ejemplo més sencillo de un conjunto L.D. es el que
tiene como tunico elemento a la n-upla nula. Si A = {(0,0,...,0)} C R™
entonces A(0,0,...,0) = O VA € R, en particular si A\ # 0.

Es facil ver que este es el inico conjunto de un elemento L.D.

En efectosi A = {X} con X # O entonces AX = O implica A = 0 (probarlo),
con lo cual A resulta L.I.

Por otra parte cualquier conjunto que contenga a O debe ser L.D.. Sea
A={0,Xq1,..., X} CR" entonces

100.0 +0X; +...+0X,, = O

es una combinacién lineal de los elementos de A que da el nulo con no todos
los coeficientes nulos. |

EJEMPLO 2.20. Determinar en cada caso la dependencia lineal del con-
junto A y en caso de ser L.D. indicar cuéales vectores son combinacion lineal
de los restantes.
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1. Sea A ={(1,1,-1),(1,0,1),(1,1,1)} supongamos que A1, Az, A3 son
tres nimeros reales tales que

)\1(1, 1,—1) + )\2(170, 1) + )\3(1, 1, 1) = (0,0,0) =
()\1 4+ Ao+ A3, A1+ A3, — A1+ Ag +)\3) = (0,0,0) <
A1+ A+ A3=0
(H)S M+X3=0
“A1t+A2+A3=0

En consecuencia el conjunto es L.I si el sistema homogéneo (H) es
determinado (sélo admite solucién trivial) y es L.D. si (H) es indeter-
minado (admite soluciones no triviales). La matriz del sistema es

1 1 1|0
1 0 1|0
-1 1 110
escalerizéndola se obtiene
1 1 110
0 -1 010
0 0 —-210

por lo tanto (H) es determinado y la tinica solucién es la trivial A\ =
A2 = A3 =0 de donde A es L.I..

2. Sea A = {(1,1,2,0),(1,0,1,1),(0,1,1,-1),(2,1,3,1),(1,0,1,0)} y
sean Aq, Ag, A3, Ag, A5 nimeros reales tales que

(2.12) A (1,1,2,0) 4+ A2(1,0,1,1) + A3(0,1,1,—1) +
A1(2,1,3,1) + A5(1,0,1,0) = (0,0,0,0) <

()\1—1—)\24-2)\4—1—)\5,/\1+/\3—|—)\4,2)\1—1—)\2—1—)\34-3)\4—1—)\5,/\2—/\3—1—)\4)
= (0,0,0,0) —
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M+A+204+A5=0

A1+ A3+ =0

201+ A+ A3+ 30+ A5 =0
A —A3+X=0

La matriz del sistema es:

Y-

1
01
1
1

o

[—
=W =N
S = O =
o O O O

Escalerizandola se obtiene:

S| = = =
O‘OOO

2
1
0
0

y en consecuencia la solucidén es A\; = —A3 — g, Ada = A3 — Mg, A5 =0,
A3, A4 € R El sistema es entonces compatible indeterminado y por lo
tanto A es L.D. En efecto sustituyendo en (2.12) se tiene que para
cualquier valor real de A3 y A4 se cumple que

(—A3—A1)(1,1,2,0) + (A3 — \g)(1,0,1,1) + A3(0,1,1,—-1) +
A(2,1,3,1) +0(1,0,1,0) = (0,0,0,0)
en particular poniendo por ejemplo A3 =1y Ay = 2 tenemos que
(—=3)(1,1,2,0) + (—1)(1,0,1,1) + (0,1,1,—1) +
2(2,1,3,1) +0(1,0,1,0) = (0,0,0,0)

de donde podemos “despejar” cualquier n-upla salvo la tltima (tiene
coeficiente cero) como combinacién lineal de las restantes. Por ejem-

plo,

1 1
(17 17 27 0) = 5(17 07 17 1) - 5(07 17 17 _1)

2
~5(2.1,3,1) +0(1,0,1,0)
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Supongamos que (.5) es un sistema n X n indeterminado, cada una de sus
ecuaciones pueden pensarse en cierto sentido como “datos” o “informacién”
que permite resolver el problema. Si (S) es indeterminado ya hemos visto
que algunas ecuaciones (o filas de su matriz asociada) son combinacién de las
restantes, esto puede considerarse como “redundancia en la informacién” que
estas aportan. Nos interesa saber cuanta es la “informacién” no redundante
con que contamos y esto es cuantas ecuaciones independientes tienen el
sistema. De nuevo planteamos el problema en el contexto de n-uplas.

DEFINICION 2.10. Sea A C R” un conjunto finito, llamaremos rango
del conjunto A a la mayor cantidad de elementos de A que forman un
conjunto L.I.

Naturalmente si A es L.I. entonces rango(A) = card(A). El siguiente
resultado indica un camino para calcular el rango de un conjunto.

PROPOSICION 2.15. Seq A = {X1,Xo9,..., X;n} C R™ un conjunto cual-
quiera y sea B = {Xpn,, Xny,- -, Xpn, } C A un subconjunto de A que cumple
las siguiente dos condiciones:

1. B es L.I

2. X, es combinacion lineal de BY s # hi,ho, ..., hy

entonces rango(A) = r

DEMOSTRACION. Como B es L.I. y card(B) = r entonces rango(A) > r. El
resultado estard probado si verificamos que cualquier subconjunto de A con
mas de r elementos es L.D.

Sea C = {Xy,, Xpy,..., X, } C A un subconjunto cualquiera de A con ¢
elementos, ¢ > r.

Observemos primeramente que la segunda condicién de la hipétesis implica
que todos los elementos de A son combinacién lineal de B pues cualquier
n-upla es combinacién de si misma. Por lo tanto existen ntimeros a;;, con

i=1,...,r, 5 =1,...,q tales que
(2.13) ij :alehl +CL2th2 +... —i—arthr, Vi=1,2,...,q
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Analicemos la dependencia lineal del conjunto C. Sean A1, A2, ..., A\, nime-
ros tales que

(2.14) M Xp + Ao Xp, +..0+ )\quq =0

Sustituyendo (2.13) en (2.14) se tiene que Ai, Mg, ..., A, verifica (2.14) siy
solo si

M (a11 X, +a21 Xp, +. ..+ ar1 Xn, ) + A2 (a12Xp, a2 Xp, +. .. +ar2 Xy, )+
+ ot Ag(a1gXny + a2gXn, + - + apgXp,) = O
Reordenando y sacando X}, de factor comun se tiene que A1, Aa,..., Ay
verifican (2.14) si y solo si
=0 =0
(a11 A1 + a12d2 + -+ 4+ a1g)qg) Xp, + (a21 A1 + ag2da + - -+ 4 agqAg) X, +
4o+ (ard F arodo + -+ apghg) Xp, = O

=0
Los paréntesis en la ecuacién anterior resultan todos nulos pues, el conjun-

to B = {Xn,, Xny,-..,Xn,} es L.I. Tenemos entonces que A1, Az,...,Aq
verifican (2.14) si y solo si verifican el sistema lineal

apiA +apde + - +ajghg =0
ao1 A1 + aggo Ao + - + agq)\q =0

ar1 A1+ GraAo + - -+ arq)\q =0

Pero (S) es un sistema homogéneo y ¢ > r (tienen mds incégnitas que
ecuaciones) por lo cual es indeterminado y consecuentemente tiene soluciones
no triviales. De donde resulta que existen Ay, A2, ..., \; no todos nulos que
verifican (2.14) y por lo tanto C es L.D. como se deseaba. O

EJEMPLO 2.21. Analicemos el rango del conjunto

A=1{(1,1,2,0),(1,0,1,1),(0,1,1,-1),(2,1,3,1),(1,0,1,0)}
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del ejemplo 2.20. Ya sabemos que es L.D. por lo cual rango(A) < 5. Nuestra
intencién es construir con los elementos de A un conjunto B en las condi-
ciones de la proposiciéon anterior. Para construir un conjunto L.I. con los
elementos de A debemos quitar las n-uplas que sean combinacion lineal de
las restantes.

Como ya vimos, en nuestro caso, (1,1,2,0) es combinacién de las otras

asi que consideramos el conjunto

A" ={(1,0,1,1),(0,1,1,-1),(2,1,3,1),(1,0,1,0)}
y estudiamos su dependencia lineal. Sean A1, A2, A3, A4 nimeros tales que
A1(1,0,1,1) + X2(0,1,1,—1) + A3(2,1,3,1) + A\4(1,0,1,0) = (0,0,0,0) <~

Al +2X3+ 24 =0
Ao+ A3 =0
M+A+3A3+N=0
AM—A+XA3=0

(5)

La matriz ampliada de este sistema es

0

1
0
1
1

=W =N
S = O =
oS O O O

Escalerizandola se obtiene

Por lo tanto (S) tiene solucién Ay = —2A3, Ao = —A3, Ay =0y A3 € R. A’
es L.D. y ademas V A3 € R se tiene que

—2X3(1,0,1,1) — A3(0,1,1,—1) + A3(2,1,3,1) + 0(1,0,1,0) = (0,0,0,0)
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En particular si A3 # 0, despejando resulta

2 A 0
(27 17 37 1) = _—3(17 07 17 1) - _3(07 17 17 _1) + _(17 07 17 0) =
A3 A3 A3
(2,1,3,1) = —2(1,0,1,1) — (0,1,1,—1) + 0(1,0,1,0)
Con lo cual tenemos que en A’ (2,1,3,1) es combinacién lineal de los res-
tantes elementos. Consideramos ahora el conjunto

A" ={(1,0,1,1),(0,1,1,-1),(1,0,1,0)} c A’ Cc A

el cual es L.I. (verificarlo). Entonces B = A” cumple las dos condiciones de
la proposicién anterior, esto es:

1. BesL.I

2. (2,1,2,1) y (1,1,2,0) son combinacién lineal de B
Por lo tanto rango(A) = card(B) = 3.
Obsérvese que habiamos probado, en el ejemplo 2.20, que (1,1,2,0) es com-
binacién de A’ pero como los elementos de A’ son a su vez combinacién de los

de A” se deduce aplicando la proposicién 2.13 que (1,1,2,0) es combinacién
de A”. [ |

2.6. El rango de una matriz

Si A = ((a;j)) es una matriz m X n notaremos por A; = (a;1,...,ain) €
R" ala fila i-esima de A y con A7 = (ay;,...,am;) € R™ la columna j-esima
de A.

DEFINICION 2.11. Sea A una matriz m x n

1. Definimos el rango por filas de A (rangos(A)) como el rango del
conjunto {(A41,...,A,} de filas de A.

2. Definimos el rango por columnas de A (rango.(A)) como el rango
del conjunto {A!,..., A™} C R™ de columnas de A.

LEMA 2.16. Sea E € M,,xn una matriz escalerizada reducida con p es-
calones ubicados en las columnas ji,7J2,...,Jp entonces los conjuntos B =
{E7", B2, ... E*} de columnas y B' = {Ey, Es,...,E,} de filas cumplen
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ambos con las hipdtesis del lema 2.15.
En particular, entonces rango.(E) = rangos(E) = p

DEMOSTRACION. La prueba es sencilla y queda a cargo del lector. O

LEMA 2.17. Sea A una matriz m X n y p el numero de escalones de la

forma escalerizada reducida de A entonces rango.(A) = p

DEMOSTRACION. Sea A una matriz y F la forma escalerizada reducida de
A con p escalones (esto es con p filas no nulas). Como siempre indicaremos
por A7 y EJ las j-esimas columnas de A y E respectivamente.

Supongamos que los escalones de I estdn ubicados en las columnas j1, j2,. .., jp
entonces para probar que rango.(A) = p alcanza con demostrar que el con-
junto B = {AJ1, A72 ... AJr} cumple las condiciones de la proposicién 2.15
esto es B es LIy A’ es combinacién lineal de B Vj # ji, jo, -, jp-

Veamos primero que B es L.I. Sean Aj;, Aj,, ..., A;j, nimeros tales que

)\lejl + )\jQAjz —+ e+ )\ijjp =0
entonces la n-upla (aq,aq,...,q,) tal que

= Aj;» si h = j; para algun 4.
0 si h # j; para todo i.
es una solucién del sistema homogéneo con matriz A|O y por lo tanto es
solucién del sistema homogéneo equivalente con matriz E|O. Esto tltimo

implica que

O=mE' + E? + -+ a,B" = X\, B + \j, B + - + \; E'?,

pero el conjunto {E’L, B2, ... E»} es L.I. en virtud de lo visto en el lema
2.16, entonces \j; = \j, =--- = \;, = 0 probando que B es L.I.

Veamos ahora que si j # ji, ..., jp entonces AJ es combinacién lineal de B.
Sea entonces j # ji,...,Jp, del lema 2.16 se sabe que EJ es combinacién

lineal del conjunto {E7!, E72 ... Eir} por lo tanto existen 3j,, 3j,, . .. » Bj,

numeros tales que

B = 3 BN 4 B B oo+ 3, B
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entonces
(—1)E7 4 BB + BoE%2 4 -+ 4+ B,E» = O.
Por lo tanto la n-upla (a1, 9, ..., a,) con
—1, si h =j.
ap =< B, si h = j; para algin 7.

0 si h # j; para todo .
es solucién del sistema homogénea con matriz F|O y consecuentemente tam-
bién del sistema equivalente A|O por lo tanto
0 = 01 A" + 09 A2 4 -+ + A A" = (—1)A + Bj, AT + B, AP 4 - 4 §; Al
de donde se deduce que
AV = B AT 4 By, AT 4 By AT
culminando la prueba del lema. O

TEOREMA 2.18. Sea A una matriz mxn entonces rango¢(A) = rango.(A)

DEMOSTRACION. La prueba se reduce a mostrar que rangos(A) = p donde
p es el nimero de escalones de F.la forma reducida de A.

Es claro que en el proceso de escalerizacién una fila se anula si y solo si es
combinacion lineal de las restantes en consecuencia si la forma escalerizada
tiene p filas no nulas la matriz A tiene p filas que forman un conjunto L.I. (
ninguna de ellas puede ser combinacién de las restantes) y ademés las otras
m — p son combinacién de ellas (por eso al escalerizar A se anularon). En
consecuencia el lema 2.15 asegura que rangos(A) = p. O

El resultado anterior nos habilita entonces a definir el rango de una

matriz como el rango por filas o el rango por columnas.

OBSERVACION 2.19. El rango de una matriz es igual al rango de su
transpuesta, pues las filas de una son las columnas de la otra.

TEOREMA 2.20 (Rouche-Frobenius (292 versién)). Sea (S) un sistema
lineal de m ecuaciones con n incdgnitas con matriz ampliada Alb. entonces
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1. (S) es compatible si y solo si rango(A) = rango(A|b)
2. Si (S) es compatible entonces

a) (
b) (

S) es determinado si y solo si rango(A) = n.
S) es indeterminado si y solo si rango(A) < n.
DEMOSTRACION. La prueba es consecuencia inmediata del Teorema de Rouche-

Frobenius (lera. versién) y del lema 2.17 O

2.7. Matrices invertibles y rango

Todo nimero real no nulo es invertible, sin embargo tal como se vio en el
ejemplo 2.10 existen matrices no nulas que no poseen inversa, se impone por
lo tanto obtener algun resultado que caracterice a las matrices invertibles,
observemos que de (2.7) se deduce que si A € M, «,, es una matriz invertible
el sistema AX = b es compatible determinado por lo tanto el teorema de
Rouche-Frobenius asegura que rango(A) = n, probaremos en esta seccién
como principal resultado que el reciproco es también cierto.

Comencemos mostrando que las matrices de rango n son exactamente
aquellas que admiten una “inversa a derecha”.

LEMA 221. Sea A € Myxy entonces rango(A) = n si y solo si existe
B e M, xn tal que A-B = 1,,.

DEMOSTRACION. (=) Recordemos en primer lugar que de acuerdo a la ob-
servacién 2.1 si A y B son dos matrices n x n cualquiera y B’ indica la
columna j-esima de B entonces

A-BY A-BZ ... A-B"

AB =

Por lo tanto

AB=1I,< AB =¢, ¥Vj=1,2,...,n
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Donde
0
=11 «— fila j-esima
0
Ahora bien, como rango(A) = n el teorema de Rouché-Frobenius asegura
que n sistemas de ecuaciones AX = e/ con j = 1,2,...,n son compatibles y
consecuentemente se tiene que Vj = 1,2, ...,n existe B? tal que A-B7 = €j.

Por lo tanto eligiendo B como la matriz cuya columna j-esima es B7 se tiene
probado el directo.

(<) Veamos ahora el reciproco. Supongamos que existe B tal que A-B = I,,.
Entonces, llamando B’ a la columna j-esima de la matriz B se tiene

A-BY A-BZ ... A-B" el e2 ... e

Mirado los extremos de la igualdad anterior se deduce que los sistemas
AX =¢ Vj=1,2,...,n

son todos compatibles.

El rango(A) < n pues A es n x n, supongamos por absurdo que rango(A) =
r < n. Entonces, en virtud del lema 2.17, una forma escalerizada de la ma-
triz A debe tener r < n escalones (filas no nulas). Por lo tanto, al aplicar
el algoritmo de Gauss a la matriz A alguna fila, supongamos que la h, de-

bi6é anularse. Pero entonces el sistema AX = el

resulta incompatible pues
al escalerizarlo, la h- esima ecuacién se transforma en 0 = 1 y esto na-
turalmente es absurdo pues todos los sistemas AX = e/ eran compatibles

Vj=1,2,...,n, asi que debe ser rango(A) = n como queriamos. ]

Estamos ahora en condiciones de probar que que para que una matriz sea
invertible es suficiente que tenga un “inverso a derecha”
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DEMOSTRACION DEL LEMA 2.9. El directo es consecuencia inmediata de la

definicién de matriz invertible por lo cual sélo probaremos el reciproco.

(<) Supongamos que existe X € M, tal que A-X = I, entonces por el
lema 2.21 rango(A) = n. De la observacién 2.19 se deduce que
rango(A') = rango(A) = n,

por lo que, utilizando nuevamente el lema 2.21, existe C € M, tal que
Al.C' = I,,. Transponiendo se tiene que

CtA= (ALC) = (I,)! = I,

Por lo tanto D = C? es una “inversa a izquierda” de A.
Veamos que D = X, en efecto

D=D1I, = D(A-X) = (D~A)X =1, X=X
entonces
AX=XA=1,

y consecuentemente A es invertible. O

TEOREMA 2.22. Sea A € My xn, A es invertible si y solo si rango(A) =
n.

DEMOSTRACION. (=) Si A es invertible en particular existe B tal que
A-B = I, entonces lema 2.9 rango(A) = n.

(<) Si rango(A) = n el lema 2.21 asegura que existe B € M,,x, tal que
A-B = I, pero entonces por el lema 2.9 A es invertible. O

2.8. Matrices elementales

Culminemos el capitulo mostrando que el proceso de escalerizacion puede
representarse mediante el producto por ciertas matrices especiales llamadas
matrices elementales.

Sea e una de las transformaciones elemental de la definicién 1.1, esto es

1- multiplicar una fila por una constante no nula
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2- intercambio de filas

3- sumarle a una fila un multiplo de otra fila

DEFINICION 2.12. La matriz elemental F asociada con la trans-
formacion e es la que se obtiene al aplicar la transformacién e a la matriz

identidad n x n

EJEMPLO 2.22. La matriz

10 00 0 0
1 00 0 0
10 0 0
(2.15) E, = :
0 a 0 -+ 0 | «Filai
0 1 0
00 00 0 1

estd asociada a la transformacién elemental e; “multiplicar la fila i por
la constante « # 0”, pues F se obtiene de la matriz identidad I aplicando

dicha transformacién

operacion e
I — Eq
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EJEMPLO 2.23. La matriz
(2.16)

0 o0 eeeenn 1 ... : «— Fila j

3 A | «— Fila i

1
estd asociada a la transformacién elemental ey “intercambiar la fila ¢
por la fila 57, pues E5 se obtiene de la matriz identidad I aplicando dicha

transformacion.
operaciéon es
I — Es
La matriz
(2.17)
1
. .
FE3 =
1
N 1 «—— Fila 1
1
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estd asociada a la transformacién elemental e3 “sumarle a fila ¢ un multi-
plo de la fila j”, pues F3 se obtiene de la matriz identidad I aplicando

dicha transformacién

operaciéon eg
I — E3

PROPOSICION 2.23. Sean: B la matriz (de tamano nxm) que se obtie-
ne a partir de la matriz A (de tamarno n x m) realizando la transformacion
elemental e con las filas de A

operacion e
A — B;
E la matriz elemental (de tamario n X n ) asociada con la transformacion e
operacion e
I — E
Se cumple que B = FA.

DEMOSTRACION. Sea B la matriz que se obtiene de A multiplicando por o
la fila i de A

a1 a12 T G1n

B = aa;l G Oy,
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Si E es la matriz (2.15) asociada a la transformacién elemental “multiplicar

la fila ¢ por la constante o # 07, es inmediato verificar que

1 ««- 0 -~ 0 a1 aip - ain
EiA = 0 Oé 0 a1 Q52 Qin =
o --- 0 --- 1 anl ap2 -+ Qapn
ail a12 co QA1n
= Qa;1 Qe Qi =B
anl an2 - Qnn

Analogamente se prueba la propiedad para las dos restantes operaciones

elementales. O

EJEMPLO 2.24. Consideremos la matriz

1 0 21 100
A=| 2 -1 3 6 |, ylamatrizelemental E=| 0 1 0
1 4 40 3 01

asociada a la transformacién elemental e de sumarle a la tercera fila 3 ve-
ces la primer fila. Sea B la matriz que se obtiene de A si se le aplica la

transformacién elemental considerada

1 0 21 operacién e 1 0 2
A=12 -1 3 6 — 2 -1 3 6 |=B
1 4 40 4 4 10 9
1 0 2 1
y operando se verifica que B=FA=1] 2 -1 3
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Sea A una matriz cualquiera, en virtud de la proposicién 1.3 (Método
de Gauss) puede escalerizarse mediante una cantidad finita, e1,ey..., e, de
transformaciones elementales. Sea B una forma escalerizada de A, esquema-
tizamos como sigue el proceso de escalerizacion:

operacion e operacion ey,

A . . B.

Si representamos estas operaciones elementales por sus respectivas matrices

elementales asociadas, se puede enunciar que

PROPOSICION 2.24. Toda matriz A puede reducirse mediante una suce-
sion de matrices elementales Fy, Es, ..., Ey a su forma escalerizada B, esto
es: Ek N EgElA = B.

PROPOSICION 2.25. Sea A una matriz nxn. Sirango(A) = n = existe

una sucesion de matrices elementales E1, Es ..., Ey, tales que
Ey...EEA=1.

(es decir que al aplicarle el proceso de escalerizacion se obtiene la matriz

identidad)

DEMOSTRACION. Recordemos primeramente que el rango de una matriz es
el nimero de escalones de su forma escalerizada (filas no nulas). Sea A’ la
forma reducida de A. Como rango(A) = ny A (y por lo tanto A’) es una
matriz n X n se tiene que

«— n escalones no nulos y n filas
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Asi por la proposicion 2.24 existen matrices elementales Eq, Fs ..., E), tales
que ElEQ...EhA:[. |

Cada transformacién elemental puede ser deshecha por su transformacion
elemental inversa, esto es

1- multiplicar una fila por una constante « # 0 se deshace multiplicando
dicha fila por é

2- intercambio de filas se deshace intercanbiandolas nuevamente

3- sumarle a una fila un multiplo de otra fila se deshace restandole a la
fila el multiplo de la otra

PROPOSICION 2.26. Toda matriz elemental es invertible Y SU inversa es
una matriz elemental

DEMOSTRACION. Sea F la matriz elemental asociada a la transformacion

elemental e
operacién e
I — E

Indiquemos por e ! a la transformacién elemental inversa de e, es decir que

operacion e operacién e~!

I — E — I

Si E’ es la matriz elemental asociada a la transformacién elemental e !, esto

€S

operacién e~!

I — £

aplicando la proposicién 2.23 a la matriz E con la transformacién e™! se

tiene que E'E =1 Anélogamente se prueba que EE’ = I. Esto es E es
invertible y su inversa es E~! = E’ (es una matriz elemental correspondiente

a la transformacién inversa). O

Obtengamos una nueva caracterizacién de las matrices invertibles
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COROLARIO 2.27. Sea A una matriz n X n entonces A es invertible si y
solo si existen E1, Eo, ..., B, matrices elementales tales que A = E1-Fs- ... -E},

DEMOSTRACION. (=) Si A es invertible entonces en virtud de la proposicién
anterior existen Ef,FE), ..., E; una sucesién de matrices elementales tales
que

E}-E}y...-Ep-A=1,
pero como las matrices elementales son invertibles y sus inversas son también

matrices elementales se tiene
(B, By LB ELEy By A= (B By BT
de donde se tiene que
A=g, " ETLET
Por lo tanto poniendo E; = E,;_l, Ey = E,’g_l_l, LB = E{_l se tiene
probado el directo.

(«<=) El reciproco es consecuencia de que el producto de matrices invertibles

es invertible. O



CAPiTULO 3

DETERMINANTES

El determinante de una matriz cuadrada es un tnico nuimero que se
asocia a dicha matriz; es por tanto una funcién del conjunto de las matrices
cuadradas en el conjunto numérico al que pertenecen los elementos de las
matrices. En nuestro caso estos numeros seran los reales o los complejos,
pero se puede dar sobre conjuntos “numéricos” mas generales.

El uso del determinante surgié de las férmulas que dan las soluciones de
sistemas de n ecuaciones con n incégnitas, luego fue identificado (en el caso
3 por 3) como area de paralelogramo o volumen de un paralelepipedo, hasta
extenderse a definiciones mas generales que la que nosotros daremos en este
curso (funcién multilineal alternada).

Mas adelante se vera que podemos hablar del determinante de una trans-
formacién lineal entre espacios vectoriales, a la que se puede asociar matrices
de una manera sencilla. En particular las matrices invertibles son las tinicas
que tienen determinantes distinto de cero. Asi, una propiedad tan definitoria
de una matriz (su invertibilidad) estard caracterizada por la no nulidad de

su determinante (o sea por el valor de un tinico nimero).

3.1. Definicion

La definicién de determinante de una matriz cuadrada serd dada de
manera inductiva en el nimero de filas (o de columnas). O sea, daremos la
definicién de determinante de una matriz n X n a partir del conocimiento
de los determinantes de matrices (n — 1) x (n — 1). El determinante de una
matriz A se representa con el simbolo |Al; tratdndose de una matriz dada

95
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por sus coeficientes, en general no escribiremos los paréntesis con los que en
general encerramos el cuadrado” de los ntimeros.

DEFINICION 3.1. Sea A = ((asj)) una matriz n x n, se define la matriz
adjunta del elemento a;; como la submatriz A;; de la matriz A que se
obtiene eliminado la fila ¢ y la columna j de A

3 —4 -3
EJEMPLO 3.1. SiA=]| -1 2 7 , la matriz adjunta del elemen-
-2 4 0
to ag; = —1, se obtiene eliminando la fila 2 y la columna 1 de A:
x —4 -3
X X X , obteniéndose la matriz adjunta Ay = ( _44 _03 ) |
x 4 0

OBSERVACION 3.1. Si la matriz cuadrada A es de tamafio n, las matri-
ces adjuntas A;; son de tamafio (n —1) x (n —1).

DEFINICION 3.2. (Inductiva en el tamaiio de la matriz) EIl de-

terminante de una matriz 1 X 1 es el propio nimero. El determinante de la
. a , d
matriz 2 X 2, A= g ) el nimero |A] S ad — be
c

El determinante de una matriz A n x n se define como el niimero

d .
’A‘ ;f (—1)1+1 ai ‘All‘ + ...+ (—1)Z+1 a;1 ’Ail‘ + ...+ (—1)n+1 an1 ‘Anl‘

1
EJEMPLO 3.2. (a) Calculemos el determinante de la matriz A = ( ?; 5 )

Al =(3)(2) - (7)(2) = -8
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3 —4 -3
(b) Calculemos el determinante de la matriz A=| -1 2 7
-2 4 0
4] = (D" an JAul + (1) azi [Az | + (1) as1 |[As| =
2 7 -4 =3 -4 =3
= 3 — (-1 + (=2 -
4 0 =) 4 0 (=2) 2 7

= 3(—28) + (—12) + (—2) (—22) = —52

(c) Calculemos el determinante de la matriz A =

-3 1 1 1
2 =2 0 0
|A| = (1) agy [An |+ (1) agy |An| +
+ (=1)* " agy |4z | + (=) ayy [Aq| =
2 -4 -1 0 1 1
21 1 1 1 -2 1 1 1|+
-2 0 0 -2 0 0
0 1 1 0 1 1
4(=3)| 2 —4 —1|-2|2 -4 -1
-2 0 0 1 1 1

Ahora bien, los determinantes de tamafio 3 x 3 se calculan del mismo modo
que en (b). Verificar que respectivamente, los determinantes tres por tres
valen 6,0, —6,3 por lo cual

|A| =2(6) —3(—6) —2(3) =24

3.2. Propiedades de los determinantes

1. Linealidad (respecto a una fila)
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a) Aditividad (respecto a una fila)

ail a12 e Qin
ICl =1 an + bin  ai + biz - Qin + bin | =
Qn1 an?2 to QAnn
aip a2 - Qin aip a2 - Qip
= a;l a;'2 EE a;'n + b;'l 5;2 EE b;n = |A] + | B
an1 Gp2 - Gnn an1 Gnp2 ' Gnn

DEMOSTRACION. Por induccién completa
Para n = 2. Por un lado

ail a12

= ajrage + a11bay — ajpaz — ai2bay
a1 + ba1  ago + bao

y por otro
a1 @ a1 @
[Al+|B=| T T2 M = (ar1ass — arpast )+ (ariba — aiabar)
a a2 ba1 b2
Con lo cual |C| = |A| + |B|.
Hipdtesis inductiva: La propiedad es valida para matrices de
orden menor que n
Tesis inductiva: La propiedad es valida para matrices de orden
n. En efecto
def 141
Cl = (-1 aip [C|+ ...+
1s) 1 (1) an Cn

+ (=) (a + b)) [Cit| 4.+ (=) a1 |Cra |
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Observemos que si k # ¢, como la matriz Cy; es de orden n —1,
por la hipétesis inductiva se tiene que

a12 e Qin
ag—12 - Ak—1n
Ak+12 s Ak+1n
|Cr1| = ) . ) =
aip +bio - ap + by
an2 s Ann
a2 0 Glp a2 0 Glp
akp—12 **°  Ok—1n akp—12 **°  Ok—1n
Qk4+12 *°°  Gk4+1n Qk4+12 *°°  Gk4+1n
= . S .| = Akl + [Bral;
aig o ap biz 0 bin
an?2 s Ann An?2 s Ann

luego si sustituimos en (3.18) se tiene que

1Cl = (=) ay [JAn |+ |Bull + - 4+ (=D (a1 + b)) |Cin| + - .-
A+ (=)™ ap [|An| + [Buall

= (D" ay A+ o+ (D) an |Gl o (D) g |An| +
+ (=D ay Bl + .o+ (D) b |G|+ - A (=) g | B
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aiz - Qln
Q12 - @1
Pero como [Cj1| =| T = |As1| = | By resulta que
Ai+12 Qitln
Qp2 - Ann

1IC] = (=) arr |An |+ 4+ ()" an |Aa | + .. 4 (=D an |[An |+
+ (=) ay |Bul 4+ o+ (D) b | Bi| 4+ 4 (=)™ an | B

= |Al +|B|

]

OBSERVACION 3.2. No es cierto que |A+ B| = |A| + |B|

1 1
|A| = = —-10, |B|= - 2 pero
4 2
3 3
|A+ B| = =0# —-7=|A|+|B]|.

4 4

b) Homogeneidad (respecto a una fila)

Si B es una matriz que se obtiene de A multiplicando una de
sus filas por un niumero « entonces

aii a12 ce A1n aip a2 - QAin
|Bl =| aai1 aap - aap |=al an ap oo G | = alAl
Gnl an2 o Ann Gnpl  An2 Ann
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DEMOSTRACION. Por induccién completa
Para n = 2. Por un lado

plo| @1 a2 | _
|B| = = ajoag — 4120021 =
aagr Ay
ail a2
= a(a11a22 — ajpag) = « = a|A|
as1 a2

Hipdtesis inductiva: La propiedad es valida para matrices de
orden menor que n

Tesis inductiva: La propiedad es véalida para matrices de orden
n. En efecto

def 141
(319) |B| = (—1) a11|B11| + ...+
i+1 n+1
+ (=) aai |Bal+ ...+ (—1) an1 |Bni]

Observemos que si k # ¢, como la matriz C es de orden n — 1,
por la hipétesis inductiva se tiene que

a2 - Qip a2+ Qip
ag—12 - Qg—1n ag—12 - Qk—1n
akp+12 - OGk4+1n akp4+12 *°  Ok4+1n

|Beil=| . . . =al . = o |Ap|

Qaip o Qap @izt Qi

an2 T QAnn an2 T Qnn
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a2 a1n
a;—12 *°*  Gi—1n
y que |Bji| = = | A
@i+12 - Qi4ln
an2 e Ann

luego si sustituimos en (3.19) se tiene que
1Bl = (-1)" ano|An |+ ...+
+ (=) aan [Aa| + .. 4+ (=) apa | A
=a (=) ay [An|+ .o+ (D) ag A+ ..+
+ (1" ant [ A]| = o 14]
O

COROLARIO 3.3. Se deduce de la propiedad anterior que
|aAl = a™|A|.

DEMOSTRACION. En efecto

aai;  oarz v ad1n a11 a12 o A1n
aag1 «agy vt aa9on aagq aagy vt aa9n
Al =| o | =al o o=
adn1 QQp2 -+ OQpp alp] dAp2 -+ OQpp
aii a12 o A1n aixp aiz - A1n
a1 a2 o a2n a21 a2 - a2n
= o . . . X =ox...«x X . . X =
Qan1 Qap2 - QGpn Gnp1 Aap2 - dpn
=a" [A]
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Intercambio de filas

Si B es la matriz que se obtiene de A intercambiando dos de sus filas

entonces
aip a2 - Glp aip a2 - Glp
a1 aj2 - Gjp ail G2 vt Qip
=l i == =
a;1 Q2 o Qip aj1 ajz2 v Gjn
apl Ap2 -+ QApn Gpl An2 -+ Gpn
DEMOSTRACION. Por induccién completa
a a2
Paran = 2. Por un lado |B| = = a12a21 — 11022,
air a2
air a2
y por otro |A| = = (a1a22 — ajzaz).
a a2
Asi Bl =—|A].

Hipotesis inductiva: La propiedad es valida para matrices de orden
menor que n

Tesis inductiva: La propiedad es vélida para matrices de orden n
Primer caso: La matriz B se ha obtenido de A intercambiando las
filas consecutivas ¢ e ¢ + 1

ail aip - QAin ai aio - a1in
a;1 a2 (0275 y B= Ai+11 Q412 - Gitln
Ai+11 Q5412 - Ai4ln a1 a2 ce Qin,

Gnl an2 o Ann Gnl an2 o Ann
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Por la definicion, se tiene que

(3.20) |B| = (=D ay |Bu| + ... + (=) a1 | B
+ (=12 a1 |Bic11] -+ (=1)" a1 | B

a1l aiz -+ Qlp
) Ai111 Qiy12 c Gitln «— Fila i
Pero siendo B = o
a;1 a;9 ce Ain «— Filai+1
anl an2 cet Ann

se tiene que B;; = A;111 y Bir11 = Ag, por lo cual
|Bi1| = [Aix11], [Bita1| = [Aal

ysik #£iyk#i+1,se tiene que By es una matriz de orden n—1 con
dos filas intercambiadas respecto de A, por lo cual, por la hipétesis
inductiva |By| = — |Ak1| . Sustituimos en (3.20)

1B = (1) ayy [ [Au ] + ..+ (=D agpan [ Aig]
+ (1) A+ (D" an [~ [An]]

Pero

(=)™ a1 A = (=) (=1 @11 [Aip11| =
= (=)™ (=D air11 (=D |Air11] = (1) agp11 [~ |[Ain1 ] =
= (1) (=) aqn [An| = (1) @ [ |Aa ]
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con lo cual

1Bl = (=) anr [~ Al + ... + (=D agpun [ |Aigu ] +
+ (D) ag [~ [Aal+ - 4 (=D an [ A ]
= (=D an [An |+ ..+ (D i | A |+
+ (=D ag [Aal 4. 4 (=) an — [An]] = — |4

Segundo caso La matriz B se ha obtenido de A intercambiando las
filas iy j = k+1. La matriz B se puede obtener de A realizando varios
cambios de filas consecutivas. En primer lugar realizamos k& cambios
consecutivos de la fila ¢ de A hasta colocarla en la fila j =7 + k.

ail a2 -0 Glp
a1 Qo v Qin, «— filaide A
Ai+11  Qi+12 " Gitln «— filai+1de A
A= Ai+21 @422 QAi+2n — filai+2de A
Ak+11 Qk+12 *°°  Qk+ln «— filai+kde A
Gn1 an?2 co Gnn

cambio de la fila i porlai+1de A

—
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ail aiz -+ Q1
Air11 @412 - Qitln «— filaide A
a1 a2 Qin «— filai+1de A
Q421 Q422 0 Giton «— filai+ 2 de A
aj1 a;2 I Qjn «— filai+k de 4;
an1 an?2 ce Ann

cambio de la fila i+ 1 por la i+ 2 de A;

—
ai a2 -+ Qln
Ai+11  W412 0 Gitln «—— fila i de Ay
Ai+21 @422 - Gi42n «— filai+1de Ay
a1 aig o Qin «— filai+2de A
aj1 aja - Gjp — filai+k de A
Gn1 an?2 to Gnn
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a1

ai+11
ai+21

a1

Qi+k1

Gnl

a12 s Q1n
Qi+12 *° Qi4ln
@422 *° Ai42n

;2 s Qin
Qi+k2  ° Qitkn

(0775 s Ann

fila i de Aj_;
filai+1de Ay,

filai+k—1de Ap_4
filai+kde Ap_y

cambio de la filai+k — 1 porlai+k de Ap_1

a1

Ai+11
;421
A =
Qi+k1
a1

Gnl

—
a2 Q1n
a;+12 - Qi4in
@422 *° Ai42n
Qi+k2 - Qitkn
;2 s Qin
An?2 s Ann

fila i de Ag
filai+1 de A

filai+k—1de A
filai+k de A

107

Como los k& cambios de filas son consecutivos, por la primer parte, se

tiene que

|A1| = —|A|
|Ag| = — [A4]

|Ar| = — [Ag—1]
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Con lo cual |Ay| = (—1)*|A].

En segundo lugar, (repetimos el procedimiento ”hacia arriba”) reali-
zamos k — 1 cambios consecutivos de la fila i + k£ — 1 de Ax hasta
colocarla en la fila 7, obteniéndose la matriz B y se cumple, aplicando
la primer parte |B| = (—1)"7' |A| De las dos tltimas igualdades se
deduce |B| = (—1)*7114] = —|4]. O

3. Determinantes nulos
a) Si A tiene una fila de ceros entonces |A| =0

DEMOSTRACION. En efecto

aip a2 e Aln ail ai2 o Aln
‘A’ = 0 0 0 = 1;1 1;1 1;1
Gp1 QAp2 - Gpp Gn1 Ap2 - Gnn
ail a2 - Qlp aip a2 -+ Glp
= 1 1 1 |+ -1 -1 -1 | =
an1 Gp2 - Gnn an1 Gnp2 - Gnn
aip a2 -+ Qlp aip a2 -+ Glp
= 1 1 1 |- 1 1 1 |=0
Gpl QAp2 - Gpp Gpl QAp2 -+ Gpp

b) Si A tiene dos filas iguales entonces |A| =0
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air a2

a1 Q52

a1 Q52

Gn1 Aan2

A1n

Qin

Qin

Ann

Asi2|Al=0= |A| =0

ail

an1

ai2

;2

;2

an2

Q1n

Qin

Qin

Gnn

mos que el determinante cambia de signo, con lo cual

=4

c) Si A tiene dos filas proporcionales entonces |A| =0

Al =

ail

a1

(670731

an1

ai2

a2

[6707%)

an2

A1n

(070779

Ann

DEMOSTRACION. En efecto

ail

a1l

an1

ai2

;2

;2

an2

Q1n

Qin

Qin

Gnn

109

DEMOSTRACION. En efecto, si se intercambian dos filas, sabe-

O

d) Si A tiene una fila combinacion lineal de las otras filas entonces

1A =0

DEMOSTRACION. Sin pérdida de generalidad, para simplificar

la notacion, supongamos que la iltima fila es combinacién lineal
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de las anteriores. Aplicando la propiedad de linealidadad

a11 a12 ce Q1n
|A| — Gp—11 Ap—12 o Gp—1n —
i=n—1 i=n—1 i=n—1
Yo iain ) QiGi e Y Qi
=1 i=1 =1

aiy aiz - Qlp
i=n—1
= an—-11 Gp-12 -+ Gp-1n | =
i=1
Qi1 QG2 0 Qlin
aiy aiz - Qlp
i=n—1
= E Q| Gp-11 Ap—12 *** Ap-1p | =0

i=1

ai1 iz v Qin,
(pues los determinantes tienen dos filas iguales) O

4. Combinacion lineal de filas
a) Si B es una matriz que se obtiene de A sumado a una fila de
A un maltiplo de otra fila de A entonces |B| = |A]
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DEMOSTRACION. En efecto

aii a12 T A1n
a1 ;2 T Qin
Bl=| S : =
a1+ aa;  ajo+ aap o Gjp Tt Qg
an1 an2 tee Ann
ai;p a2 -+ QAin a1l ai2 T A1n
i1 A2 o Qg a1 ;2 T Qin
+ =
a1 aj2 - Gjp (07075 N6 1075 RENRI NN @ 1¢77%)
anl Aap2 - Qpp Gnl an2 - Gnn
aix aiz -+ Qip
a1 Q2 - Qip
= i =1
a1 Q2 - Qin
Gpl  An2 Ann

O

b) Si B es una matriz que se obtiene de A cambiando la fila A;
por la combinacion lineal BA;+aA; con B # 0 (i # j).entonces
|B| = G A]
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DEMOSTRACION. En efecto

ail
a1
5(1]-1 + aa;
Qn1
aii a12
a1 a2
56;3‘1 Bajz
Gn1 an?2

a12

;2

an2

A1n

Bajn

ann

ﬂajg + aa;o

ail

a1

aa;l

Gnl

Aln

Qin

Bajn + aai,

ann

ai2

a2

aaq

an2

air a2

a1 Q52

Gn1 Aan2

A1n

Qin

Ann

A1n

Qin

QQin,

ann

= B4
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ailr a2 - Qip
. : 0 ax -+ amn .
Ejercicio Probar quesi A = ) . ] (ceros por debajo
0 0 - apy

de la diagonal principal), entonces |A| = aj1a22 ... apy

0 1 5 3 =6 9 1 -2 3
EJEMPLO33. |3 —6 9|2 |0 1 5|2 -3/0 1 5|9
2 6 1 2 6 1 2 6 1
1 -2 3
~3l0 1 5 |©
0 10 -5
1 -2 3 1 -2 3
~eeo 1 5 |Pe@e|o 1 s |=-e6)|, | =
0 2 -1 0 0 11 0 -
—(3)(5) (—11) = 165
(A) Se intercambian las filas 1 y 2
(B) La fila 1 es multiplo de 3
(C) A la fila 3 se le resté 2 veces la fila 1
(D) La fila 3 es multiplo de 5
(E) A la fila 3 se le restd 2 veces la fila 2 [ |

NOTAS:

1) Desarrollo por cualquier fila o columna
El determinante se ha definido usando los elementos de la primer columna
de la matriz A con sus respectivas matrices adjuntas

d .
|A| lef (D" an A+ (D e A+ (D) g A

(desarrollo por la primera columna)
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Pero se puede probar ! que dicha definicién coincide con cualquier desarrollo
por cualquier columna o fila de A:

Al lef (=D air A | + (1) ai [Asa| + ...+ (=1 ag | A

(desarrollo por la i — ésima fila)

A ()™ @i | Al + ()2 agi [Az| + 4 (1) i | Al
(desarrollo por la i — ésima columna)

2) Propiedades ”por columnas”
También se puede probar que

¢
A = [47]
con lo cual en todas las propiedades anteriores se puede cambiar la palabra

”fila” por "columna”, es decir que las propiedades valen para las columnas

3.3. Matrices elementales y determinantes

PROPOSICION 3.4. Toda matriz elemental tiene determinante no nulo

DEMOSTRACION. 1- La matriz E; (ver 2.15) que est4 asociada a la operacién
elemental e; "multiplicar la fila i por la constante a % 07 tiene determiante

[Er|l = alll=a#0

pues E7 se obtiene de la matriz identidad I aplicando dicha propiedad
2- La matriz Es (ver 2.16) que estd asociada a la operacion elemental eo
”intercambiar la fila i por la fila j7 tiene determinante

[Bol =~ |1 = -1
pues E5 se obtiene de la matriz identidad I aplicando dicha propiedad

3- La matriz F3 (ver 2.17) que estd asociada a la operacién elemental e
“sumarle a fila ¢ un multiplo de la fila j” tiene determinante

B3| = |I] =1

'Es engorroso y no lo haremos aqui pero el lector puede consultar por ejemplo (Teo-
rema 3y 5 pag 87 del texto Algebra y geometria de E. Hernandez)



3.3. MATRICES ELEMENTALES Y DETERMINANTES 115

pues FEs3 se obtiene de la matriz identidad I aplicando dicha propiedad. [

PROPOSICION 3.5. Si A es una matrizn xn y E una matriz elemental
n X n se cumple que
|[EA| = |E||A]

DEMOSTRACION. 1- Sea Fj la matriz que estd asociada a la operacién ele-
mental "multiplicar la fila i por la constante o # 07 (ver 2.15)
Por la Proposicién 3.4

(3.21) |E| =all| =«

Si B es la matriz que se obtiene al aplicar la operacién ey, por las pro-
piedades de determinantes

(3.22) |B| = a|A]
y por la Proposicién 2.23 se cumple que E1A = B, con lo cual
(3.23) |E Al = |B]
al sustituir (3.21) y (3.22) en (3.23)
[EVA| = |Eq| A

2- Sea Fs la matriz que estd asociada a la operacion elemental ey ”in-

tercambiar la fila ¢ por la fila 57 (ver 2.16)
Por la Proposicién 3.4

(3.24) | Ea| = —[I] = -1

Si B es la matriz que se obtiene al aplicar la operacién ez, por las pro-
piedades de determinantes

(3.25) |B| = —|A]
y por la Proposicién 2.23 se cumple que EsA = B, con lo cual
(3.26) |E2 Al = |B|
al sustituir (3.24) y (3.25) en (3.26)
[EvA| = [Ev|[A]
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3- Sea E3 la matriz que estd asociada a la operacién elemental eg ”su-
marle a fila ¢ un multiplo de la fila j7 (ver 2.17)
Por la Proposicién 3.4

(3.27) |Es| = 1] =1

Si B es la matriz que se obtiene al aplicar la operacién e, por las pro-

piedades de determinantes
(3.28) |B| = |A]
y por la Proposicién 2.23 se cumple que E3A = B, con lo cual
(3.29) |E3A| = |B|
al sustituir (3.27) y (3.28) en (3.29)
[EVA| = |Eq| A

pues E3 se obtiene de la matriz identidad I aplicando dicha propiedad. [

3.4. Matrices invertibles y determinantes

Ya vimos que una matriz A n X n es invertible si y solo si rango(A) =n
Veamos otra condicién equivalente de invertibilidad

LEMA 3.6. Si A no es invertible la forma escalerizada de A tiene por lo

menos una fila de ceros

DEMOSTRACION. Como A no es invertible, se tiene que rango(A) < n
Al aplicar el proceso de escalerizacién de Gauss, ( es decir que aplicamos
una sucesiéon de operaciones elementales) obtenemos la matriz B (forma

escalerizada de A)

operacién ey operacién ey,

A . . B

Es decir que
Ey,...EbEWA=DB
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donde E; es la matriz asociada a la operacion elemental e; y por lo tanto
A=F'Ey' .. E'B
Como
rango(A) = “cantidad de escalones no nulos de B”

Concluimos que “cantidad de escalones no nulos de B” < n, es decir que B
tiene por lo menos una fila de ceros. O

TEOREMA 3.7. Sea A una matriz cuadrada de orden n X n.

A es invertible < |A|#0

DEMOSTRACION. (=) Si A es invertible, por el corolario 2.27, A puede puede
factorizarse como un producto de matrices elementales

A=FE\E,y... E,
Luego, por la proposicién 3.5
|A| = |E\ By ... By| = By |Bs] ... | Byl
por la proposicién 3.4 |E;| # 0, con lo cual |A] #0

(<) Supongamos, por absurdo, que A no es invertible, Si B es la forma
escalerizada de A, existe una sucesién de matrices elementales tales que

Ey,...FaF4A=B

Pero como |E;| # 0y |B| = 0 (pues por el Lema 3.6 B tiene por lo menos una

fila de ceros), concluimos que |A| = 0, lo cual contradice nuestra hipdtesis
O

3.5. Determinante de un producto de matrices

TEOREMA 3.8 (Binet-Cauchy). Si A y B son matrices n x n se cumple
que
|AB| = |A[|B|
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DEMOSTRACION. Primer caso A no es invertible

Si A no es invertible = |A| =0 = |A||B| =0

Por otro lado, si A’ es la forma escalerizada de A, existe una sucesion de
matrices elementales tales

que

Ey,...FhoElA=A
es decir que
A=E'E;N . ETA
Luego
|AB| = |E{'Ey' .. E ' A'B]
y aplicando la proposicion 3.5
[AB| = B[y | B |A'B
Pero por el Lema 3.6, A’ tiene una fila de ceros, y por lo tanto A’'B
también (por la definicién del producto de matrices), con lo cual |A'B| =
0=|AB|=0
Hemos probado que
|AB| = |A[|B] =0

Segundo caso A es invertible
Si A es invertible, por el corolario 2.27

A=FFEs...E
con F; matriz elemental
AB| = (EvE; ... Ey) B
y aplicando la proposicién 3.5

|AB| = |E1| |Eal. .. |Ex||B| = |ELEy ... Ey|[B] = |A]|B].
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3.6. Calculo de la matriz inversa por determinantes

El desarrollo del determinante de la matriz A = ((a;;)) por su i-esima
fila es

(3.30) |A| = (=) ai |[Aa| + (=) a2 |Ai| + ...+
+ (=) ai |Agl + .+ (1) ain | Al
El nimero ¢;; = (=1)"* |A;j| se denomina cofactor del elemento a;;

de la matriz A. Por lo tanto podemos reescribir el desarrollo (3.30) de la
siguiente manera

(3.31) ’A‘ = a;1¢1 + aipcio + ...+ ai¢5 + ..o+ QinCip
Cci11 Ci12 ... Cin
def Co21 C9 ... C2p

A la matriz cof (A) =

Cnl Cp2 ... Cpn
se le llama matriz de cofactores de A

LEMA 3.9. Si [cof (A)]" es la matriz transpuesta de la matriz de cofactores
de A, esto es

11 €21 ... Cpl
Cl2 €22 ... Cp2
[cof (A))' =

Clpn Con ... Cpn
Al 0 0
. 0 4] 0

se cumple que Alcof (A)]" = )

0 0 ... |4

DEMOSTRACION. Si A[cof (A)]' = ((ds;)) queremos probar que:

1. Los elementos de la diagonal de la matriz A [cof (A)]" son todos igua-
les a |A|, esto es  d;; = |A].
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2. Los elementos que no son de la diagonal de la matriz A [cof (A)]" son
todos nulos, esto es  dij; =0 (i # j)

Probemos 1. Para ello calculamos el elemento d;; de la matriz A [cof (A)]*

Ci1

Ci2

a;1 a;2 ... Qip — = dy

Por lo tanto  dj; = a;1¢i1 + aiacio + ...+ aijcij + . ..+ ainCin, pero por (3.31)
|A| = ajica + aipcio + ...+ aijcij + ...+ QinCin, con lo cual  dy; = |A|.
Probemos 2. Calculamos el elemento d;; de la matriz A [cof (A)]*

le

ng

Cjn

l
l

a;1 Q2 Qin = = = dy

Por lo tanto  d;; = aj1¢j1 + aiacjo + ... + aipCjk + ... + QinCjn.
Por otro lado consideremos la matriz B que se obtiene de A cambiando la
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fila j por la fila ¢:

ailp a2 - A1n
a;1 Az Ain — fila ¢
B =
«— fila j
ail ap o Qi J
anl Aap2 - Qpp

Si calculamos el determinante de B desarrollando por la j-esima fila se tiene

que
Bl = (=17 bj1 | Bja| + (=1 bja | Byl + ... +
+ (1) Bk + - 4 (1) by | Bl
pero como bji = a;; v Bjr = Aji, resulta que
1Bl = (=1 i |Ajn| + (=12 aig |Ajal + ... +
(=0T g A+ (1) T i | Al
pero cj, = (—1)7F* | A, por lo cual
’B‘ = @161 + @2C52 + ... + QigCjg + - .. + AinCjn.

Esto prueba que |B| = d;;. Como |B| = 0 (pues tiene dos filas iguales), se
prueba lo deseado. O

PROPOSICION 3.10. Si A es invertible, se tiene que

1= _Jeo t

DEMOSTRACION. Por el lema anterior



122 3. DETERMINANTES

Al 0 ... 0 10 ...0
. 0 |4 ... 0 01 ...0
Alcof (A =1| . . . | =14 . . . [=lA1
0 0 ... |4 00 ...1

Siendo A invertible se tiene que |A| # 0, con lo cual I_iHA [cof (A))' =1 ;

esto es

A leof (') .

A
lo cual prueba que A~! = |—1‘ [cof (A)]". O
1 -1 2
LamatrizA=| 4 2 4 | esinvertible pues |A| = —34 ; calculemos
) 1
los cofactores de A
e 2 4 2 4
2 4 = A1 = = |A4] = =92 = —9
X 11 < 0 1 ) | A11] 0 1 €11
x 0 1
y trabajando de la misma manera se obtienen
-1 2 -1 2
Aoy| = =—1=cn=1 |As]|= =—-8=c3 = —8§;
| A1 0 1 €21 ;o Az 9 4 31 ;
4 4 1 2
|Ar2| = =—16 = c12 = 16;  |Axn|= =—9 = c99 = —9;
5 1 )
1 2 4 2
Aso| = — A= =4 |A| = — 10 = c13 = —10;
| Aszz| 44 €32 | A3 50 13
1 -1 1 -1
Ags| = == co3 = —b5; |As3| = =6=0c33=6
| Ao 50 ca3 ;| Ass] 4 9 €33
2 16 -10
Por lo tanto cof (A) = 1 -9 -5 con lo cual




3.7. REGLA DE CRAMER 123

1 4
PR N R B S L
-10 -5 6 L 2 -3

3.7. Regla de Cramer
TEOREMA 3.11 (Cramer 1). Si |[A| # 0 entonces el sistema Ax = b es

compatible y determinado y su solucion (inica) es

T = @ =1,2...,n
T e
donde Aj es la matriz que se obtiene de A sustituyendo la columna j por b

DEMOSTRACION. Como |A| # 0, existe A~1, por lo tanto Az =b & z =
A~1b lo que prueba la existencia y la unicidad de la solucién

: = A—lb@:c:(@[cofm)]t)b@

z1 Ci1 €21 ... Cpl

b1
1 ba -
l’] = ’A‘ Clj C2j e Cn]
bn,
Tn Cin C2n ... Cpn
x1 ciibr + catba + ... 4+ cpby,
1 :
= Zj = W Cjbl +02jb2 —+ ... —I—anbn
T cnb1 + conbo + ...+ ¢p2bn
Por lo tanto
1 .
(3.32) Tj = —(Cljbl +02jb2+---+0njbn) 1=1L2....n

|A]
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Por otro lado si consideramos la matriz

(1/1 1 DTS bl PR aln

a1 bo Ain
A = ,

anl DY bn PEEEY ann

que se obtiene de A sustituyendo la columna j por b, y desarrollamos el
determinante de A; por la columna j se tiene que

A5 = (17 by [Ay] (S0P b [Agy |+ (<177 by | Ayl
= Cljbl +62jb2 + ... —i—cnjbn
Al sustituir en (3.32) se obtiene z; = % j=12...,n. O

T+2y—z="7
EJEMPLO 3.4. Vamos a resolver el sistema 2r+y+2z=6 usando
r—y+3z=-1

1 2 -1 7
la regla de Cramer. En estecaso A= 2 1 1 y b= 6
1 -1 3 -1
Como |A| = —3 # 0 el sistema es compatible y determinado y sus
soluciones son
7T 2 -1
6 1 1
| A1 -1 -1 3 5
T4 -3 )
1 7 -1 1 2 7
2 6 1 2 1 6
A |1 -1 8| 8 Ay |1 -1 1
L

TEOREMA 3.12 (Cramer 2). Si |A| = 0 y existe jo tal que |Aj)| # 0
entonces el sistema Ax = b es incompatible
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EJEMPLO 3.5. Como |A| = 0 se tiene que rango (A) < n. Por otro lado
si A= (A]b) es la matriz ampliada del sistema, como las columnas de A},
son también columnas de A se tiene que

rango <A> > rango (Ajy)

Ademads rango (Aj,) = n, por ser |Aj| # 0, con lo cual n < rango <Z> .

Por lo tanto rango (A) < rango <Z> y por el teorema de Rouché - Frobe-
nius el sistema Az = b es incompatible.

OBSERVACION 3.13. Un error frecuente es decir que: Si [A] = 0 y
|A;| = 0 entonces el sistema Ax = b es indeterminado. Veamos ejemplos.

r+y+z=1
EJEMPLO 3.6. Para el sistema de ecuaciones ¢ z+y+z=1 se tiene
z+y+z=0
que
1 11 1
A= 1 1 1 b=11
111 0
Por lo tanto |A| = |A1| = |A2| = |A3] = 0, sin embargo es evidente que
el sistema es incompatible. Mientras que para el sistema de ecuaciones
r+y+z=1 111 1
r+y+z=1 setieneque A= 1 1 1 |[,b=| 1 | y también
r4y+z=1 111 1
se cumple que |A| = |A1]| = |A2| = |A3] = 0, pero el sistema es compatible

e indeterminado. |
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CAPiTULO 4

RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO

4.1. Introduccion

El propésito del presente capitulo -y del capitulo denominado Producto
Escalar y Vectorial- es dar una presentacion sucinta de la Geometria Analiti-
ca del Espacio, que permita trabajar matematicamente con los objetos del
espacio ambiente. En un sentido muy vago y deliberadamente informal
entendemos por tal al modelo espacial en que transcurren la mayoria de los
fenémenos analizados por la Mecanica y otras teorias cientificas Clasicas.
Estas teorias se refieren a los acontecimientos mas o menos directamente
percibidos por los seres humanos.

Esta presentacién incluird la formalizacién del concepto de vector que el
lector conoce de sus cursos de Nivel Secundario. Por un lado, en los cursos
de Geometria ha trabajado con las traslaciones que, como recordara, estan
determinadas por vectores. En general el vector se define en esos cursos como
una clase de equivalencia de segmentos orientados con la misma direccion,
sentido y congruentes (dos figuras son congruentes si se corresponden por
una isometria).

Por otro lado, en Fisica ha trabajado con ciertas “magnitudes” (fuer-
za, velocidad, aceleracién, etc.) llamadas “vectoriales”. Estas se distinguen
claramente de otras llamadas “escalares” (masa, temperatura, etc.) porque
las ultimas quedan determinadas por un tinico dato numérico, en cambio las
primeras requieren mas informacion para caracterizarlas: “mdédulo”, “direc-
cién” y “sentido”. Las magnitudes vectoriales se representan ademas grafi-
camente mediante una “flecha” y a pesar de las diferencias que ya marcamos
con los “escalares” tienen algo en comun: con ambos se realizan operaciones.

127
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F.
F1 , <
Figura 1

Por ejemplo cuando se aplican dos fuerzas 131 y 132 sobre un mismo cuerpo
el resultado es el mismo que si se aplicara una unica fuerza F. con médulo,
direccién y sentido igual a la diagonal del paralelogramo de lados F y F,
(ver figura 4.1). Se dice entonces que

F.=F + F

0 que F}, es la resultante de F”l y F’g, de este modo la “suma de vectores”
cobra sentido. Si 131 = 132 entonces I*:r = 2}51 con lo cual también cobra
sentido la multiplicacién de escalares por vectores.

Nuestra intencién es introducir el concepto de “vector” de una manera
més rigurosa y utilizarlo para desarrollar algunas aplicaciones a la Geo-
metria Analitica del Espacio. Al mismo tiempo queremos destacar que este
concepto de vector servird de fuente de inspiracion para uno de los obje-
tos fundamentales de este curso. Mas adelante daremos una definicién mas
general y abstracta de vector perteneciente a un espacio vectorial con
multiples aplicaciones dentro y fuera de la matemadtica. Este tipo de pro-
cesos de generalizacién desde ejemplos hacia conceptos abstractos permite
dar un tratamiento unificado a multiples objetos a menudo de apariencia
disimil pero con propiedades esenciales comunes. Para poder hacerlos se de-
be estudiar con cuidado los ejemplos sencillos tratando de destacar estas
propiedades.
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4.2. Vectores

El espacio ambiente, que denotaremos con la letra F, estd formado por
puntos designados en general con letras mayusculas A, B, P, @, .... Dos pun-
tos distintos definen una tnica recta y tres puntos no contenidos en una
recta definen un plano. En este capitulo se dard una descripcién analitica
de recta, plano y sus relaciones de interseccién.

La longitud del segmento entre dos puntos de E define la distancia
entre dos puntos d: E x E — R*, que satisface
d(A,B)=d(B,A) VAeFE
d(A,B) =0 siysolosi A=DB
d(A,C) <d(A,B)+d(B,C) VA,B,C€E.

A este concepto elemental de distancia agregamos ahora el de vector.
Pretendemos formalizar lo que antes hemos denominado una “flecha” como
un objeto que tenga “modulo”, “direcciéon” y “sentido”. ; Qué datos son nece-
sarios para dibujarla? En principio basta indicar un par de puntos ordenados
(A, B) el punto A serd el origen y el punto B el extremo del segmento orien-
tado (“flecha”). Consideremos dos segmentos orientados como en la figura

B
A B
A/

FiGgura 2

4.2 de modo que AA’B’B sea un paralelogramo, el par (A, B) es distinto
de (A’, B'). Sin embargo por ser AA’B’B un paralelogramo ambas segmen-
tos orientados tienen igual direccién (las rectas AB y A’B’ son paralelas),
médulo (d(A, B) = d(A’, B')) y sentido. Solo se diferencian en el punto de
base o de “aplicacion”. No estamos interesados en que nuestro concepto de
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vector distinga objetos por su punto de aplicacién asi que deberemos ser més
cuidadosos en nuestra definiciéon y adoptar una que no distinga entre dos
flechas como (A, B) y (A’, B’). Una manera de lograr esto es identificindolas
mediante una relacién de equivalencia.

Para ello definimos una relaciéon de equivalencia entre pares ordenados
de puntos de E: AB ~ JA'B’ si y sblo si ABB’A’ es un paralelogramo.
Esta es una relacién de equivalencia de acuerdo con la definicién dada en el
Capitulo 0.

Obsérvese que:
1) Es fécil probar que AB ~ A’B’ si y sélo si el punto medio C' de AB’ /
coincide con el de A’B; o sea que una misma simetria central de centro C
lleva A en B’y A’ en B.
2) También se puede dar una definicién de la relacién de equivalencia en
término de traslaciones.
3) Todas estas definiciones s6lo utilizan elementos de la geometria plana.
Llamaremos vector del espacio E a una clase de equivalencia deter-
minada por esta relaciéon. Cualquier pareja de puntos de una clase de equi-
valencia representa al correspondiente vector. Si la pareja es AB, el vector
por ella representado se escribird de cualquiera de las siguientes maneras
v=AB = B — A. Dada una representacién AB de un vector v llamaremos
origen (o punto base) al punto A, y extremo al punto B.
Denominaremos con la letra V' al conjunto de estos vectores. Obsérvese
que el espacio V incluye al vector nulo 0 = ﬂ, para cualquier A € E.
Dado un punto P € E y un vector v € V, es claro que existe un tinico
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punto @ € E tal que P—Cj = v, 0 sea que hay un unico representante de v
que tiene origen en P: ese representante es PQ. Dado P, y si v estd dado
por una pareja AB (0 sea v = A—B>) para hallar Q alcanza con construir el
paralelogramo PABQ. De esta manera hemos definido una funcién que a
pareja de punto de E y vector de V, le hace corresponder otro punto de F ,
de la siguiente manera: (P,v) — Q <= P—Q> = v. Escribiremos / Q = P+v
y diremos que @) es la suma de P maés v.

4.3. Operaciones con vectores.

La suma de dos vectores es otro vector, o sea que se trata de definir
una funcién que a parejas de vectores le haga corresponder otro vector:
(v,w) — v + w. Dados dos vectores v,w € V, se tomaran representantes
de cada uno de ellos de modo que el extremo del representante de v sea el

—_— —
origen del de w. O sea, que si v = AB , tomamos w = BC. Decimos que
— —_— = —
AC representa al vector suma v + w; o sea que AB + BC = AC.

A l—’b} F
v+

Es facil ver que el vector suma no depende del representante elegido para
— —_— _—_ N
v ; osea que si A’B' = v (y B'C" = w) entonces A’B' + B'C’ = AC. Para
verificar esta independencia de los representantes, se recomienda -como para
casi todas las pruebas de este capitulo- hacer los dibujos correspondientes.
—
Conviene observar desde ya que para cualquier v = AB , resulta 0 +v =
—

v+ 0 = v (alcanza con tomar el representante AA o BB, segin el caso,
— ‘ A — T3, DA it —
de 0). Ademas el vector BA sumado av da o : AB+ BA=AA="70 .
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Llamaremos opuesto de v al vector representado por BA, y lo escribiremos
—v. Ademads (haganse los dibujos), para todo A, B,C,D € E vale A— B =
C—-D=—A-C=B-D.

Para definir el producto de un niimero real por un vector se debe
andar con mas cuidado, distinguiendo diferentes casos y utilizando el con-
cepto de distancia. Se trata de definir una funcién (a,v) — av , para todo
a € R, v € V. Obsérvese que no hemos indicado el producto del nimero
real a por el vector v con ningin simbolo; sencillamente hemos colocado av
juntos. Esto podria dar lugar a confusiones, pero siendo a y v elementos de
conjuntos en general distintos, hemos preferido la simplificacién de no usar
simbolo explicito para este producto. Sea v = ,A—B> ,

-sia > 0, en la semirrecta AB se elige el tinico C' tal que d(4, C) = ad(A, B).
O sea que C esta del mismo lado que B respecto a A, en la recta determi-
nada por Ay B

- Sia < 0, se elige C en el lado opuesto al que estd B respecto de A, de
modo que d(A,C) = |a|d(A, B).

En ambos casos se define AC' = a AB = av. Se observa facilmente que es-
ta definicién no depende del representante de v que se haya elegido. Obsérve-
se también que la multiplicaciéon del nimero cero por cualquier vector da el
vector nulo: Qv = 0, para todo v € V. Igualmente, el vector opuesto —v
se obtiene multiplicando v por el niimero —1; o sea que (—1)v +v = 0.
Diremos que dos vectores u, v son colineales (o paralelos o que tienen la
misma direccién) si v = av para algin nimero real a. También diremos
que u es multiplo de v. Si a > 0 diremos que ademads tienen el mismo
sentido. Si a = %1 tienen el mismo médulo. Esta definicién lleva a que el
vector nulo sea colineal con todo vector de V', porque el nimero real puede
ser el cero.

Estas dos operaciones de suma de vectores y producto por un real, ve-
rifican las siguientes ocho propiedades (u, v, w son cualesquiera vectores de
V' y a,b son cualesquiera nimeros reales):

[S1] [Conmutativa] u +v = v + u,
[S2] [Asociativa] u+ (v+w) = (u+v)+w, VXY, Z € R".



4.3. OPERACIONES CON VECTORES. 133

[S3] [Neutro de la suma] Existe un vector o tal que v+ 0 = v,
[S4] [Existencia de opuesto] Existe —v tal que v + (—v) = 0;
[P1] [Asociativa del producto] a(bv) = (ab)v,

[P2] [Neutro del producto] 1v = v

[P3] [Distributiva] (a + b)v = av + bv,

[P4] [Distributiva] a(u + v) = au + av.

Obsérvese los distintos significados que tienen los productos (sus simbo-
los estén omitidos) en P1; y las sumas, en P3. Para probar estas propieda-
des para los vectores de V recomendamos una vez mas hacer dibujos claros,
aplicar bien las definiciones de cada una de las operaciones y luego apli-
car propiedades elementales de geometria plana y de los niimeros reales.
Como ejemplo daremos la prueba de P1. Si v = 1@, sean (ab)v = AC
y a(bv) = AD con C,D en la recta AB. Si a 6 b es cero, el resultado es
A=C=Dosea AC = AD = 0. Si a,b tienen el mismo signo, C'y
D estan en la semirrecta de origen A por B y d(A,C) = d(A,D) = ab,
por lo que C = D. Sia >0, b <0, C estd en el lado opuesto a By D
también porque bv tiene sentido opuesto a v y a(bv) tiene el sentido de bv;
ademds d(A,C) = d(A, D) = |abl; por tanto C'y D coinciden. Mas adelante
se consideraran entes matematicos entre cuyos elementos se pueden definir
operaciones que verifican este conjunto de propiedades. Se verd que con sélo
ellas se puede desarrollar la teoria ma&s simple, abstracta y abarcativa de
espacios vectoriales. También es importante tener presente las siguien-
tes propiedades que relacionan la suma de punto y vector con la suma de
vectores (V A,B,C,D € E, v,w € V):
1.LA+(v+w)=(A+v) +w.
22A+(B—-A)=B; (A4+w)—A=w.
3.A+ 0 =4, A-A=7.

4. (B—A)+u=(B+u)—A=DB—[A+ (—u)]. Como ejemplo, veremos la
pruebade 4. Siw = (B—A)+u, resulta A+ w = [A+(B—A)|+u = B+u,
por 2. Luego w = (B + u) — A por la segunda parte de 2. Esto prueba la
primera igualdad. Ademds [A + (—u)] +w = A+ [-u+ (B +u) — 4] =
A+ [-u+ (B—A)+u] = A+ (B— A) = B; se han usado sucesivamente
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1., la definicién de w, la primera igualdad de 4. y la primera de 2. Entonces
w= B — (A4 (—u)) y queda demostrada la segunda igualdad de 4.

4.4. Ecuaciones vectoriales de rectas y planos. Paralelismo

Recta. Sea r la recta de F definida por los puntos A y B. De acuerdo
con lo visto en la definicién de producto de un vector por un ntimero real,
todos los puntos de esa recta quedan descriptos por A + /\A—B>, al variar
A entre los numeros reales. O sea que todo punto P € r es de la forma
P=A+ )\A—B> para algin A € R. También se puede dar una recta s por un
punto A € E y un vector no nulo v € V, llamado vector director de la
recta s. En este caso resulta s = {P € E: P = A+ Av, A € R}. Dos rectas
con vectores directores v, w son paralelas si y sélo si v es colineal con w.
Si ademaés, ambas rectas paralelas tienen un punto en comun, ellas son la
misma recta. En efecto si las rectas son de la forma A + Av, B + pw con
w=avy B =A+4 A\, resulta que todo punto de la segunda recta es de
la forma B + pw = A+ (A1 + a1p)v, o sea que es de la primera recta.

Plano. Dados tres puntos no pertenecientes a la misma recta (no colinea-
les) A, B,C € E, el plano 7 por ellos definido esta formado por el conjunto
de puntos de la forma A + AB + /Ml—C> con A\, i € R. De igual manera que
en caso de las rectas, un plano también queda bien definido por un pun-
to A y dos vectores u,v no colineales. En este caso m = {P € E : P =
A+ M+ pv, A, u € R}. Cualquier pareja de vectores u, v no colineales que
definan un plano de esa manera se denominardn vectores directores del
plano.

Dos planos m, 7’ son paralelos si todo vector con representantes de-
finidos por dos puntos de m, tiene también representantes con dos puntos
de 7’. Diremos, un tanto imprecisamente, que los vectores son de 7 y 7’.
Hallaremos una condicién necesaria y suficiente para que dos planos m, 7’ de
las formas P = A+ A u+pv, P’ = A'+au'+bv', wu,v no colineales, v/, v’ no
colineales, sean paralelos. Obsérvese primero que todos los vectores determi-
nados por dos puntos del plano 7 son de la forma ﬁ = Au + pv. Para que

los dos planos sean paralelos no es necesario que u,u’ y v,v’ sean colineales,
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P =
— : ~
~ e
C
\ “"'\-..__‘_k\

sino que los vectores u’,v’ se puedan escribir como suma de multiplos de
u,v. En efecto si v/ = M\u+ pu1v, v = Xgu+ psv resulta que todo vector de
7’ es de la forma au’ +bv' = (a\1 4 bA2)u+ (apy + bug)v; o sea que también
lo es de 7. Si ' y v’ se escriben de aquella manera como combinaciones
lineales de u, v, se pueden despejar u y v de la siguiente manera

Aot — A0 —pou + v’
v = Vv mw = -
Aopin — A1fio Aopir — A1fio

(que tiene sentido porque si fuera Aoy — Ao = 0 resultaria Aogu’ — A\jv" =0
y serfan ', v’ colineales, lo cual va contra una suposicién inicial); por un
razonamiento igual que el anterior resulta que todo vector de w también es
vector de 7.

4.5. Sistemas de coordenadas

Comencemos con dos definiciones de gran trascendencia. v es una com-
binacién lineal de los vectores wvi,vo, -+ ,v, € V si es de la forma
v = a1v1tasva+- - -+a,v, conay,as, - ,a, € R. Una base de V' es un con-
junto de vectores {v1,va, - ,v,} C V tal que todo vector v € V se escribe de
manera Unica como combinacion lineal de ese conjunto. O sea, si para cada
v € V existen unicos aq, as, -+ ,a, € R tales que v = a1v1 +agve+- - - +a,vy,.
Destacamos la unicidad de la combinacién lineal de vectores de la base, pa-
ra generar cada uno de los vectores de V. En un sentido que se aclarara en

capitulos posteriores, una/ base es un conjunto minimo que permite escribir
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todos los vectores de V' como combinacién lineal de ellos. A continuacién
mostraremos cémo son las bases de V.

o

De acuerdo con las definiciones que venimos dando, es claro que se
pueden elegir cuatro puntos A,B,C,D € FE no coplanares (no perte-
necientes a un mismo plano). Diremos también que los vectores por ellos
determinados son no coplanares. O sea, los vectores u,v,w € V son no
coplanares si w # au + bv para cualesquiera dos nimeros reales a,b. Es-
to equivale, si se toman representantes de los vectores con el mismo origen
O: u= O—fi, v = O—B>,w = O—>C, a que el punto C no esté en el plano
determinado por O, A, B, o sea que C # O + aO—zZl + bO—B) para cualesquiera
numeros reales a, b. Sean cuatro puntos no coplanares O, A, B,C € E. Dado
cualquier punto P € FE, consideremos la recta s paralela a OC por P. Ella
corta al plano OAB en P’ (que coincide con O si P esta en la recta OC).
Por P’ trazamos las paralelas r1,7o a las rectas OA, OB, respectivamente,
que cortan a OBy OA en B’ y A, respectivamente. Por otro lado, el plano
paralelo a OAB por P corta a la recta OC en el punto C’ (que coincide
con O si P esta en el plano OAB). No es dificil ver, utilizando propiedades
elementales de paralelismo e intersecciones, que se habria llegado a los mis-
mos puntos A’, B’,C’ si se hubieran trazado recta y plano paralelos a por
ejemplo la recta OA y el plano OBC, y seguido el procedimiento indicado
anteriormente. Por la definicién de suma de vectores aplicada dos veces, se
deduce que OP = OA + OB’ + OC’, y por la definicién de producto de
numero real por vector, se ve el vector 5—/7 es colineal con O—1>4, por lo que
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— — s — — —
OA’ = aOA para algiun a € R. De igual manera OB’ = bOB, OC' = cOC
— — — —

para b,c € R. Por tanto v = OP = aOA 4+ bOB + cOC'. Para cada P € F

(o lo que es lo mismo, cada v € V') los ntimeros reales a, b, ¢ son Unicos pues
— — —5

si fuera v = d/OA + VOB + JdOC resultaria, suponiendo que, por ejemplo
— — —

a#d:(a—ad)OA= " —bOB+ (¢ —c)OC por lo que

V—b— d—c

/()B+a/_a

— —
OA = ocC.

a—a
Entonces el punto A estaria en el plano OBC' lo cual contradice la hipdtesis
de que los puntos O, A, B,C no son coplanares. Esta demostracion vale
—_— — ——

para cualesquiera tres vectores OA, OB, OC' no coplanares. Por tanto hemos
demostrado que tres vectores no coplanares cualesquiera forman una base del
espacio V. Reciprocamente, si tres vectores forman una base de V' ellos deben
ser no coplanares. En efecto, si fueran coplanares, tomando representantes
con un mismo origen O, sus extremos determinarian un plano 7, y ningin
vector 0—15 con P € 7 se podria escribir como combinacién lineal de ellos.

A continuacién generalizaremos el concepto de sistema de coordenadas
—que el estudiante ha estudiado en el plano— al espacio E, que es el objeto
principal de esta parte del curso. El estudiante recordara que los puntos de
una recta se ponen en correspondencia biunivoca con los numeros reales,
eligiendo un origen y una unidad; y que los puntos de un plano se ponen
en correspondencia biunivoca con las parejas ordenadas de nuimeros reales
(R?) eligiendo un origen y dos ejes transversales que se cortan en ese origen.

Un sistema de coordenadas o referencial de E esta formado por un
punto O, el origen de coordenadas y una base {v1, vy, v3} de V. Las rectas
determinadas por O y wv1,v2,v3 se denominan ejes coordenados. Si los
ejes coordenados son perpendiculares se dice que el sistema de coordenadas
es ortogonal. Se suele representar por Oz, Oy, Oz a los ejes coordenados
definidos por O y v1, v, v3, respectivamente. Se llamara plano coordenado
xQOy al plano determinado por Oz, Oy. De igual manera se definen los planos
coordenados yOz, zOx.

Por lo que antecede resulta que dado un sistema de coordenadas
{0, v1,v9,v3}, para cada P € E existen nimeros Unicos z1, Z2, x3 tales que
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P—0 = z1v1 +x9v2 4+ x3v3; luego, P = O 4+ x1v1 4+ x2v2 + x3v3. Decimos que
x1,T2,x3 son las coordenadas de P en el sistema {O, vy, v, v3}. De igual
manera, si v = a1v1 + agve + agvs, llamaremos coordenadas de v en la
base {v1, v, v3} ala terna (a1, as, az) por lo que esta terna, dependiendo del
contexto al que se refiera, indicard a las coordenadas del punto A = O +v €
E, o del vector v € V. La determinacién de un sistema de coordenadas
establece una correspondencia biunivoca entre el conjunto de los puntos del
espacio E y R? | el conjunto de las ternas ordenadas de ntiimeros reales. Como
ejemplos destacamos que el punto elegido como origen de coordenadas tiene
coordenadas (0,0,0) € R? y el punto O + v; tiene coordenadas (1,0,0). Se
suele escribir P = (21, x2, x3), para indicar que 1, 2, x3 son las coordenadas
de P en un sistema de coordenadas en el que se esta trabajando, o que se
da por sobreentendido.

Observaciones

1. Si A = O + a1v1 + agve + agvy y v = x1v1 + T2v9 + T3v3, entonces
A—0O = ajvy+agva+tagvs y A—O+v = (a1+x1)v1+ (ag+x2)va+ (ag+x3)vs,
por lo que A+ v =0 + (a1 + z1)v1 + (ag + x2)ve + (a3 + x3)vs. Por tanto
las coordenadas del punto A + v son: (a1 + x1), (ag + z2), (asz + x3).

2. Si A =0 + ayv; + agve + asvs// vy B = O + byvy + bave + bsvs, entonces
B — A= (by —aj)vy + (by — ag)ve + (b3 — a3)vs y las coordenadas del vector
B — A son (bl —as, b2 — ag, bg — CL3).

4.6. Ecuaciones paramétricas de rectas y planos

Veamos que forma toman las ecuaciones de rectas y planos en un re-
ferencial {O,vq,v9,v3}. Sea la recta r : P = A+ A(B — A). Supongamos
A = (ay,a2,a3), B = (b1, ba,bs); entonces por la tltima observacién de la
seccién anterior resulta B — A = (by — a1)v1 + (ba — a2)ve + (bs — ag)vs, y
por la observacién 1., si P tiene coordenadas (x,y, z) los puntos de la recta

r tienen coordenadas

(4.33) T =aq +)\(b1 —al), Yy = ag—l-/\(bQ —CLQ), z= a3+/\(b3 —a3).
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Siresdelaforma P= A+ Av con v = 21v1 + 229U + 2303 se obtiene:
(4.34) T =ay + Arq, y = as + Axa, z = ag + A\ws.

Estas ecuaciones se suelen llamar ecuaciones paramétricas de la rec-
ta, y se suele pedir, por ejemplo “hallar las ecuaciones paramétricas de la
recta”’que pasa por los puntos P = (1,0,1) y Q = (—2,1,2). En realidad
debiera decirse, “hallar unas ecuaciones paramétricas de la recta” porque de-
pendiendo del punto que se tome como base, y del vector director elegido
(uno o cualquier multiplo -no nulo- de él) se obtendrén diferentes ecuaciones
paramétricas. Sin embargo, dado que la recta es la misma, independiente-
mente de la presentacién analitica elegida, seguiremos refiriéndonos a las
ecuaciones, en todos los casos. La respuesta al ejemplo que antecede es

(z,y,2) = (1,0,1) + A\(=3,1,1)

Sean tres puntos no alineados A = (ai,a2,a3), B = (b1, ba,b3), C =
(c1,¢2,c3). Consideramos el plano de ecuacién P = A+ A(B—A)+u(C—A).
Llamando (z,y, z) a las coordenadas de P, por un razonamiento analogo al
utilizado para obtener (4.33), se obtiene

T =a]+ )\(bl — a1) + ,U(Cl — al),
(4.35) y = as + A(b2 — az) + p(ca — asz),

z =az + A(bg — a3z) + p(cz — az).
Si el plano es de la forma P = A+ Av + pw con v = 2101 + Tovs + 2303, W =

Y11 + Y2v2 + y3v3 se obtiene:

(4.36) = = aj+ x4 pys, Yy = ag + Axa + 12, 2 = az+ A\r3 + [ys.

4.7. Ecuaciones implicitas de rectas y planos

Rectas Las ecuaciones (4.33), si a; # by, ay # by, ag # bs, se pueden

escribir de la siguiente manera

Tr — ay Yy — az Z — asg

4. = =
( 37) b1 — a1 b2 — a9 b3 — as
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Anélogamente, de (4.34) se deduce, si x1,x9, 23 # 0:

r—a —a zZ—a
(4.38) 1_Y 2 _ 3
I ) I3

En ambos casos, si alguno de los denominadores fuera cero, el correspondien-
te numerador también es cero. También por eliminacién de A,y en (4.35), se
obtiene la forma general de la ecuacién de un plano (usando determinantes
de matrices dos por dos):

bQ—ag bg—ag bl—al bg—a3

(x —a1) — (y — a2) +

C2 —az2 €3 —as €l —ap €3 —as

by — b —
+(z—a3)| R )

€1 —a1 C2—a2

La expresion que antecede al signo de igual puede tomarse como la definicién
del determinante de una matriz 3 por 3 -que serd vista en detalle mas ade-
lante en el curso-, pudiéndose escribir mas compactamente de la siguiente
manera:

Tr — ap Yy —ag Z —as
(4.39) bl — a bg — as b3 —as | = 0

€1 —ap C2—Gaz2 C3—as

Partiendo de (4.36) se obtiene otra forma de la ecuacién implicita de un
plano. Asi, si el plano estd dado por el punto A = (a1, az,a3) y los vectores
v = x1v1 + Tovg + T3v3, W = Yy1v1 + YoU2 + Y3v3, la ecuacién implicita toma
la forma

r—ay Yy—az zZ—as
(4.40) x1 T x3 | =0

Y1 Y2 Y3

Desarrollando estos determinantes tenemos, por ejemplo para (4.39)
a(x —a1) +b(y —az) + ¢(z —az) =0, o también ax + by +cz +d =0,

bg—ag bg—a3 bl—al b3—a3

donde a = k b=k ,

Co — a2 C3—as C1 —ayp C3—as
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by —ar by —as
c=k
c1—ap €3 —a

Reciprocamente toda ecuacién de la tltima forma, en la que por lo menos
uno de los coeficientes a, b, ¢ es distinto de cero, representa un plano porque,
suponiendo, por ejemplo ¢ # 0, ella equivale a las tres ecuaciones
33‘:)\, Yy=H, z:_g_Ag_,ué
c c c
que son de la forma(4.36). Obsérvese que los coeficientes a, b, ¢ sélo dependen
de los vectores directores del plano. Dado que planos paralelos se pueden

determinar con los mismos vectores directores, resulta que dos planos
ar +by+cz+d=0, dr+by+cz+d =0.

son paralelos si y s6lo si a = pa’; b= pb'; ¢ = pd para algin real
p. Si, ademds, d = pd’ ambas ecuaciones representan el mismo plano.
Observamos también que, por ejemplo de (4.38) se puede deducir

r — ay Yy — az r — ay Z — as

I X9 ’ I T3

que se reduce a

(4.41) ar+by+cz+d=0, de+by+dy+d =0.

Estas dos ecuaciones indican la propiedad bien conocida de toda recta puede
determinarse por dos planos que se cortan en ella.

Ej. 1. En el ejemplo de la seccién anterior, las ecuaciones implicitas de la
recta por Py @ (recordar las disquisiciones sobre las y unas ecuaciones) son

-1
x3 :y:Z—l,Obienaj—l—:Sy:l, y_z:_l
Ej. 2. Las ecuaciones implicitas de la recta por (2,1,0), (3,1,5) son x —2 =
Z = 5/57 Yy = 1

Ej. 3. Las ecuaciones paramétricas del plano por (1,1,0) que tiene por
vectores directores u = (—1,0,2) y v = (1,3, 3) son

c=1-XA+up, y=14+3u z=2\+3pu.
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Su ecuacién implicita es —6z 4+ 5y — 3z 4+ 1 = 0.

Ej. 4. x — 2y = 0 es la ecuacién de un plano paralelo al eje coordenado Oz,
que corta al plano xOy segin la recta z =0, x — 2y = 0.

Ej. 5. Ecuacion del plano paralelo al de ecuacién x 4+ y+ z = 0 por el punto
(1,1,1). Serd de la forma x +y + z + d = 0, por el punto (1,1, 1); por tanto
1+414+14d=0yresultad= —3.

El lector atento ya habra percibido que si (z,y, z) designa las coorde-
nadas genéricas de cualquier punto del espacio, dado un cierto sistema de
coordenadas,la ecuacién implicita de un plano viene dado por una ecuaciéon
lineal en (z,y, 2); en general la ecuacién de cualquier superficie vendra dada
por una ecuacién. Y una recta, vendra dada por dos ecuaciones. Los puntos
que verifican las dos ecuaciones seran los de la recta.

4.8. Posiciones relativas de rectas y planos.

En esta seccidon se verd que el estudio de las posiciones relativas de
rectas y planos llevan naturalmente a plantearse la resolucién de sistemas
de ecuaciones.

Dadas dos rectas en el espacio, podemos simplificar sus posiciones
relativas en tres categorias. O bien se cruzan sin cortarse (esta es la po-
sicién genérica, la mds comin), o bien se cortan en un solo punto, o bien
son paralelas (este caso incluye el de las rectas coincidentes. El caso de que
sean paralelas ya fue analizado: son rectas con vectores directores colineales
(uno multiplo del otro) y coinciden o no segun tengan algin punto comun o
no. Si los vectores directores no son colineales se trata de encontrar puntos
comunes a las dos rectas. Para ello se estudia el sistema de ecuaciones for-
mado al igualar las ecuaciones de sus coordenadas. Si las rectas se dan en
forma paramétrica se tendrd un sistema con tres ecuaciones y dos incognitas
(los parametros de cada una de las rectas). Este sistema, si los vectores di-
rectores no son colineales, puede ser compatible determinado (una solucién
formada por una pareja de nimeros correspondientes a cada pardmetro) o
incompatible (sin solucién). El primer caso corresponde al caso de corte (y
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la solucién en cada parametro dara el mismo punto en el espacio, pero al
moverse por cada una de las rectas); el segundo caso corresponde a las rectas

que se cruzan.

Ej. 1. Determinar las posiciones relativas de las rectas

(z,y,2) = (1,0,1) + A\(—1,1,0)
(x,y,2) = (0,1,2) + p(2,0,1).

Al igualar las coordenadas resulta
1—=A=2u; A=1; 0=2+4+u

que no posee ninguna solucién: las rectas se cruzan.

Ej. 2. Determinar las posiciones relativas de las rectas
(x,y,2) = (1,0,1) + A(—1,1,0); (x,y,2) =(0,1,2) + u(—4,4,0).
Los vectores directores son colineales y al igualar las coordenadas se obtiene
(1,0,1) + A(—1,1,0) = (0,1,2) + u(—4,4,0)

que no tiene solucién pues en la tercera coordenada resulta la igualdad de
los nimeros distintos 1 y 2: las rectas son paralelas.

Dados dos planos en el espacio podemos simplificar sus posiciones
relativas en dos categorias. O bien se cortan en una recta, o bien son pa-
ralelos (este caso incluye el de los planos coincidentes). La posicién relativa
se manifestara analiticamente en que el sistema dado por las dos ecuaciones
implicitas sea o bien indeterminado con las soluciones dependientes de un
parametro (un grado de libertad) en el caso de corte en una recta, o bien
incompatible (no tiene soluciones) en e caso de planos paralelos no coinciden-
tes, o bien indeterminado con las soluciones dependientes de dos parametros
(dos grados de libertad) en el caso de coincidencia. Si los planos estuvieran
dados en forma paramética tendriamos, al igualar las coordenadas de los dos
planos, un sistema de tres ecuaciones con cuatro incégnitas (dos por cada
plano).
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Ej. 3. Posicién relativa de los planos
20 4+3y—2=1, —x—-2y+2=0.

Para resolver el sistema dado por las dos ecuaciones, se escaleriza, obte-
niéndose el sistema 2x + 3y — 2z = 1, —y + 2z = 1. Este sistema tiene
infinitas soluciones que dependen de un solo pardmetro (un grado de li-
bertad) y por tanto los planos se cortan en una recta. Para determinar las
ecuaciones paramétricas de esa recta, se puede tomar y = A, resultando
z=1+XA xz=1-\

Ej. 4. Posiciones relativas de los planos de ecuaciones paramétricas

(z,y,2) = (1,0,1) + A(1,1,0) + p(0,1, —1)
(l‘, Y, Z) = (07 07 3) + t(17 27 _1) + 8(27 17 1)

Igualando las correspondientes coordenadas resulta

1+ A=t+2s A+0p—t—2s=-1
Ad+pu=2t+s = A+pu—2t—s=0
l—pu=3—-t+s ON—p+t—s=2.

Si ahora omitimos de escribir las variables, pero mantenemos su orden
A u,t, s, v agregamos una columna con los términos independientes, ten-
dremos las siguientes matrices de coeficientes (primero la original, y luego
la escalerizada)

1 0 -1 =-2|-1 10 -1 -2|-1
1 1 -2 =10 = |01 -1 1 1
0 -1 1 -—-1]| 2 00 0 0] 3

El sistema es por tanto incompatible dado que sumando cero de cada una
de las variables deberiamos obtener 3. Los planos no se cortan, ellos son
paralelos. Observar que de acuerdo con lo observado en la seccién tres los
vectores directores del segundo plano son combinacién lineal de los vectores
directores del primer plano:

(1,2,-1) = (1,1,0) + (0,1, 1),

(2,1,1) =2(1,1,0) — (0,1, —1).



CAPiTULO 5

PRODUCTO ESCALAR Y VECTORIAL

5.1. Producto escalar

DEFINICION 5.1. Dado un vector v € V llamamos norma de v al nime-
—

ro d(A, B) con v = AB,que notaremos: ||v|| (Observar que d(A, B) no de-

pende del par de puntos (A, B) que se elija como representante de v).

Propiedades:

1) |lv[|= 0; ||v]|= 0 siy solo si v= 0.

2) ||av|| = |a|||v| para todo a € Ry para todov € V

3) [|u+v| < ||ul| + ||v], para todo u, veE V

DEMOSTRACION

1) Es inmediato. U

2) Sia = Oestrivial. Sia # Oy v = A—>B, por definicién del producto
de un nimero por un vector , av = A—C>', donde d (A, C) = |a|d (A, B). Luego
lav]| = d (A, C) = |a[d (A, B) = [a] [[v].- 0

3) Un lado de un tridngulo es menor o igual que la suma de los otros
dos (es la propiedad triangular de geometria métrica). O

Diremos que v es un versor si ||v|| = 1. Para todo v# 0 se tiene que o7 €8

un versor pues ‘ ‘ = ﬁ lv|l = 1.

v
vl

DEFINICION 5.2. Dados los vectores u y v de V llamamos producto

interno o producto escalar de u por v al nimero ||ul|.||v| cos@ donde
—_— —_—

0 es el dngulo BAC de tres puntos tales que AB = u 'y AC = v. Observar

145
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que el producto escalar no depende de los puntos A, B, C' que se elijan para
representar u y v.

Notacién: u.v ; < u,v >, (u,v) ; etc.

En particular v.v = |[v||%; luego ||v]| = v.v.

Si w es un versor, es decir, si ||u|| = 1, entonces u.v = ||v||cos0 = p es la
proyeccién del segmento AC sobre la recta AB de la figura.

Propiedades:
4) uv =v.u
5) (a.u).v =u.(a.v) = a.(u.v)

6) (ug +uy) v=upv+uyv ;  u. (v +vy) = v + U,

7) v =0y v.w=0siy sélosi v=0

DEMOSTRACION:

4) Es inmediato. U

5) Si a = 0 la demostracién es trivial . Si a > 0, ang(au,v) =
ang (u,v) = 6, luego
(aw) v = |au|l.||v] cosd = |a|.|u] .|v| cosb = a(u.v).

Sia <0, dng(au,v) = 7 + ang(u,v) = 7 + 6, luego (a.u)v =
la-ul[ lv][ cos (w +0) = —la] ||ul[ [|v]| cos 0 = a[|u][ lv]| cos & =a(u.v). O

6) Consideremos primero el caso ||u|| = 1. Entonces vi.u = p1, vo.u =

p2. (v1 +v2)u = p (proyeccién de u; + uy). Es claro que p = p; + p,, luego
(vy +vy) . u = v;.u + vy.u. (ver figura)
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Consideremos ahora el caso general. Por el razonamiento anterior, como

”“T” = 1, tenemos (v; + vy) ”—Z” = U1'||_Z|| + v2.”—5” , luego (vy +vy) u =
VU + vy u O
7) Es inmediata pues v.v = ||v]|>. O

DEFINICION 5.3. Dos vectores u, v se dicen ortogonales si u.v = 0.
Una base {7, 7, ¥ (a partir de aqui no escribiremos la flecha =) se
dice ortogonal sii-j =i-k = j-k = 0. La base se dice ortonormal si
ademads de ser ortogonal verifica que ||i|| = ||j|| = ||k|| = 1.
Diremos que {O,1, j,k} es un sistema ortogonal de coordenadas si

{i,7j,k} es ortonormal.

En el resto de esta seccién supondremos que todos los sistemas de coor-

denadas son ortonormales. En tal caso dados:

UV =ayi+ a9J + ask y w = byi + byj + b3k se tienev.w = Z a;b;.
i=1,2,3

En particular: |jv|| = ov = \/a} + a3 + a3. .
SiP=0+4ayi+ayj+azky Q=0 +byi+byj+ bsk entonces PQ =

Q@ — P =(by —a;) vy + (by — ay) vy + (by — ag) vy, luego

d(P,Q) = [|PQ|l = \/(bl —ay)® + (b — ay)® + (b — az)”.
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5.2. Aplicaciones a la geometria: angulos y distancias

Ya vimos que toda ecuacion de la forma ax + by + cz + d = 0 representa
un plano y reciprocamente. Suponiendo que el sistema de coordenadas sea
ortogonal volveremos a obtener esa ecuacién y mostraremos que en ese caso

se puede obtener méas informacion de esta ecuacién.

Sea {0,1,j,k} un sistema ortogonal de coordenadas, Py = (¢, Yy, %)
un punto de un plano 7 y n = ai 4+ bj + ck # 0 un vector de la direccién de
una perpendicular a 7 (para abreviar diremos que n es un vector normal a
7). Entonces, para todo P € w, P = (z,y,2), vale n- (P —F,) = 0, de
aqui resulta:

0@ —2g) + by — o) + ez — 2) = 0

-
n

/: ——

Esta es entonces la ecuacion del plano dado por un punto y la direcciéon

de la normal. Es claro que esa ecuacién también se escribe en la forma:
ar +by+cz+d=0.

Reciprocamente, dada una ecuacién ax+by+cz+d = 0, con a®+b>+c? #
0 (por ejemplo, c# 0), resulta : az + by + ¢ (z + %) = 0. Si el sistema de
coordenadas es ortogonal esto equivale a:

d
(avy + bvy + cvg) . | vy + Yyuy + Z+E vy | =0.
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Poniendo P = (z,y, z), Py = (0,0,—d/c) y n = av,+bvy+cuvs, esta ecuacion
se escribe: n. (P — F,) = 0. Por tanto, es la ecuacién del plano perpendicular
a m por F.

OBSERVACION 5.1. Si el sistema de coordenadas no es ortogonal, la
ecuacién azx + by + cz + d = 0 también representa un plano como vimos
antes, pero en ese caso el vector av; + bv, + cvs no tiene por que ser normal
al plano.

Veremos ahora algunas consecuencias de esto, siempre con la hipdtesis
de que el sistema de coordenadas es ortonormal.

a ) condicién para que dos planos sean paralelos: ax+by+cz+d =
Oy adz+by+cdz+d =0 son paralelos si y sélo sia’ = A\a, b/ = \b, ¢ = Ac
para algin A € R, (A # 0).

b ) condicién para que una recta y un plano sean paralelos:

Dados el plano y la recta de ecuaciones ax +by +cz+d =0y m—p% —
y_qyo = Z_TZO, son paralelos si y sélo si pa + gb 4+ rc = 0, pues esto significa

que n.v = 0 , donde n es normal al plano y v es un vector de la direccién
de la recta.

c ) dngulo entre dos planos: Para dos vectores cualesquiera, u # 0,
v # 0, tenemos W = cos 6. Como el dngulo 8 entre dos planos es igual al
que forman sus vectores normales respectivos, tendremos: cos § = —A2—
’ ' [ENEH

donde n; y ny son vectores normales a esos planos: luego el dngulo ¢ entre
los planos de ecuaciones az+by+cz+d=0y a’z+b’y+c’z+d’=0 verifica:

aa’ 4+ bb' + ¢
Va2 + 02+ 2\ a? + 0?4 2

d ) Angulo de una recta con un plano: Sean n un vector normal

cos =

al plano y v un vector de la direccién de la recta . El angulo del plano con
la recta es entonces § = 7/2 — ¢ donde ¢ es el angulo determinado por n
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y v. Luego el angulo de ax+by+cz+d =0 con x_pxo = y_qyo = Z_TZO se puede

calcular mediante:
ap + bg + cr
VaZ+ 6%+ c2\/p2 + ¢ + 12

senf = cosp =

Y—=Yg _ 2%
q = con

e) Angulo de dos rectas: El dngulo 6 de x;xo =

r—x — zZ—Z . ’
7 L= yqu L= =+ se calcula mediante la fé6rmula

pp' +qq +rr’
N Y \/p’2 +q? + 12
f ) Distancia de un punto a un plano: Definimos la distancia d (Q, )

cos =

de Q al plano 7 como el minimo de d(@,P) donde P € w. Es claro que el
minimo de d(Q,P) se obtiene cuando P=P,=mn Nr, donde r es la perpendi-
cular a 7 por @. Luego : d(Q,7) = d(Q,P,) = ‘(Q - Fy) ”—Z” , siendo P,
un punto cualquiera del plano 7.

Como la ecuacién del plano es (P — By).n = 0, esto significa que d se
obtiene reemplazando P por O=(0,0,0) en el primer miembro de la ecuacién
del plano.

Consideremos ahora un sistema ortonormal de coordenadas. Si F, =
(0, Y0, 20), @ = (%,7,%), P = (x,y,2), n=ai + bj + ck entonces:

Q—P) n =a(@T—2,)+b(T—Yo) +c(Z—2) =az+by+cz+d.
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axtbytez+d
Va2+b2+c2

Luego : d(Q,7) = |(Q — Fy) -ap

5.3. Aplicaciones: ecuaciones de algunas superficies

a) Esferas de centro (z(,y,,%,) y radio r: En un sistema ortogonal

de coordenadas la ecuacién es: (z — x0)2 + (y — y0)2 +(z — z0)2 = 72

b) Superficies de revolucién: Son las engendradas por una curva
(generatriz), que gira alrededor de una recta (eje).

OBSERVACION 5.2. Una curva en el espacio puede darse:

- O bien en forma paramétrica, por medio de tres ecuaciones de la

x = x(t)
forma ¢ y=y(t) teR
z=2z(t)

con tres funciones continuas de un pardmetro real (para cada valor del
pardmetro ¢ se tendra un punto (z(t),y(t),z(t))=P(t) que estd en la cur-

va).

P(t)

”

a

- O bien en la forma reducida { f((x
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Cuando se tienen las ecuaciones paramétricas, a veces puede eliminarse
el parametro ¢ y obtenerse una forma reducida. Generalmente hay muchos

sistemas de ecuaciones posibles que representan a la misma curva.

OBSERVACION 5.3. Una superficie en el espacio puede darse:

- O bien en forma parametrizada, por medio de tres ecuaciones con dos
parametros ( como la ecuacién paramétrica del plano).

- O bien en forma reducida por medio de una ecuacién del tipo: f(z,y,z) = 0.

flz,y,2)=0
g(@,y,2)=0
de dos superficies S y S’ donde S: f(z,y,2) = 0y S’: g(x,y,z) =0.

OBSERVACION 5.4. La curva C: es la interseccion

Ecuacién de la superficie de revoluciéon con eje Oz Sea r el eje

T a;:ij C' la generatriz C: r=0
y=0 z=[f()

La superficie de revolucién S esta constituida por todos los puntos P

del espacio que cumplen, a la vez, dos condiciones:

Pemlr por algin F,eC
d(P,?") :d(P07r)
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Las condiciones se traducen en:
z2—29=0 Pewnl v, por B,
z9=0 FyeC
z=f(yo)) FH€eEC
Va2 +y? = /2§ + g, d(Pr)=d(Fy,7)

de donde, eliminando z, y,, 2, se obtiene: z = f <:l: 2 + y2).

OBSERVACION 5.5. Dada una ecuacién F(z,y,2z) = 0 no intentaremos,
en general, reconocer si es 0 no una superficie de revolucién. Observaremos
s6lo que si se halla una familia de planos paralelos ( es decir ax+by+cz+a =
0 con (a, b, ¢) fijo y a variable ) que cumplan las condiciones de més abajo,
entonces F(x,y,z) = 0 es una superficie de revolucién que verifica (ver figura
3.3):

F(z,y,2)=0

es una circunferencia para
ax +by+cz+a=0

i) La interseccién {

cada valor de «.

ii) El centro de la circunferencia (x ) pertenece, para todo a, a

a?ycwza

una recta fija r colineal al vector (a,b,c) (o sea perpendicular a la familia
de planos paralelos ).

EJEMPLO 5.1. Demostrar que xy+yz+zx = 7 es una superficie de revo-

lucion.

*'ﬁ/‘ﬁf \ ax+by+czﬁ =0

ASEN
= 1__13 Z
i==vy
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Se puede escribir como: (x4 y + 2)? — (2% 4+ y* + 2?) = 14 Corténdola
en el plano:x + y + z + a = 0 se obtiene:

z+y+z+a=0
(z+y+2)°— (22 +y+2%) =14

i ) Es una circunferencia porque es la interseccién de la esfera 22 +32+ 22 =
14+ a? con el plano x +y+ z+a = 0. ii ) El centro C,, de la circunferencia
se halla trazando la perpendicular al plano x 4+ y + 2z + o = 0 que pasa por
el centro de la esfera z2 + y? + 22 = 14 + o2, o sea:

z+y+z4+a=0
C,=1 z=y=z recta por(0,0,0) L
al plano, x+y+z2+a=0

xr=—a/3
C,=1{ y=—a/3
z=—a/3

es una recta colineal al vector (—1/3,—1/3,—1/3) o sea, colineal con (1,1,1).
]

c ) Conos: Se llama “cono” o “superficie cénica” de vértice V y direc-
triz C ( donde V es un punto y C es una curva dada , tales que V¢C ), a
la superficie engendrada por todas las rectas que pasan por V y cortan a C.
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z=f(t)
SiV=(a,b,c)yC =< y=g(t)
z=nh(t)

La ecuacién paramétrica del cono se puede obtener con los parametros
t y A como:
x=a+ AN(f(t) — a)
S = y=>b+ A(g(t) —b)
z=c+ A(h(t) — ¢)
Para escribir la ecuacion reducida habrd que eliminar los parametros ¢, A,

para obtener una ecuacién del tipo

F(z,y,2) = 0.
EJEMPLO 5.2. Hallar las ecuaciones reducidas y paramétrica del cono de
T = sent
vértice V. = (0,0,0) y generatriz ¢ y = cost . La ecuacién parametri-
z =1
x = \sent
zada es: ¢ y = A cost Despejando t y A se obtiene la ecuacion reducida
z =14+ A
2 +y?=(2-1)>2 [ |

d ) Cilindros: Se llama “cilindro” o “superficie cilindrica” de directriz
C y generatriz colineal al vector v = (a, b, ¢) a la superficie engendrada por
todas las rectas colineales al vector v que cortan a la curva C.

z=f(t)
Siv=(a,bc)yC=1< y=g(t) Unpunto P = (x,y,2) pertenece al
z=h(t)

cilindro si y sélo si existe algin punto Py, = (x, Yy, 2y) tal que:

PyeC
P €, recta por Py colineal a v



156 5. PRODUCTO ESCALAR Y VECTORIAL

. Entonces, las ecuaciones paramétricas del cilindro son:

x = f(t) + X
S = y = g () + X\b
z = h(t) + A

de las que habra que eliminar los parametros ¢, A, para obtener la ecuacién
reducida del tipo F'(z,y,z) = 0.

OBSERVACION 5.6. La curva C también puede estar dada como

o[ fayn =0
9(@,,2) =0

en cuyo caso se trabajard andlogamente , pero con un parametro menos.

OBSERVACION 5.7. Una ecuacién F (z,y,2z) = 0 en la que no figura la
variable z, por ejemplo, representa un cilindro de generatrices colineales con
el eje Oz. Si Py = (xy, Yy, 2o) verifica la ecuacién F (z,y,, 2,) = 0, entonces
tomando x = zy, y = Yy, 2 = 20 + A (eso es la recta por P, colineal con
(0,0,1) ), se tiene F (x4,Yy, 29 +A) = F (24,Y9,%) = 0 porque F es, en
realidad, independiente de z. O sea: cuando P, estd en la superficie, toda
la recta por la colineal al eje Oz también la esta.
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EJEMPLO 5.3. 22 +%? = 4 es un cilindro con generatrices paralelas al
24y’ =4

eje Oz y directriz, por ejemplo, en la circunferencia { 0
z =

x2’+y?=4

5.4. Producto vectorial.

Consideremos la terna ordenada de vectores de V, {7, 7, ?}, que cons-
tituye una base de V. Estas las vamos a clasificar en dos grupos: uno formado
por las ternas {i, j, k} tales que para un observador parado en vs, la rotacién
de dngulo convexo (o sea, de medida < 7) que lleva i en j es de sentido anti-
horario; el otro formado por las ternas en las que esa rotacién tiene sentido

horario.

v, v,
sentido antihorario (+) sentido horario (-)

v, v

4 1

. .
» >

7, / v,
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Para definir el producto vectorial necesitamos elegir uno de los dos tipos
como terna preferida. Nos quedaremos para esto con las ternas del primer
tipo que llamaremos positivas.

Esta convencién sirve para definir el producto vectorial como una funcién
de VXV en V (asi como el producto escalar era una funcién de VxV en R)
que a cada par de vectores v, w le asocia un vector, que denotaremos v A w,
que cumple:
a) [[v Aw| = |lv]].||wl| .sen 8 (8 dngulo de v con w )
b) vAw)w=0y (vAw).w=0
c)Siv#0 y w#0 la terna {v,w,v Aw} es positiva.

Propiedades:

1) |Jv Aw]| es el doble del drea del tridngulo determinado por esos vec-
tores.

2) v Aw = 0siysblosi vy wson colineales (en particular, si alguno de
ellos es el vector 0).

3) Respecto de la condicién c) de la definicién, corresponde observar que
siv Aw # 0 la terna {U, w,v A w} es una base, pues por b) esos vectores no
son coplanares salvo que v y w sean colineales, en cuyo caso v A w = 0

4) v Aw = — (w A v) ( en particular, esta operacién no es conmutativa)
Para verificar esto basta notar que si para cierto observador la rotacién del
angulo < 7 que lleva v en w es de sentido antihorario, para el mismo obser-
vador la que lleva w en v es de sentido horario. De modo que el observador
debe ubicarse del lado opuesto del plano u,w para que esa rotacién aparezca
de sentido trigonométrico . Luego esa debe ser la ubicacion de w A v para
que la terna [w, v, w A v] sea positiva.

5) Este producto no es asociativo. Se puede deducir que:

(uAV)Aw+ VAw)Au+ (wAu)Av=0

de donde, usando 4), (uAvV) Aw =uA (VAw)+v A (wAu), y como en
general v A (w A u) # 0, la propiedad asociativa no vale.
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6) Para todo A € R: A (v Aw) = (Av) Aw = v A (Aw). Esta propiedad se
deduce directamente de la definicién en el caso A > 0. Para el caso A < 0, hay
que observar que del hecho que la terna {v,w,v A w} es positiva se deduce
que {—v,w,— (vAw)}y
{v, —w, — (v A w)} son también positivas.

7) El producto vectorial es distributivo respecto de la suma de vectores.
Esto es:

a) (v1 +v2) ANw=v1 Aw~+ vy Aw.

b) v A (w; +wy) = v Awy + v A w,.

Para demostrar esta propiedad hacemos algunas observaciones previas. En
primer lugar, observamos que llamando 7« al plano con vector normal v e
indicando por p w la proyeccién de w sobre ese plano, y con r(pw) el vector
que se obtiene rotando esa proyeccién un dngulo de medida 7/2 en sentido
antihorario observado desde v, se verifica que: v A w = ||v| .r (pw) pues
Ir ()| = llpwl] = |[wl| .sen 6 (ver figura)
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Como p (wy + wy) = pw; +pwy y 7 (pwy + pwy) = 7 (pwy) +7 (pwy) ten-
dremos que: vA(w; A wy) = ol 7 (p (1, + w3)= llol] 7 (o) +o]r (pruy) =
VA wy + v A w,y.

Asi se prueba b) y andlogamente se obtiene a).

8) Si {i,j,k} es una base ortonormal positiva de V', entonces:

iNi=jAj=kAk=0;
iNj=k jAk=1i kNi=]

(es decir, en la sucesién (i, j, k, i, j, - - - ) el producto de dos vectores sucesivos
da el que le sigue):

jANi=—k kNj=—i;iNk=—]

9) De 4.6), 4.7) y 4.8) resulta que si v = ayi + ayj + ask y w = byi +
byj + bsk. entonces:

v Aw = (agby — agby) i — (a1by — agby) j + (ayby — aghy) k.

Obsérvese que este resultado puede recordarse pensando en el desarrollo por
la primer fila de un determinante:

i j k

ay ay ag | = (agbg —agby)i — (a;bs —agby) j + (a;by — azby) k

by by by
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Esta expresién del producto vectorial puede también tomarse como su de-
finicién. M4s precisamente, dada una terna ortonormal cualquiera {i,j,k}
(positiva o negativa), puede definirse el producto de dos vectores por la
expresion dada en 4.9). Se comprueba entonces sin dificultad que el vec-
tor: u = (agby —agby)i — (aybg —asby)j + (a by — ayby) k verifica [Jul| =
vl - |lw]| .sen @ y u.v = w.w = 0. Si ademds {7, j,k} es una terna positiva
puede verificarse, que {v,w,u} es también positiva. Luego u = v A w , por
lo tanto esta definicién de v A w coincide con la inicial.

5.5. Aplicaciones geométricas.

a ) Distancia de un punto a una recta: sea r una recta dada por
un punto A y un vector v. La distancia de Q a r es:

[AQ A v]]

[[o]]

4(Q,r) = 1d(Q, A) .sen 6] = | AQ]| .sen 6 =

Si A= (20,Y0,%); Q= (T,7,Z); v=ai+ bj + ck entonces la distancia
es d(Q,r) =

VIG —yo)e = (Z = 20)b]% + [(T — zo)c — (2 — 20)a)? + [(T — 20)b — (¥ — yo)a]?

Va2 +b%+c2
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EJEMPLO 5.4. En el punto 3 de este capitulo se vieron algunas super-

=Y o z=0

ficies de revolucién particulares. Sea r . Hallar la

z=0 zy=1
superficie de revolucién de eje r y generatriz C.
Las ecuaciones son:

zg=0, el

20y =1, Pyl

T —x9+y—1yy=0, plano, m, por, F,Lr

222 4 (x —y)® = 222 + (xy — yp)?, dist (P,r) = dist (P,,r)

eliminando z, Y, 2, resulta (z + y)? (2% =2zy) =1 [

b)Interseccién de dos planos no paralelos:
ar+by+cz+d=0

drx+by+cdz+d =0
de dos planos no paralelos). Supongamos que queremos las ecuaciones pa-

Sea r una recta (dada como interseccién

ramétricas de esa recta, es decir, las de la forma: x = x5+ Ap, y = yy +
Aq, z = zy + Ar (o también P = Pj + \v). Para esto se necesita hallar un
punto Py = (zg, Yy, 29) de la recta y un vector v = pi+qj +rk de la direc-
cién de r. Esto se puede hacer sin usar el producto vectorial, resolviendo el

sistema de ecuaciones

ar+by+cz+d=0
dr+by+dz+d =0

Usando el producto vectorial: tomar Py = (2,9, %,) una solucién parti-
cular del sistema de ecuaciones. Si el sistema de coordenadas es ortogonal,
entonces: n = at + bj +ck y n’ = a’i +b'j + 'k son vectores normales a los
planos, y entonces n A n’ es un vector de la interseccién de ambos planos
(luego, estd en la direccién de la recta de interseccién de ambos).

Luego: nAn'= (bd —b'c)i—(ad — ca’) j+ (ab' — ba’) k es de la direccién
der.
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¢ ) Distancia entre dos rectas: Se define la distancia d (r,7’) entre
dos rectas r, 7’ como el minimo de d (P, P’) donde P € ry P’ € r'.

Es claro que este minimo se obtiene cuando la recta PP’ es perpendicular
al mismo tiempo a r y a r’. Sea r dada por un punto A € r y un vector v
de su direccién y 7’/ por B € r y un vector w.

Para tener d(r,r’): si r y r’ son paralelas: basta tomar el punto A y
hallar dist (A,r"); si r y ' se cortan: d (r,r")= 0.

Supongamos ahora que 7 y 7’ no son coplanares. Si s es la perpendicular
comin , P, = s N ry Py=sNr, entonces: d (r,r') = d (PO, Pé) =d(A,)

donde 7 es el plano paralelo a r que contiene a r’. (ver figura) . Como versor
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de la direccién de s puede tomarse n = M—gn Luego :

d(r,r') =d(A,T) = ﬁ ‘(v/\w) A—B)‘

d ) Perpendicular comuin a dos rectas: Si las dos rectas son pa-
ralelas, una perpendicular comtn es la recta perpendicular a una de ellas
trazada por un punto de la otra. Si se interceptan , el problema es también
facil de resolver. Supongamos ahora que las dos rectas no son coplanares.
La perpendicular comin s estd en el plano m de s y r, y en el @’ determi-
nado por s y r’. Luego s = 7 N «’. Dada la direccién v de r y la w de 7,
y Aer, Ber' el plano m queda determinado por A,v y v Aw. El 7’ por
B,w,u A w, pues v Aw es un vector de la direccién de s. Las ecuaciones de 7
y 7’ asi obtenidas constituyen un par de ecuaciones que representan la recta
S.

e ) Volumen de un tetraedro: Consideremos un tetraedro dado por

sus vértices A, B,C,D. Su volumen es V = % area de la base x altura.

Tendremos: drea base = 1/2||(B — A) A (C — A)||.
Si n es el versor normal a la base, la altura es |n.(D — A)| con n =

B—AN\(C—-A B—AN(C-A)].(D-A
TE=Arc=my- Luego V = 1/6.][(B — 4) A (C — A)| LEpAmal 2l

por lo que V =1/6.|[(B—A)A(C—A)].(D—-A)|
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A .

C

5.6. Producto mixto

Es una operacién definida de V- x V' x V en R. Dados tres vectores
u, v, y w, llamamos producto mixto al nimero (v A w) .u que indicamos v A

w.u, o también wu. (v A w). Consideremos un sistema ortonormal {i,7,k} y

sean:
v = ali + (lgj + a3k‘, w = bl'L + b2] + bgk’, u = Cl'L' + C2j + Cgk’.
Entonces:
a, a a, a a
VAW = 2 U3 1 as j+ 1 %2,
by by by by by by
€1 Cy C3
ay a a, a a, a
vAwU = 2 c — L Ccy + L C3=1|a; ay ag
by by by by by by
by by bg

(Por desarrollo por la primer fila de ese determinante)
Usando el hecho de que si se permutan dos filas de una matriz entre si el
determinante sélo cambia de signo, resulta que dos de esas permutaciones
no cambian el determinante; luego:
c, Cy C3 by by bs a, Gy as
ap Gy az |=| ¢ G c3 |=| b by by
by by bg ap az dag €1 G G
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En consecuencia: (v Aw).u = (uAv).w = (wAu).v. Es decir, que en la
sucesion (u,v,w,u,v,w) el producto vectorial de dos vectores sucesivos mul-
tiplicado escalarmente por el siguiente, da lo mismo cualesquiera sean los
tres vectores sucesivos. Se puede entonces hablar del producto mixto de
u, v, w sin indicar si se trata de (uAv).w o de u.(v A w), pues el resul-
tado es el mismo. Es por esto que se escribe (u,v,w) como notacién para
(uAv)w=mu.(vAw).

Observamos que (v,w,u) = 0 si y s6lo si dng(v A w,u) = 7/2 o alguno
de los vectores es el nulo. Como éng (v Aw,v) = ang (v Aw,w) = 7/2,
para que (v,w,u) = 0 es necesario y suficiente que v, w y u sean coplanares.
(Obsérvese que esto podria sacarse como conclusién del célculo del volumen
del tetraedro. (v,w,u) = 0 si y sélo si el volumen del tetraedro determina-
do por esos vectores es 0, esto es equivalente a decir que los vectores son
coplanares).

Esta condicién permite escribir la ecuacién vectorial del plano dado por
tres puntos A, B, C' en otra forma. Decir que P pertenece a ese plano equivale
a decir que los vectores P — A, B — Ay C'— A son coplanares, o sea (P —
A,B—A,C—-A)=0.

Pasando a coordenadas, si P=(x,y,z),A=(ay,as,a3), B = (by,by,b5) ¥y
C = (¢}, ¢9,c3) esta ecuacién se escribe:

T Yy =z
T—a; Y—a, Z—as
by —a; by—a, by—ay | =0, &6 también:
1 1 02 2 U3 —4ag b, by by

€ C C3

1
a; ay az 1 —0
1

Para ver esto obsérvese que si se le resta la 2da. fila a la 1ra., la 3da. y la
4ta. filas, el determinante no cambia. Asi se tiene:

rT—a, Yy—ay z—az 0

T—a; Y—ay, Z—as
a a a
by —a; by—ay by—ag
€ —0a; Cy— Gy C3—ag

o O =

Cp—a; Cy—ay C3— a3



CAPiTULO 6

ESPACIOS VECTORIALES

En este Capitulo se introducira el concepto bésico de este curso, que
es el del titulo . Trataremos de hacer hincapié en las nociones geométricas
simples que son comunes a otras ramas de la matematica y motivar en todo
lo posible en base al concepto de vectores en el espacio ambiente F estudiado
en el capitulo sobre Rectas y planos en el espacio.

En muchas ramas de la matematica aparecen conjuntos entre cuyos ele-
mentos se realizan combinaciones lineales. Ya hemos visto tres ejemplos de
esto en nuestro curso: las matrices, las n-uplas y los vectores del espacio
ambiente. Pero el lector puede recordar otros ejemplos como las funciones
continuas y los polinomios con los cual también se opera. En los ejemplos
desarrollados hasta el momento se hizo notar que muchos de los resultados
obtenidos solo dependian de las propiedades que tenian las operaciones y
no de otras particularidades del ejemplo en cuestiéon. También hemos ob-
servado que estas propiedades son las mismas en los tres casos abordados
hasta ahora. Eso nos motiva a intentar un desarrollo abstracto de la teoria.
Es decir a introducir un conjunto arbitrario con cuyos elementos se supone
se puede operar con propiedades analogas a las que por ejemplo tienen las
operaciones con n-uplas. De este modo se desarrolla de una sola vez una
teoria que puede aplicarse a multiples y a priori disimiles ejemplos. Natu-
ralmente los ejemplos que nos motivaron y seran una constante fuente de
inspiracion para encontrar las definiciones, enunciados y demostraciones de
nuestra teoria.

En particular el lector podra recurrir frecuentemente a motivaciones ba-
sadas en los vectores de E, en las ternas de ntimeros o en las matrices, pero
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el objeto en estudio es un concepto abstracto, mucho mas general, cuya
comprensiéon y manejo fluido es una de las finalidades principales de este
curso.

Un concepto fundamental que re-aparecerd en este capitulo es el de in-
dependencia lineal, cuya definicién ya hemos establecido antes y que parece
particularmente simple, pero cuya comprensién en toda su riqueza -nuestra
experiencia lo indica- merece una atencion especial. Realizar muchos ejerci-
cios con este nuevo concepto abstracto, comprender bien como se le utiliza en
diversas demostraciones, es una recomendacion que hacemos amistosamente

al lector.

6.1. Espacios vectoriales

DEFINICION 6.1. Un espacio vectorial sobre un cuerpo K (que en este
curso serd el de los nimeros reales R, o el de los nimeros complejos C), es
una cuddrupla ordenada {V,K,+,-}

1) Un conjunto V' # & cuyos elementos se llamaran vectores.

2) El cuerpo K, cuyos elementos se llamarén escalares.

3) Una operacién llamada suma de vectores, y denotada con el simbolo
+ cuyo dominio es el producto cartesiano V' x V y cuyo codominio es V
(4 :V xV — V quiere decir que u+v estd definida para todo par (u,v)
€ V x V y da como resultado un elemento V') .

4) Una operacién llamada producto de un escalar por un vector, y de-
notada con el simbolo - ; cuyo dominio es K x V y cuyo codominio es
V (- : KxV — V), que verifica las siguientes propiedades:

Para la suma:

S1) Asociativa: (u+v)+w=u+ (v+w) YV u,v,w € V

S2) Conmutativa: u+v=v+uVu,v eV

S3) Neutro: Existe un elemento 0 € V, llamado “vector nuloz denotado
con 0, tal que O+ u=u+0=u,Vu e V.
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S4) Opuesto: Para cada vector u € V| existe un vector llamado “opuesto
de u”, denotado como —u, tal que u + (—u) = (—u) +u = 0.

Para el producto:

P1) a. (Bu) = (a.0) .u

P2) Multiplicacién por la unidad del cuerpo: l.u =u,Vu eV

P3) Distributiva respecto de suma de vectores:a. (u + v) = a.uta.v, V €
K, Vu,veV

P4) Distributiva respecto de suma de escalares (a+ f).u = a.u +
Bau, Vo, e K, VueV

OBSERVACION 6.1. En P4) la suma de escalares (suma dentro de K) se
escribié con el simbolo + pero no hay que confundirla con la suma dentro

de V, que se representa también con el simbolo +.

OBSERVACION 6.2. El lector comparara estas propiedades de la defi-
nicién de espacio vectorial con las propiedades de los vectores de F, de las
n-uplas de nimeros reales, o de las matrices con sus operaciones de suma y
producto por un escalar.

PROPOSICION 6.3. En todo espacio vectorial {V.K,+, }se cumple:
1) el neutro es unico.
2) Para cada vector u € V su opuesto —u es unico..

DEMOSTRACION. 1) Sean 0: y 03 dos neutros: 0} = 0} + 0} = 03, luego son
iguales.

2) Sean (—u); y (—u), dos opuestos de u:

(_U)L =0+ (—u); = ((wy +u) + (—u); = (—u)y + (u+(—u)y) =
(—u)y + 0 = (—u), , luego coinciden. O

OBSERVACION 6.4. A los espacios vectoriales sobre R se los llamara es-
pacios vectoriales reales, o R—espacios vectoriales. A los espacios vectoriales
sobre C, espacios vectoriales complejos, o C—espacios vectoriales. A veces,
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por abuso de lenguaje los espacios vectoriales se indican por el conjunto de
vectores V', sobreentendiendo el cuerpo K y las operaciones + y -.

6.2. Ejemplos de espacios vectoriales

EJEMPLO 6.1. Si V es el conjunto de vectores del espacio, K =V y las
operaciones + y - son las definidas en el capitulo 2, obtenemos un espacio

vectorial real.

EJEMPLO 6.2. V es el conjunto de ternas ordenadas de niimeros reales

V =R? y K =R y definimos las operaciones + y - como sigue:
d
suma: (ay, ay, ag) + (by, by, by) = (ay + by, a5 + by, a3 + by)

def
= (

producto: A - (ay,ay,as) A.ap, A.ag, A.ag) para todo A € R y todas las

ternas de R3.

.2 , d, . . . . .
Notacion: El simbolo </ quiere decir que el miembro de la izquierda

esta siendo definido mediante la expresion de la derecha.

EJEMPLO 6.3. En general si V es el conjunto de las n-uplas ordenadas

de nimeros reales, V =R xR x ... x R=R" K = R y las operaciones son:
d ,

(ay,a9,...,a,) + (by,by,...,b,) éf(al +0by,ay+0by,...,a,+0b;) vy ademas

A (ag,aq,...,a )déf (Aaj, Aay, ..., \a,). Es facil ver que {R",R,+,-} es

Y 'n
un espacio vectorial sobre R, con 0 = (0,0,---,0) y —(ay,a9, -+ ,a,) =

(—ay,—aq, -+ ,—a,). Las operaciones definidas en este ejemplo se llaman

usuales de R".
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EJEMPLO 6.4. Sea V el conjunto de las sucesiones de nimeros reales,
K =R, y las operaciones + y - definidas como sigue:
Dadas {a,} y {bn}€ V,y dado X € R:

def
{an} + {0} = (a; + by, a9 + by, ..va, +b,,...) = {a, +b,}
(la suma de dos sucesiones es definida como la sucesién que se obtiene su-

mando los términos n-ésimos de las sucesiones dadas),

def
AAant =X (ag,a9,...,a,) = (A-ap,A-ay,...,Aa,) ={\-a,}
Es facil comprobar que es un espacio vectorial real . El vector nulo es
la sucesion que tiene todos sus términos iguales a cero. Se verifica ademés

- {an} = {_an}

EJEMPLO 6.5. Sea P el conjunto de todos los polinomios en una variable
con coeficientes reales, sea K = R, y sean la suma usual de polinomios y el
producto usual de un nimero por un polinomio. {P, R, +, -} es un R—espacio
vectorial.

EJEMPLO 6.6. El conjunto de todas las funciones f : [a,b] — R, forma
un R-espacio vectorial, con las operaciones usuales de suma de funciones y
producto de un numero real por una funcién. Es decir:

f+gd§fh donde h(z) 4 f(z)+g(z) Vz € [a,b)].

Ak donde k(z)E Af(2) Vo elab].

EJEMPLO 6.7. El conjunto de las n-uplas ordenadas de nimeros comple-
jos V.= C™ con las operaciones definidas como en el ejemplo 6.3 tomando
K = C forma un C-espacio vectorial {C",C,+,-)}.
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EJEMPLO 6.8. Si K = R, y las operaciones en C" se definen en forma
andloga al ejemplo anterior (y en forma andloga al ejemplo 6.3), resulta
C™ R, +,-} un espacio vectorial real (distinto del ejemplo 6.7 , puesto que
difieren en el cuerpo K).

EJEMPLO 6.9. Las sucesiones de ntimeros complejos con la suma de su-
cesiones y el producto de una sucesion por un nimero complejo definidos en
forma similar al ejemplo 6.4 constituyen un C-espacio vectorial.

OBSERVACION 6.5. En todos los ejemplos anteriores, para verificar que
efectivamente son espacios vectoriales, hay que verificar que se cumplen las
propiedades incluidas en la definicién 1.1, para la suma y el producto por
escalares.

EJEMPLO 6.10. Sea V el conjunto de sucesiones de niimeros complejos.
SSIK=R,+:VxV —=Vy-:Rx V— V, operaciones éstas definidas
andlogamente al ejemplo 6.4 Entonces { V,R, +, -} es un R-espacio vectorial
distinto al del ejemplo 6.4 y la del ejemplo 6.9

EJEMPLO 6.11. El conjunto {0} es un K-espacio vectorial, donde se define
6+6=6y a-6:6, Vae K.

EJEMPLO 6.12. El conjunto de los polinomios de grado menor o igual a
n, en una variable x (este conjunto se indica con P,), K = R, y la suma
y producto por un real definido como en el ejemplo 6.5, forman un espacio

vectorial real.
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EJEMPLO 6.13. El conjunto de los polinomios en una variable x, de grado
igual a n, con coeficientes reales, K = R y la suma y el producto defini-
dos como en el ejemplo 6.5, no forman un espacio vectorial ( Estudiar por

qué no).

EJEMPLO 6.14. Con las operaciones usuales {R, C, +, -} no es un espacio
vectorial.

OBSERVACION 6.6. Se denota u — v a la suma u + (—v) con u,v € V.
PROPOSICION 6.7. 0-u=0, YuecV

DEMOSTRACION. 0-u=0-u+0=0-u+ (u—u)=0-u+1-u)—u=
O+ -u—u=1l-u—u=u—u=0 O
PROPOSICION 6.8. a-0=0, Ya € K

DEMOSTRACION. Sea u un vector cualquierade V, 0= -u—a-u=
:a-<6—|—u)—a-u: (owﬁ—l—oz-u)—a-u:a'6+(a'u—a-u):
=a-0+0=0a-0. U

PROPOSICION 6.9. Sean a € K, u e V. Entonces , a-u =0 si y sélo
si:a=0y/ou=0.

DEMOSTRACION. Directo: Supongamos que o # 0. Como a - u = 0, é .
(o) :é-ﬁde donde (é'a) -u =0, 0seal-u=0 entonces, u=0.
Reciproco: son las Proposiciones 6.7 y 6.8. O

PROPOSICION 6.10. (-1).wv=—-vYveV
DEMOSTRACION. Basta ver que (—1) v es el opuesto de v, es decir

v+ (-D)w=1lv+(-Dv=>0+(-1)v=0v=0
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6.3. Subespacios

DEFINICION 6.2. Sea {V,K,+,-} un espacio vectorial y W # & un
subconjunto no vacio de V. Diremos que W es un subespacio de V, si se
cumple:

a)w; + wy € W para todow, € Wywy € W

b) A\w € W  paratodow € Wyl € K

Es decir, un subespacio de un espacio vectorial es un conjunto no vacio,
“cerrado” frente a la suma y al producto de escalares por vectores.

OBSERVACION 6.11. Si W es un subespacio, entonces 0 € W. En efecto
como W # & existe w € W y como W es cerrado para la multiplicacion por
escalares \w € W, VA € K. En particular 0.w = 0 € W. La dltima igualdad
es consecuencia de la Proposicién 6.7.

EJEMPLOS DE SUBESPACIOS VECTORIALES

EJEMPLO 6.15. Los primeros ejemplos y los méas sencillos, de subespa-
cio vectoriales, son los llamados subespacios triviales. Uno de ellos es
W = {6} (conjunto formado por un tnico elemento, el vector nulo). El otro
subespacio trivial es W = V. En ambos casos, W es subespaciode V. N

EJEMPLO 6.16. Sea 7w un plano del espacio por el origen.
m={(z,y,2) €R> : ax + by + cz = 0}.

Entonces 7 es un subespacio de R? En efecto m # &, pues 0= (0,0,0) ey
es cerrado para las operaciones. Sean py = (r1,y1,21) y p2 = (22,y2, 22) dos
puntos de ™ y A un escalar cualquiera. Verifiquemos primero que la suma es
cerrada

p1+p2 = (21,22, 73) + (22, Y2, 22) = (T1 + T2, Y1 + Y2, 21 + 22) = ¢
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v q € 7. Para ver que el elemento g pertenece al conjunto 7 es necesario, dado
que éste esta definido por comprensién, verificar que ¢ cumple las condicién
légica de pertenencia, esto es sus coordenadas deben verificar la ecuacion
ar+by+cz=0

=0, pues p1ET =0, pues p2ET
. .

a(z1422)+b(y1+y2)+c(z1422) = (az1 + by1 + cz1) + (azz + bys + cz2) =0
Veamos ahora que 7 es cerrado para la multiplicacion por escalares.
Apr = M1, 91, 21) = Az, Ay, Az) = ¢

y ¢ € m pues
=0, pues p1ET

a(Az1) + b(Ay2) + c(Az1) = A (az1 + byr + cz1) =0

Si en cambio se considera un plano 7 que no pase por el origen entonces su
ecuacién serd ax + by + cz = d con d # 0. Obsérvese que 7 # & pero 0 ¢
en consecuencia no es un subespacio. Es ademés facil ver que no es cerrado
para las operaciones si p; y ps son dos puntos de m su suma ¢ = p; + po
no pertenece a 7w tal como se ve en el dibujo. Compruebe el lector esto
analiticamente. |

7 q=p1+p2

. .
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EJEMPLO 6.17. Sea r un recta por el origen entonces r es un subespacio
vectorial de R3.

r={(z,y,2) €R® :ax +by+cz=0;dz+by+cz=0}

Obsérvese que (x,y,z) € r siy solo si

(6:42) ( a(f blj CC’ > y - ( 8 >

Sean p1 = (r1,y1,21) ¥ P2 = (%2,y2,22) dos puntos de r y A € R entonces
q = p1 + p2 pertenece a r, para verificar esto veremos que las coordenadas
de ¢ = (z1 + x2,y1 + Y2, 21 + 22) verifican la condicién 6.42

a b c T1+ T2 a b c e 2
( a v ) Y1ty - ( a v o ) yi | T w2 =

21+ 29 21 22

T T
B a b c ! + a b c 2 (0
S\ ad ¥l o a b 21 = 0

21 22

:(8),p1105 p1€ET =(8),puos p2ET

El lector verificara que Ap; = ¢ € 7.

Es claro que para verificar que p; + p2 pertenece a r sélo tuvimos que usar
la propiedad distributiva del producto de matrices por lo tanto en general si
A € My,xy es una matriz cualquieray S = {X € R" : A-X = 6} C R" es
el conjunto solucién del sistema homogéneo de matriz A entonces S es un
subespacio de R".

De hecho veremos mas adelante que el reciproco es verdadero. Es decir que
si S es un subespacio cualquiera de R™ existe A € M, x, tal que S es el
conjunto solucién del sistema homogéneo AX = 0.

Es correcto, entonces afirmar que los subespacios de R" son exactamente los
conjuntos solucion de los sistemas homogéneos de ecuaciones.

Por otra parte, desde un punto de vista mas geométrico es natural entonces
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pensar esqueméticamente los subespacios de R" (y de hecho, como veremos
més adelante, los de un espacio vectorial de dimensién finita cualquiera !

como la generalizacion de los planos y rectas por el origen de E. |

EJEMPLO 6.18. En {R* R, +,-} W={(a1,a2,a3) € R? tales que az =0}
entonces W es un subespacio de V.

EJEMPLO 6.19. En {R",R,+,-} sea W = {(ay,...,a,) € R" : a; = 0} con
ifijo 0 < i < n, es decir W es el conjunto de las n-uplas con la i-ésima
componente nula. Entonces W es un subespacio de R™.

EJEMPLO 6.20. En las sucesiones de nimeros reales (ejemplo 6.4) sea W
el conjunto formado por las sucesiones que a partir de algin término, tienen
todos los términos restantes iguales a cero.

Verificar que W es un subespacio del espacio vectorial V.

EJEMPLO 6.21. Sea P el espacio vectorial de los polinomios definido en el
ejemplo 6.5. Sea P, el subconjunto de los polinomios de grado menor o igual
que n. Entonces P,, es un subespacio de P. Nétese que si consideramos sélo
el conjunto de polinomios de grado exactamente n con n > 1 no constituyen
subespacio de P pues el polinomio nulo tiene grado 0.

EJEMPLO 6.22. Sea V el espacio vectorial del ejemplo 6.6, y sea C|a, b]
el conjunto de las funciones f que son continuas. f : [a,b] — R. Entonces
C'la, b] es un subespacio de V. Recordar que la suma de funciones continuas
es una funcién continua, asi como también lo es el producto de una funcién

continua por un escalar.

!Para entender que es un espacio de dimensién finita véase més adelante la definicién
6.8)
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EJEMPLO 6.23. En el espacio de las n-uplas de complejos (ejemplo 6.7)
sea W un subconjunto de las n-uplas cuya suma de términos da cero. Se
puede verificar que es un subespacio de C™ .

EJEMPLO 6.24. En el espacio del ejemplo 6.7 {C™,C, +, -} sea W el sub-
conjunto de las n-uplas cuyo primer término es 5+2i . Este subconjunto W
no es un subespacio, porque al sumar dos elementos de W, el resultado no
pertenece a W.

EJEMPLO 6.25. Sea {C™", R, +, -} el espacio vectorial del ejemplo 6.8 Sea
W? el subconjunto formado por las n-uplas de nimeros complejos cuyos
términos tienen parte real igual a cero. Es un subespacio. En este ejemplo es
importante que el cuerpo K sea R y no C. Observar que el mismo subconjunto
W?, considerado como subconjunto del espacio vectorial {C",C,+,-} no es
un subespacio.

EJEMPLO 6.26. En el ejemplo 6.9 de las sucesiones de niimeros complejos
sobre el cuerpo C, con las operaciones usuales, sea W el subconjunto de
las sucesiones que tienen igual a cero los términos que estan en lugar par:
W = {{an} : an € C,ag; = 0}. Entonces W es un subespacio.

TEOREMA 6.12. Si W es un subespacio de {V,K,+,-} entonces {W, K, +,-
con las operaciones + y - “heredadas”de V, es un espacio vectorial sobre el
mismo cuerpo K.

DEMOSTRACION. Hay que probar que si {V,K,+, -} es espacio vectorial y
W C V es subespacio de V entonces {W,K,+, -} también es un espacio
vectorial es decir se cumplen todas las condiciones de la definicién 6.1. Las
operaciones + y - en W son las mismas que en V' sélo que restringidas a W
(esto es definidas sélo para los elementos de W).

Como W es cerrado para las operaciones estas quedan bien definidas es decir
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+:WxW - Wy-:KxW — W. Por otra parte las propiedades asociativa
y conmutativa de la suma y todas las del producto se verifican en W pues
se verificaban para cualesquiera vectores de V.y W C V.

Ademés en la observacién 6.11 vimos que 0 € Wy como 04+ v = v+ 0 = v,
Vv € V entonces también serd esto cierto Vv € W pues W es un subconjunto
de V. Por lo tanto la suma en W tiene neutro. Resta entonces sélo verificar
la existencia del opuesto. Naturalmente que si w € W C V es un elemento
cualquiera de W entonces también lo es de V' y por lo tanto existe —w € V,
pero a priori podria ocurrir que —w ¢ W. Veremos que esto no es posible si
W es no vacio y cerrado para las operaciones, en efecto sea w € W, como W
es cerrado para las operaciones se tiene que \w € W, VA € K, en particular
si A = —1. Por lo tanto (—1)w = —w € W. En ésta ultima igualdad se uso
la proposicion 6.10. Esto prueba la existencia del opuesto en W y concluye
la prueba. O

OBSERVACION 6.13. Este teorema permite ver en forma facil si un cierto
conjunto W sobre un cuerpo K, con ciertas operaciones + y - es un espacio
vectorial. En efecto, en lugar de verificar todas las condiciones de la definicién
6.1, alcanza ver si W es un subespacio de algin V, que ya se sepa tiene
estructura de espacio vectorial. Para lo cual alcanza con probar que W es
cerrado con respecto a la suma y cerrado con respecto al producto de un

escalar por un vector.

TEOREMA 6.14. Sean W, W,,...,W,

L, subespacios de un mismo espacio

V. Entonces W = '%1 W, es también un subespacio de V.
1=

DEMOSTRACION. En primer lugar W # @; en efecto: el vector 0 pertenece a
todos los subespacios W, y por lo tanto pertenece también a su interseccién
w.

Ademds W C V puestoque W C W, CVVi=1,2,...,n
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Falta probar que W es cerrado frente a la suma de vectores y al producto
de un escalar por un vector. Sean w y w’ € W, entonces w y w’ € W, para
cada i = 1,2,...,n. Luego w + v’ € W;Vi = 1,2,...,n (puesto que W, son
subespacios). Entonces w + w’ € W.

Ahora sean @ € K y w € W. Se tiene w € W,;Vi = 1,2,...,n. De
allil cvw € W, Vi =1,2,....,n (puesto que W, son subespacios). Entonces a-w

pertenece a la intersecciéon de todos los W;, o sea a W. O

6.4. Subespacio generado e independencia lineal

En esta Seccién daremos definiciones de combinacién lineal, dependencia
e independencia lineal de vectores en espacios vectoriales cualesquiera, que
generalizan los conceptos vistos en el Capitulo 2

DEFINICION 6.3. Sea V un espacio vectorial, v;, vy, ..., v,, vectores de V.
Decimos que v es combinacién lineal (c.l.) de v;,v,, ...,v,, cuando existen
escalares A\j, \q, ..., A, tales que : v = Ajv; + Agvy + ... + A0,

Si A es un subconjunto no vacio de V, se indica con [A] al conjunto de
todas las combinaciones lineales de elementos de A, es decir:

[A] = {v €V tales que : v = \jv; + ... + A\, con \; € K,v; € AVi}.

TEOREMA 6.15. Sean V un espacio vectorial y A # @, A C V. Entonces
[A] es un subespacio de V.

DEMOSTRACION. [A] es distinto de vacio porque dado algtin vector v de 4,
se tiene 0 = 0-v = 0 es combinacién lineal de v = 0 € [A]. Sean ahora v,w
€ [A]. Esto quiere decir que existen vectores vi,vg,...,Up; W1, W2, ..., Wip
pertenecientes a A (no necesariamente distintos) y existen oy, ay, ..., q,;
Bis Bay ey By tales que v = ovy + vy + ...+, v, Yy W = Biw; + Bowy + ...+
B Wy, Entonces v+w = a v +agvy+ ...+, v, + Bywy + Bowy + ...+ 5,0,
O sea, v + w es combinacién lineal de elementos de A. Hasta ahora hemos

probado que [A] es cerrado respecto a la suma.
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Sea ahora A € Ky sea v € [A]. Existen escalares oy, o, ..., o, ¥ vectores
Uy, Vg, ..., U, € A, tales que: v = V] + QU5 + ... + a0,

Entonces: A-v = A (aqv; + ayvy + ... + o,0,) = (Aaq) vy +...+(Aa,,) v,
y obtenemos que A\v también es combinacién lineal de vectores de A. O sea,
[A] es cerrado respecto al producto de un escalar por un vector. Luego, [A]
es un subespacio. O

DEFINICION 6.4 (Subespacio generado). Sea V un espacio vectorial, A
un subconjunto de V. Decimos que [4] es el subespacio generado por A.

DEFINICION 6.5 (Conjunto generador). Sea V un espacio vectorial y
S C V un subespacio decimos que A C S es un generador de S si [A] = S.
Es decir si cualquier elemento de S es combinacién lineal de A. (ver defini-
cién 6.3).

Notacién: Si A es un generador de S pondremos A -2 §

EJEMPLO 6.27. Sea V =R> y A = {(1,0,0), (0,1,0)} ;A-2V?.
Sea v = (a,b,c) € R? un vector cualquiera de R? para que A genere a R3
debemos poder escribir v como combinacién lineal de A cuales quiere sean
a,by c. Sea a1 y ag reales tales que

a1 =

(a,b,c) = a1(1,0,0) + a2(0,1,0) <— as =1b

0=c
Es claro que el sistema anterior es compatible si y solo si ¢ = 0 entonces A
no genera R3. |

EJEMPLO 6.28. Sea V =R3 y S = {(a,b,c) € R® : ¢ = 0} determinar
un generador de S.
Como v € R? si y solo si existen a y b reales tal

v = (a,b,0) = (a,0,0) + (0,b,0) = a(1,0,0) +b(0, 1,0)
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entonces A = {(1,0,0), (0,1,0)}-55. -

EJEMPLO 6.29. Sea V = Magyoy S ={A € Maoyy : A= At} C Mayo
el subespacio (verificarlo) de las matrices simétricas 2 x 2. Determinemos

a b . .
un generador. Para eso observemos que A = d € Ssiysolosib=c.
c

Entonces A € S si y solo si existen a, b, d reales tales que
e a b\ [a 0 N 0 b N 00\
“\ba) \oo b 0 0d)
10 01 0 0
b d
Entonces G = Lo , 01 , 00 AN |
0 0 10 01

EJEMPLO 6.30. Sea V =Py y
S = {p € Py : p tiene termino independiente nulo}

Entonces, sea p tal que p(z) = ax® +br +¢, p € S siy solosi c = 0 es
decir p € S si y solo si existen a,b reales tales que p(z) = az? + bz pero
entonces si ponemos p; € Py tal que p;(x) = 2%, con i = 0,1,2 tenemos que
p € S siy solo si existen a y b reales tales que p = aps + bpy. Entonces
G = {p2. p1}-5S u

PROPOSICION 6.16. Sea V un subespacio vectorial y A un subconjunto
finito de V, o sea A = {v{,vy,...,v,} C V. Siv, es combinacion lineal de

los demds vectores de A, entonces [A] = [vy, vy, V15 Vi1 e U]
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DEMOSTRACION. Toda combinacién lineal de vectores de

{'Ul, 'U2, "'Uk—17 Uk—i—l? vouy 'Un}
es también una c.l. de vectores de A (basta agregar el vector v, multiplicado
por el escalar 0), es decir [vl,v2, V15 Vg1 ...,Un] C [A4].
Ahora hay que probar al revés: que toda c.l. de vectores de A es c.l. de
vectores de {01,02, V15 Vg1 ...,vn}. Se sabe que

(6.43) Vg = QU] + QoUs + 01Uy F Vg F e Q.
Sea u € [A] entonces u es c.l. de A, tendremos:
U= ANV + AU + -+ AU+ AUk + AUy + 0+ A0,

Sustituyendo v, por la expresién (6.43), resulta:

u= (A + Apgar)vr + -+ (A1 + Apg—1)vp—1+
+ (Mgt + A0 1)Vkg1 + -+ (An + A )vn.

O sea, u es c.l. de {01,02, U1 Ui ...,vn} como queriamos probar. [

DEFINICION 6.6 (Independencia y dependencia lineal). Sea V un espa-
cio vectorial, A = {vy,v,,...,v,} C V. Decimos que el conjunto es lineal-
mente independiente (L.I.) siy sélo si dados escalares A1, g, ..., A, tales
que:
Aoy + Agvg + -+ Av, =0

implica A\{ =Xy =--- =\, =0.

Decimos que el conjunto A es linealmente dependiente (L.D.) cuan-
do no es L.I..

Es decir, un conjunto es L.I. cuando la tinica combinacién lineal de sus
elementos que da el nulo es la trivial, esto es la que tiene todos los coefi-
cientes nulos.

Por el contrario es L.D. si existe alguna combinacién no trivial (algiun coe-
ficiente distinto de cero) de sus elementos que de el nulo.
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El lector debe remitirse a la seccién 2.5 del capitulo 2 por ejemplos en
R™, no obstante esto veremos aqui algunos ejemplos nuevos.

EJEMPLO 6.31. Sea V un espacio vectorial, v # 0 un vector de V.
Entonces {v} es L.I..

EJEMPLO 6.32. Sea V un espacio vectorial, {6} es L.D.

EJEMPLO 6.33. Sean vy,vy,...,v, € V (V espacio vectorial ), entonces
{6, V1, Uy, ....,Un} es l.d |

EJEMPLO 6.34. Sea V = Mayo y

Ao ) (10)(07))

entonces G es L.I. en efecto sean A1, Ao, A3 reales tales que

10 0 1 0 0 0 0
A A A = <—
1(0 0>+2<1 0>+3<0 1) <0 0)

A1 =0

A o 00 !
— v ) = 00 = Ao =0
2 A3 A3 =0

entonces G es L.I. |

EJEMPLO 6.35. Sea A = {q1,q2,q3,q4} C P2 donde ¢1(z) = x+1, ¢2(z) =
224+ —1, g3(v) = 22 + 22 y qu(z) = 2% — 2, investiguemos la dependencia
lineal de A.

Sean A1, Ao, A3, A4 reales tales que

(6.44) M1+ Aaga + Asgs + Mags = 0 =
Aqi(z) + A2qa(z) + As3qs(z) + Aqa(z) = 0, Vo € R <
M@+1) + (@ +2—1) + A3(2? +22) + M(2® —2) =0, V2 eR =
M2+ A3+ A2+ A+ Ao +203)z+ (A1 — A —20g) =0, Vz R
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de donde utilizando el teorema de identidad de polinomios? se deduce que
(6.44) se cumple si y solo si A\1,A\2, A3 y Ay verifican el sistema homogéneo:

A+ A3+X=0
(S) A+ A +2X3=0
A — A —2X4=0

Escalerizando y resolviendo (S) se deduce que es un sistema compatible
indeterminado y que

SOl(S) = {()\1,)\2,/\3,)\4) S R4 P =AM\ — )\3,)\2 = —()\3 + )\4),/\3,/\4 € R}

Por lo tanto (S) admite soluciones no triviales y consecuentemente también
(6.44) por lo cual G es L.D.

Observemos también que sustituyendo la solucién obtenida en (6.44) se tiene
que VA3 y M €R

(M = A3)qr — (A3 + A)gz + A3qs + Mags = 0, =
poniendo A3 = 0y Ay = 1 tenemos, q4 = —q1 + ¢2

Esto es un vector de A resulté combinacion lineal de los restantes. |

OBSERVACION 6.17. Las definiciones L.I. e L.D. se dieron para con-
juntos finitos, pero son aplicables también a conjuntos con una cantidad
infinita de vectores en un espacio vectorial. Si A es infinito., ACV . V espa-
cio vectorial, decimos que A es L.I. cuando cualquier subconjunto finito de
A es L.I. Decimos que A es L.D. cuando no es L.I. (es decir, cuando algin
subconjunto finito de A es L.D.).

EJEMPLO 6.36. Sea V = P el espacio vectorial de todos los polinomios
de una variable x con coeficientes reales y sea A = {p; € P : i € N},
donde p;(z) = z'. Entonces A es un conjunto L.I. con infinitos elementos,
pues cualquier subconjunto B C A finito que consideremos contiene una

2Recordamos al lector el enunciado de este resultado: dos polinomios de coeficientes

reales o complejos son iguales si y solo si los coeficientes de las potencias respectivas son

iguales
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cantidad finita de polinomios de diferentes grados lo cual implica que B es
L.I. (verificarlo). [ |

Veremos ahora un resultado que generaliza la proposicién 2.14 del capitu-
lo 2 y lo visto en el ejemplo 6.35; un conjunto de mas de un vector es L.D.
si y solo si uno de los vectores es combinacién lineal de los demas. Méas
aun, probaremos que la dependencia lineal se da s6lo cuando un vector del
conjunto se puede despejar en funcién (lineal) de los anteriores.

PROPOSICION 6.18. Sea V un espacio vectorial, y A un conjunto or-
denado contenido en V, que tiene mds de un elemento, tal que v1 no es el
vector nulo: A = {vy,vy,...,v,} CV conn>1, vy # 0.

Entonces: A es L.D. si y solo si existe v, € A (1 <k < n) tal que v, es
combinacion lineal de los k-1 vectores anteriores {Ul, ...,vk_l}.

DEMOSTRACION. (<)
Sabemos que existe v, € A, 1 <k < n, tal que v, es combinacién lineal
de los anteriores:

Uk = )\1711 + )\2’[)2 4+ ...+ )\k_lvk_l
O sea
62 A1U1 +)\21)2—l-’”+)\k_1’uk_1+(—1)1)k+0'1)k+1+"'+0'1)n.

Tenemos asi una combinacién lineal de los vectores de A, con no todos
los coeficientes iguales a cero (porque el coeficiente de v, es -1), que da el
vector nulo. Por definicién A es L.D.

(=) )

Ahora, sabiendo que A es L.D. y que v; # 0, hay que probar que un v,
es combinacién de los anteriores vectores de A.

Por ser L.D. existen A1, Ao, ..., A, escalares no todos nulos tales:

My + Agy + o+ Ay, = 0.

Sea k el mayor i tal que \; # 0 = A, =0Vi > k y A\, # 0. Resulta k& > 1,
porque sino serfa \jv; = 0, MN#FO = v = 0 (contrario a la hipétesis).
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Entonces Ajvy +- -+ Av, = 0 y despejando, ApUp = =AU — - — A1V
y como A, # 0 se deduce que:
)‘1 )‘k—l
V= ——U] — . — Uk—1-
k X 1 A, k—1

Entonces v;, es combinacién lineal de v, ...,v,_; como se queria probar. [

OBSERVACION 6.19. De lo anterior se deduce en particular que un con-
junto es L.D. si y sélo si un vector es combinacién lineal de los demaés.

COROLARIO 6.20. Sea V' un espacio vectorial y A = {vy,va,..., v} un
subconjunto cualquiera entonces A es L.1. si y solo si ningun vector de A es
combinacion lineal de los restantes.

6.5. Base de un espacio vectorial y dimension

La idea central de la Geometria Analitica es que, fijado un sistema de
coordenadas a cada punto del espacio le corresponde una tnica terna or-
denada de ntumeros reales. Esto correspondencia permite tratar de manera
analitica los objetos geométricos del espacio (i.e. asociar a cada uno de ellos
una ecuacién) tal como vimos en el capitulo 4. En la construccién que alli hi-
cimos, no solo asocidbamos coordenadas a los puntos del espacio E sino que
también asocidbamos coordenadas a los vectores del espacio V. Veamos como
es posible generalizar esto a un espacio vectorial cualquiera.

DEFINICION 6.7 (Base de un espacio vectorial). Sea V un espacio vec-
torial y A= {vy,v,,...,v,}C V (A finito). Decimos que A es base de V siy
sélo si

a) A es un conjunto L.I.
b) A genera a V, es decir [4] = V.
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Notacion: Si V es un espacio vectorial y B es una base de V pondremos

B-v.

OBSERVACION 6.21. Sea (V,K,+,-) un espacio vectorial y S C V un
subespacio de V. Ya hemos visto que (5,K,+,-) es él mismo un espacio
vectorial, donde + y - son las operaciones que hereda de V . Una base del
subespacio S es una base del espacio vectorial (S, K, +, ).

PROPOSICION 6.22. Sea V un espacio vectorial y A = {v1,v2,..., 05}
un subconjunto cualquiera, entonces A es base de V' si y solo si, todo vector
del espacio se escribe en forma tinica como c.l. de los vectores de A (es decir,
los coeficientes de la c.l. son inicos).

DEMOSTRACION. (=)

En primer lugar, como A genera a V, entonces cualquier vector de V se
puede escribir como c.l. de vectores de A. Veremos ahora que esa combina-
cién lineal es tnica.

En efecto, supongamos que pueda escribirse un vector v como combina-
cién lineal de A, en dos formas distintas:

v=a0;+ -+, Yy v=L0v++ 68,0,
Restando ambas igualdades tenemos:
0= (al _ﬁl)vl—i_"'_‘_(an_ﬁn)vn

La anterior es entonces una forma de escribir el nulo como combinacion lineal
de A. Como por hipétesis A es base, entonces en particular A es L.I.. Por
definicién de conjunto L.I. los coeficientes de la combinacién lineal anterior
deben ser todos ceros y por lo tanto:

alzﬁb a2:ﬁ27"'¢an:ﬁn

Consecuentemente las dos formas de escribir v como combinacion lineal de

A, son la misma.
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(<) Supongamos ahora que cada vector de V' se escribe de manera tinica

. ., . . g .
como combinacién lineal de A, entonces en particular A——V, para verifica
que A es base sélo resta ver que A es L.I.. Sean Ay, A9, ..., \, escalares tales

que
A1 4+ Aovg + -+ + Apvn =0

Hemos escrito el vector nulo como combinacién lineal de A Por otra parte

también se tienen que

Ovy 4+ Ovg + - - - 4+ Ovy, 0.

Pero como cada vector (incluyendo al nulo) sélo se puede escribir de dnica
manera como combinacién lineal de A debe ser \; = 0. Vi = 1,2,...,ny
consecuentemente A es L.I. O

Sea V un espacio vectorial de dimension finita cualquiera sobre el cuerpo

Ky B = {vy,va,...,v,} una base de V. Dado un vector v € V cualquiera
la proposicién anterior establece que existen tnicos escalares aq, as, ..., a,
tales que

n
v = E Q;U0;
i=1

llamaremos a estos niumeros las coordenadas en la base B del vector
v. De hecho con un poco més de formalidad podemos definir la funcién
coordg : V. — K", tal que que a cada vector v le hace corresponder los
coeficientes de la combinacién lineal de B que da v. Esto es

coordp(v) = (1,09, ..., ap)

Obsérvese que el vector v es un elemento del espacio V' pero sus coordenadas

sin importar quien sea V' son siempre un n-upla de escalares.
EJEMPLO 6.37. Sea V = (R",R,+,-) (o (C",C,+-)) el conjunto

¢ ={(1,0,0,...,0),(0,1,0,...,0),(0,0,1,...,0) , ..., (0,0,0, ..., 1)}
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b coordp

coordp (v

es una base de V pues es L.I. y genera V' (comprobarlo). El conjunto C se
denomina base canénica de (R™,R,+,-) o de (C",C,+,).

En general el i-esimo vector de la base canénica lo notaremos

i-esimo

lugar
ei= (0,...,0,1,0,...,0)
Sea v = (x1,9,...,x,) € R™ un vector cualquiera entonces
v=(z1,%2,...,%n) = T1€1 + Loz + -+ + Tpey
entonces
coorde(v) = (x1, T2, ..., xy).

Esto es el vector y sus coordenadas en la base candnica coinciden. De hecho
lo que ocurre es que la funcién coorde : R® — R"™ es la funcién identidad.
En general, como veremos en el préoximo ejemplo, un vector de R™ y sus
coordenadas en una base arbitraria no coinciden esto sélo ocurre si la base
considerada es la candnica. |

EJEMPLO 6.38. Sea V =R®y B = (1,1,0), (0,1,0), (0,0,1) es facil com-
probar y queda a cargo del lector que B es L.I. verifiquemos que también



6.5. BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL Y DIMENSION 191

genera R3. En efecto sea (a,b,c) € R? un vector arbitrario comprobemos
que existen o, as, a3 escalares tales que

((1, ba C) = Oél(l, 17 0) =+ a2(07 17 0) + 043(0, 07 1) —

((1, ba C) = (alyal —I—O[Q,Oég) —

o] =a
alt+as =0
a3 = C

Y este ultimo sistema es compatible determinado y tiene solucién oy = a,
as =b—ay ag = cde donde B-L.R3 y por lo tanto es base. Ademas

(a,b,c) =a(1,1,0) 4+ (b — a)(0,1,0) + ¢(0,1,0)

por lo tanto
coordg((a,b,c)) = (a,b—a,c)

por ejemplo si v = (1,2,1) entonces coordB((l, 2, 1)) =(1,1,1).
En el otro sentido, supongamos que w € R3 es un vector tal que sus coor-
denadas en la base B son coordp(w) = (1,2,1) entonces el vector

w=1(1,1,0) 4+ 2(0,1,0) + 1(0,0,1) = (1,3,1).
[

Es claro que si V' = R" tanto los vectores como sus coordenadas son

n-uplas por lo cual cabe la posibilidad de confundirlos lo cual naturalmente
constituye un grave error.
Hay que aclarar en cada caso, cuando se da una n-upla de R"™, si se trata de
los vectores en si, o si se trata de las componentes en alguna base distinta
de la candnica. Sélo puede omitirse esta aclaracién cuando la base es la
canénica. Cuando decimos por ejemplo sea v el vector de R? tal que v =
(1,2,3) estamos indicando la 3-upla (1,2,3) por lo que no tiene sentido
preguntar en que base lo estamos expresando.

EJEMPLO 6.39. Sea {C",R,+,-}. Verifiquese que
{(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0, ..., 1)} no es base.
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Sugerencia: El vector (i,0,...,0) donde ¢ es la unidad imaginaria no es
c.l. del conjunto anterior. Verifique que:

es base de {C",R,+,-}.

EJEMPLO 6.40. Sea V = Mayo y

{0 (e

entonces ALM2xg7 pues es un conjunto L.I. (verificarlo) y ademds si M =

a
( p ) es una matriz 2 X 2 cualquiera se tiene que
c

w=() o s) (e e (0) (0 Y

de donde A—25 Moo y por lo tanto es base de Mayo. Ademads coords (M) =
(a,b,c,d). Obsérvese que aqui no hay posibilidad de confundir los vectores
con sus coordenadas pues los primeros son matrices y los segundos 4-uplas
de nimeros.

EJEMPLO 6.41. Sea V =P, y A = {po,p1,...,0Pn}, donde p;(x) = x°,
con i = 0,...,n. Entonces A es L.I. (verificarlo) y ademds si p € P, es un
polinomio cualquiera de grado menor o igual a n tal que p(x) = apz™+-- -+
a1x + a, entonces
p = appo + aip1 + -+ + anpn

por lo tanto Aiﬂ?n y en consecuencia A es base de P,,. Ademas se tiene
que coords(p) = (ag,a,...,a,). Nuevamente aqui no hay posibilidad de
confundirse coordenadas y vectores las primeras son (n + 1)-uplas y los
segundos son polinomios de grado menor o igual a n. |
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EJEMPLO 6.42. Sea S = {(z,y,2) : 2x—y+2z = 0} deseamos determinar
una base de S. Para esto comencemos hallando un generador. Observemos
que v € S si y solo si existen x y y reales tales que

v=(z,y,y — 2z) = (2,0,—2x) + (0,y,y) = z(1,0,—2) + y(0,1,1)

entonces A = {(1,0,—-2),(0,1,1)} ¢ S—5. Ademas es facil de ver (hacerlo)
que A es L.I. y por lo tanto es un base de S. |

EJEMPLO 6.43. Sea V = Moy v S = {A € Mayy : A = A'} hemos
visto en el ejercicio 6.29 que el conjunto

R BB

y de lo visto en el ejercicio 6.34 se sabe que A es L.I. por lo tanto a-2.s.
|

TEOREMA 6.23. Sea V un espacio vectorial. Sea A = {vy,...,v,} un
conjunto que genera a V y B = {wy,...,wy,} un conjunto L.I. de V. En-
tonces m < n.

DEMOSTRACION. La idea de la pruebe consiste en construir un algoritmo
que permita sustituir uno a uno los vectores de A con los de B, en cada
paso al sustituir un vector de A por uno de B se obtiene un nuevo conjunto
generador del espacio V. Como el proceso de sustitucién no culmina mientras
queden elementos en el conjunto B se prueba que en B hay por lo menos
tantos elementos como en A.

En el primer paso del algoritmo elegiremos un vector conveniente de A y lo
sustituiremos el vector w,,. Para esto comencemos observando que, ALy
y por lo tanto w,,, € B C V es combinacién lineal de A. En consecuencia el
conjunto

Al = {wp,v1, ... 00}

es L.D.. Ahora bien, w,, # 0, pues w,, € B y B es L.I. por lo tanto la
proposicién 6.18 asegura que existe en A} un vector (que no es el primero)
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que resulta combinacién de los anteriores. Designemos por v; € A a ese
vector, que serd el primero a sustituir. Pongamos, ahora

A1 = All — {Uz} = {wm,vl,. s Ui—15UVi41y - ,’L)n}.

Entonces A; -5V, pues, en virtud de la proposicién 6.16 [4i] = [A]] = V.
En definitiva al cabo del primer paso se ha obtenido un nuevo conjunto
generador de V' substituyendo v; por w,,.

Para el segundo paso razonamos en forma analoga eligiendo otro vector de
A para ser sustituido por wy,_1: como Aliﬂ/, Wm—_1 € B es combinacién
lineal de Ay por lo tanto el conjunto

5 = A1 U{wm—1} = {Wm—1, W, V1, ..., Vi1, Vig1,...,Un}

resulta L.D.. De nuevo observamos que wy,_1 # 6, pues wy,—1 € By B es
L.I, por lo tanto la proposicién 6.18 asegura que existe un vector en Aj
(que no es el primero) que resulta combinacién lineal de los restantes, este
vector no puede ser w,, pues si lo fuera deberia ser combinaciéon de w;,_1
y esto contradice la independencia lineal de B. Designemos por v € A a
dicho vector (serd el segundo vector a sustituir). La proposicién 6.16 implica
nuevamente que el conjunto

/
Ag = A5 — {vp} = {Wm—1, W, V1, -+« Vk—1, Vkt1s - -+ Vim1, Vit1y- -« Un}

es un generador de V. Al cabo de dos pasos hemos sustituido dos vectores
de A por dos vectores de B y lo hemos hecho de modo que el conjunto
resultante Ay es un generador de V', podemos continuar este procedimiento
de sustitucién y el mismo sélo concluird cuando se terminen los vectores de
B. Cuando esto ocurra o bien los vectores de A se han acabado en simultaneo
con los de B y entonces m = n o bien aun restan vectores de A sin sustituir
y por lo tanto m < n lo cual concluye la prueba. O

COROLARIO 6.24. Sea V un espacio vectorial. Si una base tiene n ele-
mentos, entonces todas las demds bases tienen n elementos.
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DEMOSTRACION. Sean A y B bases de V, A con n elementos y B con p
elementos. Como A es L.I. y B es generador, aplicando el teorema 6.23
tenemos n<p. Por otra parte, como B es L.I. y A es generador, aplicando
nuevamente el teorema 6.23, tenemos p < n. O sea n = p. ]

DEFINICION 6.8 (Dimensién de un espacio vectorial). Sea V un espacio
vectorial. Si existe una base de V' que tenga n elementos, se dice que n es la
dimensién de V (obsérvese en virtud del corolario anterior, n no depende
de la base que se halla encontrado). Notaremos dim (V) = n.

SiV = {6 } (ejemplo 6.11), se conviene en decir que V tiene dimension 0.

SiV # {6} y no existe una base de Vcon una cantidad finita de elementos,
entonces decimos que la dimensién de V es infinita. Obsérvese que si un
espacio vectorial V' contiene un subconjunto L L.I. con infinitos elementos
entonces dim(V) = co. En efecto, V' no puede tener una base finita pues si
A C V es un subconjunto finito y A",V entonces en particular A—-V pero
como L es L.I. y pose infinitos elementos podemos encontrar un subconjunto
finito L/ C L L.1. con card(L') > card(A) lo cual contradice el teorema 6.23.

OBSERVACION 6.25. Naturalmente si S C V es un subespacio del es-
pacio (V,K,+,-) entonces su dimensién es la dimensién de (S, K, +,-). Esto
es el nimero de elementos de una base de S (ver observacién 6.21).

EJEMPLO 6.44. En el ejemplo 6.37 vimos que C es una base (la base
canénica) de R" por lo tanto dim(R™) = n. De manera anéloga C L»((C", C,+)
por lo tanto dim((@", C,+, )) = n. Por el contrario en el ejemplo 6.39 se
vio que C no es base de (C", R, +, ) pero si lo es

¢ ={(@1,0,...,0),(i,0,...,0),(0,1,...,0),(0,4,...,0),...
...,(0,0,...,1),(0,0,...,i)}

de donde dim(((C”, R, +, )) = 2n. Obsérvese que al cambiar el cuerpo, aun-
que no hayamos cambiado el conjunto de vectores, el espacio vectorial cambia
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radicdlmente al punto que cambia su dimensién. En los ejercicios veremos
que incluso hay ejemplos en los cuales un espacio de dimensién finita puede

transformarse en uno de dimension infinita cambiando sélo el cuerpo. |

EJEMPLO 6.45. De lo visto en los ejemplos 6.40 y 6.41 se deduce que
dim(Maxo) =4y dim(P,) = n+ 1. {Cudl es la dimensién de My, x,?. B

EJEMPLO 6.46. Sean S = {(2,9,2) : 20 —y+2 =0} C R3 y 5 el
subespacio de las matrices 2 x 2 simétricas de lo visto en el ejemplos 6.42 y
6.43 se deduce respectivamente que existe una base de .S con 2 elementos y
una base de S’ con 3 elementos por lo tanto dim(S) =2y dim(S’) =3. R

El siguiente resultado da otra caracterizacion de una base, de hecho
afirma que un base es un conjunto L.I. “maximal” en el sentido de que
cualquier otro conjunto mas grande debe ser L.D.

TEOREMA 6.26. Sea A = {vy,v,,...,v,} C V. Entonces A es base si y
sélo si A es L.I. y todo conjunto con mds de n vectores es L.D.

DEMOSTRACION. (<)

Para probar que A es base , alcanza probar que A es generador de
todo el espacio, puesto que A es L.I. por hipdtesis. Para esto veremos que
cualquier vector puede ponerse como combinacién lineal de A. Es claro que
los vectores de A son ellos mismos combinacién de A asi que consideremos
un vector v € V cualquiera tal que v ¢ A, entonces el conjunto A’ = AU{v}
tiene n + 1 elementos y en consecuencia es por hipdétesis un conjunto L.D.
Entonces existen escalares A1, Ag, ..., Ay, A no todos nulos tales que

(6.45) ML+ Xovs + -+ A + Ao =0
Veamos que debe ser A # 0, ya que si A = 0 se tendria que

ML+ Agvs + -+ 4+ Ay, = 0
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con alguin escalar distinto de cero y esto contradice la independencia lineal

de A asegurada por hipdtesis.

Entonces tenemos A # 0. Despejando v en 6.45 se tiene:

Hemos probado que v es c.l. de A. Como v es un vector cualquiera de V', se
tiene que ALV, como queriamos probar.

(=)

Tenemos que probar que todo conjunto con mas de n vectores es L.D.
Sabemos por hipétesis que A es base y por lo tanto en particular A es
generador de V. Sea W C V un conjunto cualquiera con m vectores m > n.
Si W fuera L.I. tendriamos un conjunto L.I. con mas elementos que un
generador y esto contradice el teorema 6.23, por lo tanto W debe ser L.D. [

EJEMPLO 6.47. Sea A = {z®+2—1,2+1,2%4+32—-3,2% 1, —2%4+22+1} C
Py entonces A es L.D. pues dim(P2) =3y card(A) =5 [ |

OBSERVACION 6.27. De hecho si m > n cualquier conjunto de R™ con m
vectores es necesariamente L.D. Obsérvese que si m < n un conjunto de R"
con m vectores puede ser tanto L.D. como L.I. (verifique esto construyendo

ejemplos de ambas situaciones).

OBSERVACION 6.28. Sea A un subconjunto de finito de vectores de R™
en el capitulo 2 habiamos definido el concepto de rango del conjunto como
la mayor cantidad de vectores de A que fueran linealmente independientes.
Ahora podemos observar que el rango de A no es otra cosa que la dimensién
del subespacio generado por A. En particular el rango de una matriz es la
dimensién del subespacio generado por las filas o por las columnas de la

misma.
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Los siguiente resultados son ttiles para construir bases de subespacios.

TEOREMA 6.29. Sea V un espacio vectorial de dimensionn > 1, Ay B
subconguntos de V (finitos).

Se cumplen las siguientes propiedades:

1) Si B genera a 'V, existe B’ contenido en B, tal que B’ es base de V.

2) Si A es L.L, existe A’ que contiene a A, tal que A’ es base de V (dicho
de otra forma, todo conjunto generador, contiene a alguna base; y todo L.I.

se puede agrandar hasta formar una base).

DEMOSTRACION. 1) Sea B = {vy,vy,...,0,.}. Si B es L.I., entonces es base
(porque por hipétesis B genera a V). Si B es L.D., o bien estd formado
por un dnico vector, que tiene que ser el vector nulo (porque B es L.D.),

—

o bien estd formado por més de un vector. En el caso en que B = {O ,

—

como por hipétesis B genera a V, seria el caso en que V = {0} Pero
este caso estd excluido, porque por hipdtesis n>1. De esta forma, resta sélo
estudiar el caso en que B es L.D. y estd formado por més de un vector. Por
la Proposicién 6.18, hay un vector de B, que es combinacién lineal de los
demas vectores de B. Quitando ese vector v, de B, se obtiene un conjunto
B,. Por la proposicién 6.16 [B] = [B,] y entonces B genera a V.

Si B, es L.I: ya esta probado. Si es L.D. aplicando el mismo razonamiento
a By en lugar de B, se obtiene un nuevo conjunto B, C B; C B tal que
genera a V. Si se repite el razonamiento, se obtendra finalmente un conjunto
B’ contenido en B, que es L.I. y que se obtuvo de B retirando sucesivamente
aquellos vectores que se expresaban como combinacién lineal de los restantes.
Por la proposicion 6.16, este conjunto B’ también genera a V. Por definicién
es base de V, probando 1).

2) Supongamos A = {wl, ...,wp} es un conjunto L.I. Si A genera a V,
entonces A es base y tomamos A’ = A. Si A no genera a V, entonces existe
algin vector de V' que no es combinacién lineal de A. Llamemos w,,, a este

vector. Mostremos que:{wl,wQ, ...,wp,pr} es L.I.
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En efecto: Ajw; +Awy+...+ A w,+ A, qw, g = 0 = Apt1 = 0, porque
sino se podria despejar w,,;; en funcién de los demds, y eso no es posible por-
que w,,;; no es c.l. de wy, wy, ..., w,. Entonces: A\jw; + Aywy +...+Aw, = 0.
Luego, todos los coeficientes A; son ceros, porque A es L.I. Tenemos entonces
que el conjunto A = {wl,wz, ...,wp,wp+1} es L.I. Repitiendo la construc-
cién anterior a A; en lugar de A, vamos agregando vectores hasta obtener
un conjunto L.I. y que genere a V (sea hasta obtener una base de V). Siem-
pre se llega, en una cantidad finita de pasos, a un conjunto que genere a
V, porque por el teorema 6.26 los conjuntos L.I. no pueden tener mas de n
elementos, donde n es la dimension del espacio. O

El siguiente resultado es particularmente 1til cuando se desea encontrar
una base de un espacio del cual se conoce la dimensién, de hecho en este caso
solo es necesario chequear la cantidad de vectores del conjunto candidato y
su independencia lineal

COROLARIO 6.30. Sea V un espacio vectorial de dimension n . Se
cumplen las siguientes afirmaciones:
1) Todo conjunto linealmente independiente A de n vectores, es base.
2) Todo conjunto de n vectores A que genera a V es base.

DEMOSTRACION. 1) Si A = {vy,...,v,} no genera V, existe v € V tal
que v ¢ [A]. Entonces {vy,...,v,,v} es L.I. (como en la demostracién del
teorema anterior) pero tiene n + 1 vectores, lo que contradice el teorema
6.26, absurdo. Luego [4] = V.

2) Sea A = {vy,...,v,}, con A-25V . Si A es L.D. aplicando el teorema
6.29 se sabe que existe A; ¢ A tal que AlLV, y card(A;) = p < n.
Luego+ dim (V) = p < n. Absurdo. O

EJEMPLO 6.48. Sea A = {(1,0,1,0),(-1,0,1,0),(0,1,0,1),(0,-1,0,1)} C
R? como es facil de verifica A es L.I. y como card(A) = 4 = dim(R?) enton-
ces A es base de R, [ |
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EJEMPLO 6.49. Sea S =[(1,1,1),(2,1,0),(—1,0,1)], hallar una base de
S y determinar su dimensién. Para esto comenzamos por encontrar un ge-

nerador, lo cual obviamente es inmediato, el conjunto
A={(1,1,1),(2,1,0),(-1,0,1)}

es por definicién un generador de S como desconocemos la dimensién del
subespacio no podemos aplicar la proposicién 6.30 y debemos verifica si A es
L.I. o no. Es facil de ver que A es L.D. pues (1,1,1) — (2,1,0) = (—1,0,1).
Entonces A no es base pero de la proposicién 6.29 existe A C A que si
lo es. Como el vector (—1,0,1) es c.l. de los restantes elementos de A la
proposicién 6.16 A’ = {(1,1,1), (2,1, 0)}—“7—>S. Es facil verificar ademés que
A’ es L.I. en consecuencia A'—+8 y por lo tanto dim(S) = 2. [

EJEMPLO 6.50. Sea A = {q1,92,q3,q4} donde ¢1(z) = = + 1, ¢2(z) =
2?2+ x—1, q3(z) = 22+ 27 y q4(z) = 22 — 2. Analicemos ahora el subespacio
S = [A] C P,. Queremos determinar la dimensién de S. Para eso encontra-
remos una base del subespacio. A-L.8 pero por lo visto en el ejemplo 6.35 A
es L.D., por lo cual debe contener propiamente un subconjunto que sea base.
Para determinar este subconjunto procedemos como en la prueba del teore-
ma 6.29 y determinemos un conjunto A" ¢ A tal que [A’] = [A] eliminando
de A un vector que sea combinacién de los restantes. Sabemos del ejemplo
6.35 que g4 es combinacion de los restantes elementos de A en consecuencia
consideramos A = {q1, ¢2, 3} en este caso es facil ver que g3 = ¢1 + g2 por lo
tanto A’ es también L.D. Eliminando g3 tenemos que A” = {q, Q2}i>5 y

como el lector comprobard A” es L.I. y por lo tanto una base de S. Entonces
dim(S) = 2. |

PROPOSICION 6.31. Sea V un espacio vectorial de dimension finita n.
Sea W un subespacio de V. Entonces W tiene también dimension finita, que
es menor o igual que n.

DEMOSTRACION. Si W = {6}, entonces dim W = 0 y ya estd probado,
pues 0 <n.
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SiW #£ {6 }, alcanza probar que existe una base de W con una cantidad
finita de elementos p. Una vez demostrado eso, por el teorema 6.23 resulta p
< n, pues una base de W, es un conjunto L.I., con p elementos, y una base
de V es un conjunto que genera a todo el espacio, con n elementos.

Como W # {6} entonces existe algin vector w, € W, wy # 0. Si {w,}
genera a W, es base de W, y ya estd probado. Si {w; } no genera a W, existe
un vector wy, € W que no es combinacién lineal de w;.

Afirmamos que {w,,w,} es L.I. . En efecto, si A\yw; + Aywy = 0, Ay = 0
pues de lo contrario se podria despejar w, en funcién de w;, lo cual no
es posible porque w, no es combinacién lineal de w;. Entonces A\, = 0, y
entonces A\;w; = 0. Como w; # 0 se deduce \; = 0.Tenemos ahora que
{wy,wy} es L.I. . Si genera a W, ya tenemos una base. Si no genera a W,
existe un tercer vector w3 € W que no es combinacién lineal de los dos
primeros. Igual que antes se prueba que el conjunto {w;,w,,ws} es L.I.
Se puede repetir el razonamiento en una cantidad menor que n + 1 de
pasos hasta construir una base de W, porque de lo contrario tendriamos un
conjunto L.I. de n + 1 vectores, contradiciendo el teorema 6.26 que dice
que los conjuntos L.I. no pueden tener mas de n elementos, donde n es la
dimensién del espacio. O

PROPOSICION 6.32. Sea W un subespacio de V, con dim (V) = n. Si
dim (W) = dim (V), entonces W = V.

DEMOSTRACION. Sea {wy,...,w, } base de W. Entonces es L.I. y estd for-
mado por n vectores de W C V. Siv € V; {wy,...,wy,v} es L.D. (por
Teorema 6.26) y como antes, vemos que v se escribe como combinacién
lineal de {wy, ..., wy, }, luego {wy,...,w,} = V. O

6.6. Suma de subespacios y suma directa

DEFINICION 6.9. Suma de subespacios: Sea V un espacio vectorial. se
llama suma de los subespacios V},V,,...,V,, de V, (y se denota como V] +
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Vo + ...+ V,) al subconjunto de vectores W definido por:
W={veV:3, vyeV,veVy. v, €V, ,v=04+0vy+...+0v,}
TEOREMA 6.33. La suma de subespacios de V' es unr subespacio de V.

DEMOSTRACION. Es fécil ver que 0 € W, porque 0 = 0+ -+ 0 y 0 €
V.Vi = 1,2,...,n. También es sencillo verificar que el vector u se puede
descomponer como suma de un vector de Vi, uno de Va,---, uno de V,;
entonces Au también se descompone de esa forma. Es claro que W es cerrado
con respecto al producto por escalares. Para verificar que W es cerrado
respecto a la suma sean u y u’ tales que u = vy + vy + ... + v, y U’ =

V] +vh+ . 4, con vy yv) € Vi vy € Vo s vy, € V. Entonces
u+tu = (vy + 7))+ (v2 +v5) +... + (v, + v),), donde vy +v] € Vi; va+0) €
Vos s vp + 0, €V, porque Vi, Vo, ..., V;, son subespacios. O

DEFINICION 6.10. Suma directa: Dados los subespacios V|, V,, ...,V , el
subespacio suma de ellos se llama suma directa cuando todo vector de él
puede expresarse de forma tinica como suma de vectores de los subespacios
Vi, Vs, ..., V,,. Cuando la suma es directa se representa V;, @V, @ ... @ V,,.

EJEMPLO 6.51. Sean en R? los subespacios V] = {(ay,ay,a3) : a3 =0} y
Vy, = {(ay,ay,a3) : a; = 0} . Todo vector de R? se puede escribir como suma
de un vector de V; y uno de Vj,, pero no de forma tnica:

(1,1,1) =(1,1,0) + (0,0,1)
(1,1,1) = (1,1/2,0) + (0,1/2,1)
Entonces la suma de V; y V; es todo R3. Pero esta suma no es directa.

son las

TEOREMA 634. SiV =V, &V, & .0V, y si B;,B,,....,B
bases de Vi, Vs, ..., V,, respectivamente entonces: B = B; UB, U ...U B, es

y Vmo

n

una base de V.

DEMOSTRACION. Probaremos que B genera a V., y que B es L.L
Todo vector de V' es suma de vectores de V|, V,,...,V,,, y a su vez, estos
son combinaciones lineales de sus respectivas bases. Entonces v es c.l.de
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la unién de esas bases, que es B. Hemos probado que todo vector de V es
combinacion lineal de B, o sea B genera a V. Veremos que B es L.I.. Sea B =

{”11’2’127 --->U1p1} i By = {va1,V99, -, Vipo} 50 By, = {%17%2’ ---’”npn}'
Tomemos una combinacién lineal de B igualada a 0:
aj1V11 + ApVip .+ gy, Vyp Gy Ugy F AU F -
a9y, Vop, oo F U1V + ApaUpg o Gy Unp, = 0;
como0eVyV=VaoV,o..0V,, existe una tinica manera de expresar el
vector nulo como suma de vectores de V}, V5, ..., V,,. Esa inica manera tiene

que ser entonces 0=0+0+..+0.
La combinacion lineal de méds arriba implica entonces que:

a1V + A19V19 + ...+ alplvlpl =0

Gg1Vg1 + AUy + ... + Ay, Vg =0

Up1Up1 F ApaUpg + oo+ Gy Uy, = 0.

Siendo B; una base de V], se tiene que B; es L.I., y de la primera igualdad
de mas arriba se deduce a;; = a;5 = ... = ay,, = 0. Andlogamente para los
demds coeficientes a,;. Entonces tenemos probado que B es L.I. O

COROLARIO 6.35. Si V es suma directa de V},V,, ..., V, entonces dimV =
dimVy + dimV, + ... + dimV,,

DEMOSTRACION. Es inmediata a partir de la definicién de dimensién y del

teorema anterior. O

PROPOSICION 6.36. Sean Vi y V, dos subespacios de V tales que V =
Vi + V,. Entonces, Vi NVy = {6} sty solo st V=V, @V,
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DEMOSTRACION. (=)

Supongamos v = v1+vg y v = V] 40} con vy, v] € Vi, va,vh € Va. Luego,
v —v] = vy —vh € Vi y Va, por lo que , por hipétesis v; —v] = vg —vh =0,
lo que prueba que la suma es directa.

(<)

Seave VNV, luego —wv eV, NV,. Por lo tanto:

0=ov+ (—v) = 0+ 0 y por definicién de suma directa, 0 = v = —uv.
Entonces V, NV, = {6} O



CAPiTULO 7

TRANSFORMACIONES LINEALES.

Las transformaciones lineales son funciones entre espacios vectoriales.
Ellas preservan (mantienen) las estructuras lineales que caracterizan a esos
espacios: los transformados de combinaciones lineales de vectores son las
correspondientes combinaciones de los transformados de cada uno de los
vectores.

Las funciones que mantienen las estructuras caracteristicas de los es-
pacios entre los que actidan son de especial importancia porque permiten
"moverse” entre ellos comparando las estructuras que los definen; en par-
ticular, permiten analizar cudn diferentes o semejantes son desde el punto
de vista de esas propiedades (lineales, en el presente caso). En este sentido
las transformaciones lineales son tan importantes en el estudio de los espa-
cios vectoriales, como las isometrias o movimientos lo son en la geometria

métrica.

7.1. Transformaciones lineales

DEFINICION 7.1. Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo
cuerpo K y T : V — W una funcién. Diremos que T es una transforma-
cién lineal si satisface :

EJEMPLO 7.1. Sean

C'={f: R— R/ fesderivable} CF = {f: R — R}.

205
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La transformacién T : C* — F tal que T'(f) = f’ es una transforma-
cién lineal, pues se cumple que
DT (fi+fo)=(h+f) =HA+H=TF)+T(f)
i) T(af)=(af) =af =aT(f)

EJEMPLO 7.2. Sea V un espacio vectorial y sea A € K. La funcién
T:V — Vtal que T (v) = Av es una transformacién lineal. Efectivamente:
i) T (vy +v2) = A (7}1 + v9) = Avi + Avg = T(Ul) + T(Ug)
i) T (av) = Aav = adv = aT (v)

EJEMPLO 7.3. Sea V un espacio vectorial y vg # 0 un vector fijo de V. La
funcion T : V — V tal que: T (v) = v+ vp no es una transformacion lineal,

puesT(vl +v9) = vi+uvatvy #F vi+tvot+vet+vy = T (v1) +T (v2).

Las propiedades i) y ii) de la definicién anterior se pueden resumir de la
siguiente forma:

PROPOSICION 7.1. T: V — W es una transformacion lineal si y sélo
siT(arv1 + agvy) = a1 T (v1) + a2 T (v2) Vai,ay € K Yuy,ve € V.

DEMOSTRACION. Sean a; y as escalares y v1 y vo vectores.

(=) T (agvy + agve) = T(azv1) + T(agve) = a1 T (v1) + asT (vg).
(<) En el caso particular en que a3 = az = 1 se obtiene T (vy + v9) =
T (v1) + T (v2), y en el caso particular en que as = 0 se obtiene T (ajvy) =
ar T (vy) . O

PROPOSICION 7.2. Sea T : V — W una transformacién lineal. Enton-

ces, T(ﬁ) = 0.

DEMOSTRACION. T(G) = T(0.v) = 0.7 (v) = 0. O
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PROPOSICION 7.3. Sean V y W espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo con dim (V) =n, T : V — W y S : V. — W transformaciones
lineales. Consideremos una base B = {v1,...,v,} de V. Entonces: T (v) =
S(w) YveV siysolosiT (v;)=S(v;) Vi=12,...,n.

DEMOSTRACION. (=) Si T'y S coinciden en todo el espacio V, en particular
coinciden en los vectores de la base B.

(<) Sea v € V. Como B es base de V, existen ay,...,qa, € K tales
que v = aqv1 + ... + a,vy,. Luego, por ser Ty S lineales

T(U):T(Q1U1+...+anq)n) = 041T(U1)+---+anT(vn)
=S () + -+ apS(vy) = S(avr+ -+ apvy) =5 (v).

TEOREMA 7.4. Sean V, W espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo
con dim (V) = n. Sea {vi,..., v,} una base de Vy wi,..., w, € W
arbitrarios. Entonces, existe una unica transformacion lineal T : V. — W
tal que T (v;) = w; Vi = 1,...,n.

DEMOSTRACION. Existencia: Si v € V existen tnicos a1 ,... , a, tales que

n
v = > a;v;. Definimos entonces T : V — W mediante T (v) =
i=1
n
> a;w;. Hay que verificar que T es lineal. Sean v y v vectores y A, p
i=1
n n

escalares. Tenemos v = Y a;v; y 0 = > @; v;. Entonces T (Av 4+ pv0) =
n n
(Aa; + ,lldi)%‘) = > (Nai+pa)wi =AY ajvitp 3o ajv; =

i =1 i=1
:T<
1 =1 7 =1 1 =1

n
i=1
= AT (v) 4+ pT (v). Luego T es lineal por la proposicién 7.1

NgE

Unicidad: Supongamos que existan 7' : V — W y S : V — W lineales
tales que T'(v;) = w; y S(v;) = w;. Entonces T y S coinciden en una
base de V; y por la proposicién 7.3, resulta que T=S. O
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Hemos probado, pues, que una transformacién lineal queda determinada

por los valores que toma sobre una base.

EJEMPLO 7.4. Sea T : R? — R3 lineal tal que T (1,2) = (3,-1,5) y
T(0,1) = (2,1,—1) Como {(1,2),(0,1)} es una base de R?, T estd bien
determinada.
Hallemos T (z,y) con (z,y) € R2.
T(z,y) =T (z (1,2) + (22 +y)(0,1)) = 2T(1,2) + (22 +y)T(0,1) =
=z(3,-1,5)+(—2z+vy)(2,1,-1) = (—z+2y,-3x+y,Tx—y).

Ast T(.Z'7y) = (—.Z' +2y, -3z +y, 7o — y)

EJEMPLO 7.5. Sea T : R? — R? lineal tal que T'(1,0) = T'(0,1) = (2,3).
Como {(1,0),(0,1)} es la base canénica de R?, T esta determinada.
Luego

T(e,y) = T((1,0)+y(0,1) = 2T (1,0)+yT(0,1) =
=2(2,3)+y(2,3) = (x+v)(2,3).

7.2. Operaciones con transformaciones lineales.

DEFINICION 7.2 (Suma de Transformaciones Lineales). Sean V, W es-
pacios vectoriales sobre un mismo cuerpo Ky S :V - Wy T :V - W
dos transformaciones lineales. Se define la suma de S y T como la trans-
formacion S+ T :V — W tal que

S+T)(v)=SW)+T(v) YveV.
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EJEMPLO 7.6. Sean S : R? — R? tal que S (z,y,2) = (x+y+ 2,2 — 2)
y T :R? — R? tal que T (z,y,2) = (x — y,y + 2). Entonces la suma de S y
T es la transformacién S + 7T : R? — R? tal que
(S+7T)(x,y,2) = S(z,y,2)+T (z,y,2)
= (z+y+zx—2)+(@—y,y+2)
= (2z+4+z,2x+vy).

PROPOSICION 7.5. Si S y T son transformaciones lineales, entonces

S 4+ T es una transformacion lineal.

DEMOSTRACION. Sean vy y vy vectores, \ y u escalares. Probemos
(S+T) (Avr +pve) = A (S+T) (1) + 1 (S +T) (v2).
En efecto
(SH+T)Avi+pva) =SAvr +pva) + T (Avy + pva) =
= AS(v1) + S (v2) + AT (v1) + pT (v2) =
=A[S(v1) + T (v1)] + p [S (v2) + T (v2)] =

=AS+T) (v1)] +p [(S+T) (v2)].-
O

DEFINICION 7.3 (Producto por un escalar). Se define el producto del
escalar A € K por la transformacién T, como la transformacién (A.T) :
V — W tal que (A\.T) (v) =A.T(v) YvoeV.

EJEMPLO 7.7. Sea T': R? — R3 tal que T (z,y) = (v — 2y, + y, )
Entonces el producto del escalar A = 5 por la transformacion T es la

transformacién 5.7 : R? — R3 tal que
(6.T) (x,y) =51 (z,y) =5.(z — 2y,z + y,z) =
= (5 — 10y, 5z + 5y, 5x) .
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PROPOSICION 7.6. Si T es una transformacion lineal y A un escalar
entonces XT' es una transformacion lineal.

DEMOSTRACION. Probemos que
(AT) (a1 + agve) = aq (AT) (v1) + ag (AT) (ve) Yvi,va €V Vag,as € K
En efecto (AT) (aqv1 + agvg) = AT (v + agve) =

= Ao T (v1) + aoT (v2)] = Aan T (v1) + AT (v2) =

=ay AT (v1) + ag AT (v2) = ag (A\T) (v1) + ag (AT (v2) .

DEFINICION 7.4 (Composicién de Transformaciones Lineales.). Sean
U,V y W espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K,y S : U — V
y T :V — W dos transformaciones lineales. Se define la composicién S'y T
como la transformacién T'o S : U — W tal que (T o S) (u) =T (S (u)) .

EJEMPLO 7.8. Sean S : R® — R? tal que S (z,9,2) = (2z,y+2) y
T :R? - R? tal que T (z,y) = (y, z).
Luego T o S : R3 — R? es tal que (T 0 9) (x,y,2) = (y + 2,27).

PROPOSICION 7.7. Si S y T son lineales, entonces T o S es lineal
DEMOSTRACION. Probemos que Voi,as € K Yuq,us € V.
(ToS)(cius +agug) =ay (ToS)(u1)+as (ToS) (uz)
En efecto (T 0 S) (cyus + agug) = T (S (a1us + agug)) =
=T (S (u1))+aT (S(uz))=ca1 (ToS)(up)+as (ToS) (uz).
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7.3. Imagen y nuicleo de una transformacion lineal.

DEFINICION 7.5. Sean V y W espacios vectoriales sobre el mismo cuer-
po Ky T : V — W una transformacion lineal.

i) Llamaremos nicleo de T al conjunto de V' cuya imagen por T es el vector
nulo, es decir N (T') = {v eV : T = 6} (también se usara la
notacién Ker (T) para N (T)).

ii) Llamaremos imagen de T al conjunto:

Im (T) = {we W : JveVconw=T(v)} (también se utilizard la
notacién T (V) para Im (T).)

EJEMPLO 7.9. Se considera la transformacién lineal T : R?* — R? tal que
T(x,y,2) = (zr+y+2z2x+2y+2z2).
1) Hallemos el nicleo de T.

(x,y,2) € N(T)< T (z,y,2) =(0,0) & (x +y+ 2,2+ 2y + 2z) = (0,0)

r+y+2=0 & o4yt 0
T z =
204+ 2y +22=0 Y

Astel N(T)={(z,y,2) € R® :x+y+2=0}.
2) Hallemos la imagen de 7.
(a,b) € Im(T) <« existe (z9,y0,20) € R*/ T (20,0, 20) = (a,b)
& existe (xo,Yo0,20) € R? tal que (zo + Yo + 20,220 + 2y0 + 220) = (a,b)

o+ Yo+ z20=a

& existe (z0,y0,20) € R? tal que
(z0, Yo, 20) q {2x0+2y0+2z0:b

r+ytz=a

es compatible
20 +2y+22=0

< el sistema {

T+yt+z=a
0=0b—2a
< b=2a

< el sistema { es compatible
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Luego: Im (T') = {(a,b) € R?* : b=2a }.

EJEMPLO 7.10. Se considera la transformacién lineal T : R3 — R2 tal
que T (z,y,2) = (z + y,y + 2).
1) Hallemos el nicleo de T.

(x,y,2) € N(T) & T (2,y,2) =0 (z+y,y+2) =0
x+y—0
+2=0
Asiel N(T) ={(z,y,2) € R® :x=—y,2=—ycony € R}.

2) Hallemos la imagen de 7.

((1, b) € Im (T) < existe (x07y07'z0) € IRg/ T(x()vy()vz(]) = ((1, b)

x =a
& existe (xo,Yo0,20) € R? tal que 0+ %
Yo+ 20 =0>
& el sistema { ty=a es compatible.
y+z=">

Como el sistema es siempre compatible, resulta que I'm (T) = R2.

EJEMPLO 7.11. Se considera la transformacién lineal T : P, — R2 tal

que T (p) = (p (0) ,p(1)).
1) Hallamos el nicleo N (7).
Seap:p(t) = xt? 4+ yt + z un polinomio de P,

p € N(T)«< T(p)=(0,0) = (p(0),p(1)) = (0,0)

p(0) =0 2=0 x cualquiera
& A
p(1)=0 T+y+z=0
z=0
Luego N (T) = {p € Po/ p: p(t) = 2t> — xt con x €R}

2) Hallemos la imagen de T, Im (T)
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(a,b) € Im(T) < existe pg € Py tal que T (po) = (a,b) &
< existe po € Py tal que (po (0),po (1)) = (a,b)
& existe po : po (t) = zot? +yot+20 € Py tal que (xg, 0 + yo + 20) = (a,b)

o =a

& existen xg, Yo, 20 € R tales que
e To+Yo+20=0

. r=a .
& el sistema es compatible.
r+y+z=0>

Como el sistema anterior es siempre compatible, resulta que I'm (T') = R?

EJEMPLO 7.12. Se considera la transformacién lineal

1 -1
T : Mazo (R) — Moo (R) tal que T'(M) = 5 o |- M.
1) Hallemos el N (T') Sea M = “ 2 > un matriz en Mazs (R)
c

_ 1 -1 <
MeN(T)ﬁT(M)Z()@( N 2>M=0MM(R)

a—c 0 a c
b—d = 0 b d
=
—2a+2¢c = 0 c cualquiera
—2b+ 2d 0 d cualquiera

Ast(T):{MeMm(R): M:<C Z) con ¢, d GR}.
C
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2) Hallar la Im (T")

b
( “ ) € Im(T) < existe ( T Yo ) € Ma,o (R) tal que
c d 20 to

20 t() c d

x
& existe ( 0 %o ) € My,o (R) tal que
R

()=

x
& existe ( 0 Yo ) € Ms,o (R) tal que
20 t()

Ty — 20 Yo — t(] a b
( —2x9 + 229 —2yg + 2%g > - ( c d)
& existen xg, Yo, 20,0 € R tales que
o — 20
Yo — to
—2x9+ 229 =
—2x0 + 229

QL 6O o2

rT—z = a
y—t = b
—2x+2z = ¢
—2x+2z = d

& el sistema tiene solucién.

& el sistema a tiene solucién
0 = 2a+4c

0 = 2b+d
S2a+c=0y20+d=0.
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AsilaIm(T)z{(a b > EMQIQ(R):2a+c:Oy2b+d:O}.

PROPOSICION 7.8. N (T) es un subespacio vectorial de V.

DEMOSTRACION. Veamos que N (T') # ¢ y que es cerrado respecto de las
operaciones del espacio vectorial.

HDT@O =0 = 0¢c N(T).

2)Sia,f € Ky vi,va € N (T) entonces:

T(avi + Bvy) = aT(v) + BT(v2) = .0 + .0 = 0 =
= av + Pv2 € N (T)
Luego N (T') es un subespacio de V. O

PROPOSICION 7.9. I'm (T) es un subespacio vectorial de W.
DEMOSTRACION. Andlogamente,

1)T(6) =0 = 0 e Im (D)

2)Sia, € Ky wy,ws € Im (T) entonces existen v; , vg tales que
T(vy) = wy y T(vy) = we . Entonces si llamamos v = awv; + [Svg , se

tiene T (v) = awy + Bws y por lo tanto awy + Swe € Im (T) . Luego
Im (T) es un subespacio de W. O

EJEMPLO 7.13. Hallemos una base del niicleo y una base de la imagen
de la transformacion lineal T : R* — R3 definida por

T(z,y,2,t)=(x—y+z+t,x+2z—t,x+y+ 32— 3t)
1) (x,y,2,t) e N(T) < T (x,y,2,t) = (0,0,0) &

S@—y+z+t,e+2z—t,x+y+32—3t)=(0,0,0)
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r—y+z+t = 0 r—y+z+t = 0
& z+2z2—t = 0 & y+z2—-2t = 0
z+y+3z2—3t = 0 204+2z—4t = 0
r—y+z+t = 0 r = —2z+4t
- -
y+2—-2t = 0 y = —z+42t

Luego los vectores del ntcleo de T son de la forma
(=2z+t,—z+2t,2,t) con z,t € R. Como
(=2z+t,—z+2t,2,t) =2(-2,-1,1,0) + t(1,2,0,1) con z,t € R,

todo vector del niicleo de T' es combinacién lineal de los vectores (—2,—1,1,0)
y (1,2,0,1). Por ser {(—2,—1,1,0), (1,2,0,1) un conjunto L.I., es una base
de N(T).
2) w € Im(T) < v € R* tal que w =T (v), es decir
3(z,y,2,t) € R tal que w =T (z,y,2,1),
w=(x—-y+z+t,x+2z—t,x+y+3z—3t)
& Jr,y,z,t € R tal que v = (z,z,2)+(—y,0,y)+2(1,2,3)+t(1,—1,-3).
Luego todo vector de la imagen de T es combinacion lineal de
{(17 17 1) ) (_17 07 1) ) (17 27 3) ) (17 _17 _3)}

(observar que dichos vectores estdn en la imagen pues son imagen respecti-
vamente de los vectores de la base candnica).
Pero el conjunto anterior es L.D. pues tiene 4 vectores y dim(Rg):&
Observemos que
(1,2,3) =2(1,1,1) + (—1,0,1)
(1,-1,-3)=-1(1,1,1) + (—-2) (—1,0,1)

Luego reducimos el generador L.D. hasta obtener el generador

{(17 17 1) ) (_17 07 1)}
que si es L.I Luego {(1,1,1),(—1,0,1)} es base de Im (T).
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PROPOSICION 7.10. Sea V, W espacios vectoriales de dimension finita
sobre un mismo cuerpo yT :V — W lineal.

i) Si {vi,...,v,}es un generador de V, entonces {T (v1),...,T (v,)} es un
generador de la Im (T) (es decir que la imagen de un conjunto generador
de V es un generador de la Im (T)).

i) Si{T (v1),...,T (vy)} es un conjunto L.I. en Im (T') entonces {v1,...,v,}
es conjunto L.I. en V (es decir que la pre-imagen de un conjunto L.I. en la
Im (T) es un conjunto L.I. en V)

DEMOSTRACION. i) Sea w € Im (T). Entonces existe v € V tal que w =
T (v).

Como v € V y siendo {v1,...,v,} un generador de V, existen a,...,a,
escalares tales que v = ajv1 + - - - + anv,. Luego

w=TwW)=T(a1v1 + -+ apvy) == 1T (v1) + - + @, T (vy,)

Asi todo vector w € I'm (T') es combinacién lineal de {7 (vy),...,T (v,)} C
Im (T) es decir que {T (v1),...,T (v,)} es un generador de la Im (7).
ii) Sean aq,...,a, € K tales que

oaqvy + - + apv, = 0.

Aplicando T y usando la linealidad ayT (v1) 4 --- + o, T (v,) = 0 y siendo
{T (v1),...,T (vy)} un conjunto L.I. resulta que ay = ... = oy, = 0. Esto
prueba que {v1,...,v,} es L.I. O

PROPOSICION 7.11. Sean V y W espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo con dim (V) =n y T :V — W una transformacion lineal.

Si {e1,...,eq} es una base del N (T) y{e1,...,€d,€d+1,---,€n} €S una
base de V entonces {T (eq+1),...,T (en)} es una base de la Im (T).

DEMOSTRACION. Probaremos que {T (eq41),-..,T (en)} es base de I'm (T).
1) Es L.L pues ag 1T (eqe1) + -+ + anT (en) =0

= T (agriegr1 + -+ anen) = 0= agiiedgr1 + -+ ane, € N(T)
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Qagi1€d+1 + - + apey es C.L de la base de N (7).
Qgt1€d+1 + -+ anen = areg + - + aqeq

—ope] — - — 0ged + Qgy1€q+1 + -+ ape, = 0.

Pero {e1,...,e,} es L.I. porque es base de V; luego todos los coeficientes «;
son ceros. Hemos probado que {T (e4+1),...,T (en)} es L.L

2) {T (eq+1),---,T (en)} generan la I'm (T') pues:

Seaw € Im(T)=JveV talque T (v) =w

v = vy + -+ + auUy,, porque {eg,...,e,} es base de V,

Tw)=w=T (are1+ -+ ape,) =
=T (e1) + -+ gl (eq) + a1 (€a+1) + -+ anT (en) =

ear1) + -+ anT (en).

(
Luego todo vector w € Im (T') es C.L. de {T (e4+1),...,T (e,)}, es decir,
{T (eq+1),-..,T (en)} genera a Im (T). O

= agnT

TEOREMA 7.12 (De las dimensiones). Sean V' y W espacios vectoriales
sobre un mismo cuerpo K, con dim (V) =n yT :V — W una transforma-
cion lineal. Entonces dim (V) = dim (N (T)) + dim (Im(T)).

DEMOSTRACION. Como N (T) es subespacio de V, si d = dim (N (T)), te-
nemos 0 < d < n.

Discutiremos tres casos.

ler. Caso. d=n. Como dim (N (T')) =V obtenemos N (T') = V.

Entonces T (v) =0 Yo € V, es decir Im (T) = 0 y dim (Im (T)) = 0,
cumpliéndose la tesis en este caso.

2do. Caso. 0 < d < n. El resultado es una consecuencia directa de la
proposicién anterior.

3er. Caso. d = dim (N (T')) = 0. Luego N (T) = {6}

Sea {v1,...,v,} una base de V. Por ser {vy,...,v,} un generador de V,
por la Proposicién 7.10(i) {7 (v1),...,T (vn)} un generador de la Im (7).
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Veamos que también es L.I. En efecto
arT (v1) + ...+ a, T (vy) :6<:>T(oz1v1 + ...t ayuy) =0

S a1+ ..+ Qpn EN(T)@alvl—i-...—i-anvn:ﬁ
Sar=....=qa, =0
por ser {vy,...,v,} base de V. Por lo tanto {T (v1),...,T (v,)} es base de
la Im (T).
Asidim (Im (T)) = ny secumple que dim V = dim N (T)+dim Im (T).
U

7.4. Transformaciones lineales inyectivas y sobreyectivas.

Sean V' y W espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K y1T : V — W
una transformacion lineal.

Recordemos que T es inyectiva cuando T (vy) = T (v2) entonces vy =
vg; 0 equivalentemente v # vy entonces T (vy) # T (vg).

PROPOSICION 7.13. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:
i) T es inyectiva.
ii) Para todo conjunto A linealmente independiente de V se cumple que
T (A) es linealmente independiente en W.
iii) N (T) = {6}
DEMOSTRACION. i) = 1) Sabemos que T es inyectiva. Sea A = {v1,...,v,}
un conjunto L.I. de V. Probemos que T (A) = {T (v1),...,T (v,)} es L.L
en W.

Sean a,....,a, € K tales que anT (v1) +...+ o, T (v,) = 0,. Debemos
probar que a; = .... = «, = 0. Siendo T lineal obtenemos
T (0112}1 + ...+ Oén’Un) = 6w.

Asi T (aqvr + ... +apoy) =T (6U> y como T es inyectiva se obtiene
que

a1vy + ...+ apv, zﬁv

y siendo A = {vy,...,v,} L.I, se cumple que ay = .... = o, = 0.
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i1) = 4i1) Supongamos, por absurdo, que N (T') # {6U}.Ent0nces existe
v e N (T) con v # 0,.

Luego A ={v}esLl enV = T(A) =T (v)esLI en Wy por
porhiptesis

ii) T (v) = 0, es L.I. Absurdo.
iii) = 0)SiT (v1) = T (vy) = T (v1) — T (v2) = Oy luego T (v — v3) =
Op = V1 — vy € N (T) por iii) v] —vg = 0, es decir v; = vs. O

Recordemos ahora que T es sobreyectiva cuando Vw € W existe v € V
con T (v) = w, o equivalentemente Im (1) = W.

PROPOSICION 7.14. Son equivalentes las siguientes afirmaciones: i) T
es sobreyectiva

i1) Para todo A generador de V se cumple que T (A) es un generador de W
i11) Existe un generador Ay de V tal que T (Ag) es generador de W.

DEMOSTRACION. i) = ii) Sea A un generador de V. Por la Proposicién 7.10
se cumple que T (A) es un generador de la I'm (T').Pero Im (T') = W, por
ser T sobreyectiva. Asi T (A) es un generador de W.

i1) = 4i1) Inmediato. ii) = i) Sabemos que existe Ay = {v1,...,v,}
generador de V tal que T (Ag) = {T (v1),...,T (v,)} es generador de W.Sea
w € W, como T (Ap) es generador de W, existen ag,....,a, € K tales que

w=a1T(v1) + ...+, T (vp)
Siendo T lineal se cumple que

w=T(av1 +....+ apvy)

Hemos probado que dado w € W existe vg = aqvy +.... + apv, €V
tal que
w =T (vg) luego T es sobreyectiva. O

Recordemos por ultimo que T es biyectiva cuando es inyectiva y sobre-
yectiva.
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PROPOSICION 7.15. Son equivalentes las siguientes afirmaciones:

i) T es biyectiva

ii) Para toda base B del espacio V se cumple que T(B)es una base de W
ii1) Existe una base By del espacio V tal que T' (By) es una base de W.

DEMOSTRACION.

i) = i1)T es lineal y biyectiva < { Tes l?neal ¢ Inyectiva (1)
T es lineal y sobreyectiva (2)

B es LI (1)
B es generador de V (2/)

De (1) y (1’) aplicando la Proposicién 7.13 se obtiene que T (B) es
L.I.(17)

De (2) y (2’) aplicando la Proposicién 7.14 se obtiene que 7' (B) es
generador de W (27) De (17) y (2”) se tiene que T (B) es una base de W.

i1) = 4i1) Inmediato. i) = i) Sabemos que existe By es base de V

Por otro lado, B es una base de V &

tal que T (By) es base de W, en particular existe By es generador de V tal
que T (By) es generador de W, luego por la proposicién 7.14 T es sobre-
yectiva.Probemos que T es inyectiva, lo cual es equivalente a probar que
N(T) = {6}, siv e N(T) C Vpor ser By = {v1,...,v,} base de V se
cumple que existen aq,....,a, € K tales que v = aqvi +.... + anv,.

Luego usando la linealidad de T se obtiene que T' (v) = a1 T (v1) + ...+
anT (vy). Pero como v € N (T), se tiene que T (v) = 0

OélT(’Ul) + ... —|—OénT(Un) = 6

Pero T (By) = {T (v1),...,T (vy,)} es L.I. (por ser base) entonces a; =
ceii=a,=0Asiv=0. O

Recordemos que T es biyectiva si y solo si T es invertible, es decir, que

existe la funcién inversa T~1.

PROPOSICION 7.16. Sean V, W espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo y T :V — W una transformacion lineal y biyectiva.
Entonces la funcién inversa T~' : W — V es una transformacion lineal.
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DEMOSTRACION. Sean w1y we € Wy Ay u € K.
Observando que 77T ! (w) = w y que T es lineal,

Awy + pws = NTT Y (wy) + pTT (wy) =

=T ()\T_1 (w1) + ,uT_1 (wg))
Aplicando T~! a ambos miembros

T~ (A\wy 4 pws) = XT7 (wy) + pT 7 (ws) .

7.5. Isomorfismos entre espacios vectoriales

DEFINICION 7.6. Sean V, W espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo
K.

a) Diremos que una transformacién lineal T : V' — W biyectiva es un
isomorfismo.

b) Diremos que V y W son isomorfos cuando existe un isomorfismo que
lleva V en W.

OBSERVACION 7.17. De acuerdo a la proposicién 7.16 siT : V — W es
un isomorfismo entonces T~ : W — V también lo es.

PROPOSICION 7.18. Sean V y W dos espacios vectoriales de dimension
finita sobre un mismo cuerpo K. Entonces las proposiciones a) y b) son
equivalentes:
a) dim (V) = dim (W)
b) V es isomorfo a W.
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DEMOSTRACION. a) = b)Sea dim (V) = dim (W) = n. Sean A =
{vi,...,v,} basede Vy B= {wy, ...., w,} base de W. Luego definimos
T : V — W lineal tal que T (v;) = w; (T estd "bien definida”por el

teorema 7.4). Como existe una base A de V tal que T'(A) = B es base de
W, T es un isomorfismo por la proposicién 7.15.

b) = a) Como V es isomorfo a W, existe un isomorfismo: T : V —
W . Por el teorema de las dimensiones se tiene que dim (V') = dim (N (T)) +
dim (Im (T)). Por ser T inyectiva dim (N (T)) = 0.Por ser T sobreyectiva
Im (T) = W. Luego dim (V) = dim (W). O

COROLARIO 7.19. Si V es un espacio vectorial, con dim (V') =n, sobre
el cuerpo K, entonces V es isomorfo a K™.

DEMOSTRACION. En efecto el espacio vectorial K™ sobre el cuerpo K tiene
dimensién n. Asi dim (V) = dim (K™) = n = VyK"™ son isomorfos. O

Las coordenadas como transformacion lineal

Sea V un espacio vectorial de dimensién n sobre el cuerpo K. Fijemos
una base B = {vy1, ...., v,} del espacio V, entonces Vv € V, existen y son
Gnicos aq,...,q, € K tales que v =aqv1 + ...+ apv, .

Luego definimos coordg : V — K™ tal que

o
coordp (v) =

Qo

(es decir que a cada vector v € V' le asociamos sus coordenadas en la base
B).

PROPOSICION 7.20. coordg es un isomorfismo entre V y K".
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DEMOSTRACION. 1) coordp es lineal. Sean v,w € V, luego existen y son

unicos aq,...,a, € Ky f1,...,0, € K tales que
aq
v=o0qv] + ...+ apv, = coordp (v) =
Qp
B
w= (11 + ...+ Bpvy = coordp (w)=| :
B
Luego v+ w = (a1 + 1) v1 + .. .. + (o + Bn) vn,
ar + B
= coordp (v+ w) =
an + By
o 51 ay + By
Asi coordp (v) + coordp (w) = | + 1 =1 : =

coordp (v + w)

Por otro lado si A € K, se tiene que A\v = A (01 + ... + apv,) =

Ao
= Aa1v1 + ... + Aapv, = coordp (Av) =
Aoy,
o1 Ao
Asi X coordp (v) = A | : =1 : = coordp (Av)
oy, Aoy,

2) Como dim (V) = dim (K™) = n para probar que coordp es biyectiva,
alcanza con probar que coordp es inyectiva.
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0
Como coordp (v) = | sSv=004+...400, v=0
0
N (coordp) = {6} = coordp es inyectiva. O

7.6. Matriz asociada a una transformacion lineal.

Sean V, W espacios vectoriales de dimensién finita sobre un mismo
cuerpo K y T : V. — W una transformacién lineal. Supongamos que A =
{v1,v2,....,0,} es una base de V' y B = {wy,ws,....,w,} es una base de
W. Ahora bien, T (v1),T (v2),...,T (v,) son vectores de W y por lo tanto
cada uno de ellos es una combinacién lineal de los vectores de la base B:

T (v1) = an1wy + a19w2 + . .. + AW,
T (v2) = az1wy + agws2 + . .. + agmWnp,

T (vn) = apiwy + apaws + . .. + Apmwp,

En otras palabras

ain
a2
coordp (T (n1)) = | . )

A1m
as anl
a2 (n2

coordp (T (v2)) = | . s vy coordp (T (vg)) = !

aom, Anm

Luego definimos:
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DEFINICION 7.7. Se llama representacién matricial de T en las bases Ay
B o matriz asociada a T en las bases A y B, a la matriz que representaremos
por g ((T')) 4 y cuya i-ésima columna son las coordenadas del vector T (v;)

en la base B.

Esto es
B((T)) 4= ( [coordpgT (v1)], [coordpT (vo)], ..., [coordpT (v,)] ) =
a11 a1 Gpl
| a2 a2 o Gn2
Alm A2m - Anm

Nota. La matriz asociada se obtiene ¢olgando” las coordenadas respecto
a la base de W de los vectores de la base de V. Obsérvese que los subindices
de esta matriz estdn colocados de manera distinta a la habitual; alcanzaria
con cambiar las denominaciones de los subindices de las coordenadas de
T'(vj) para obtener la forma habitual.

EJEMPLO 7.14. Consideremos la transformacién lineal 7 : R? — R3 tal
que

T (z,y) = (4 —2y,2z +y,xz +y) Vo R2 y las bases canénicas A =
{(1,0),(0,1)} de R? y B = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} de R3. Para hallar
la matriz asociada a T en dichas bases

1) Hallamos las imagenes de los vectores de la base A

T(1,0) = (4,2,1)
T(0,1)=(-2,1,1)
2) Calculamos las coordenadas de estos en la base B

T(1,0) = (4,2,1) =4(1,0,0)+2(0,1,0) + 1(0,0,1)
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4
= coordp (T'(1,0)) = | 2
1
T(0,1) = (=2,1,1) = —2(1,0,0) +1(0,1,0) + 1 (0,0, 1)
—2 4 =2
= coordp (T'(0,1)) = 1 |.Luego p((T)p=1 2 1

EJEMPLO 7.15. Consideremos la transformacién lineal T : P, — R? tal
que T (p) = (2a +b,a+b+4c) Vpe Prtalquep(t) =at’+bt+c VtER
y las bases A = {p1,p2,p3} de Py donde py : p1 (t) =12, pa:pa(t) =t ,p3:
p3(t)=1 VteR;y B=1{(1,1),(1,0)} de R

Para hallar la matriz asociada a T en dichas bases,

1) Hallamos las imagenes de los vectores de la base A

T(p1) = (2,1)
T (p2) = (1,1)
T (p3) = (0,4)

2) Calculamos las coordenadas de estos en la base B

T(p1) =(2,1)=1(1,1) +1(1,0) = coordp (T (p1)) =

T (p2) =(1,1) =1(1,1) +0(1,0) = coordp (T (p2)) =

T (ps) = (0,4) = 4(1,1) = 4(1,0) = coordp (T (p3)) =

/N /
o —
~—

Luego 5 ((T)) 4 = ( Lo )
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EJEMPLO 7.16. Consideremos la transformacion lineal T : Py — P, tal
que T (p) = p' y la base canénica de Py A = {pg,p1,p2} donde p; (t) =
t', i=0,1,2.

1) Hallemos las imégenes de los vectores de la base A:

T (po) =0, T(p1) = po, T (p2) = 2m

2)Calculemos las coordenadas de estos en la base A

0
T (po) = 0 = 0pg + Op1 + Opg = coords (T (po)) = | O
0
1
T (p1) = po = 1po + Op1 + Opz = coorda (T (p1)) = | 0
0
0
T (p2) = 2p1 = Opo + 2p1 + Opg = coordy (T (p2)) = | 2
0

Luego 4 ((T)) 4 =

o O O
o O =
o N O

OBSERVACION 7.21. Si dim(V)=ny dim(W)=m la matriz asociada
tiene dimension m x n.

OBSERVACION 7.22. La matriz ((T))4 como recién vimos, queda com-
pletamente determinada conocidas la transformacion lineal T y las bases A
y B del dominio y codominio respectivamente.

Reciprocamente, dada una matriz M de tamano m xn y dos bases Ay B
de los espacios V' y W respectivamente, queda completamente determinada
una transformacién lineal T tal que g ((T)) =M.
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En efecto, al conocer la matriz M, sus columnas son las coordenadas en
la base B de las imédgenes de dos vectores de la base A.

Esto nos permite conocer a las imagenes de los vectores de la base A4, y
por el Teorema 7.4, esto es suficiente para determinar 7.

EJEMPLO 7.17. Hallar la transformacién lineal T : R? — R2 sabiendo

2 -1
que g ((T'))4 = ) 3 5 donde A = {(1,0,1),(2,0,0),(0,1,0)} es

base de R3 y B = {(2,—1),(0,2)} es base de R?
De acuerdo a la definiciéon de matriz asociada

coordp (T (1,0,1)) = < i )

coordp (T (2,0,0)) = < 2 )

coordp (T (0,1,0)) = ( _; >

Luego
T(1,0,1) =2(2,—1) +1(0,2) = (4,0)
T(2,0,0)=3(2,—-1)+0(0,2) = (6,—3)
T(0,1,0) = —1(2,—1) +2(0,2) = (~2,5)
Ahora bien siendo A = {(1,0,1),(2,0,0),(0,1,0)} una base de R? se cumple
que V (z,y, z) € R3 que

r—z

(z,y,2) = 2(1,0,1) + (T) (2,0,0) +y(0,1,0)

Luego por la linealidad de T

—Z

T (e, 2) = = T(1,0,1) + (m ) T(2,0,0)+y T(0,1,0) =
r — Z

4
z(4,0) + 5

3 3
-(6,-3) +y(—2,5) = <3a; — 2z — 2y,—§az + 5y + 52)
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Asi T : R3 — R? es tal que

3 3
T(m,y,z) = <3$ — 2z — 2y7_§$+5y+ §Z>

PROPOSICION 7.23. Considere los K-espacios vectoriales U, V y W,
con dim(U)=s, dim(V)=ny dim(W)=t, y las transformaciones lineales S :
U—-VyT :V — W. Sean A = {uy,...,us}, B = {vy,...,u,} y C =
{wy,...,w} bases de U, V y W respectivamente. Entonces la matriz aso-

ciada a la composicion T o S es el producto de las matrices asociadas. Es
decir

c((To8)a=c (T)pr((5))a-

DEMOSTRACION. Sea ¢ (1)) g = (ai;), B ((S))a = (bjx) y ¢ (1) g B ((5)) 4 =
(cij)eon1<i<t, 1<j<n, 1<k<s.
Por definicién de producto de matrices ¢;p = > a; 3bj k-

7j=1
Calculemos ¢ ((T' 0 S)) 4. Sea uy, € A.

(To8) (we)=T(Sux) =T bjwv; | =
j=1

n n t t n t
ijkT(vj):ijkZaijwi:Z a,-jbjk w,:chkwl
j=1 j=1 =1 i=1 \j=1 i=1

Resulta, por definicién de matriz asociada ¢ ((T'0 5)) 4 = (ci;)- O

OBSERVACION 7.24. Sea T : V — W un isomorfismo, B y B’ bases
de V' 'y W respectivamente, y sea T~' : W — V la inversa de T.
Como ToT™ ' = idy

= (Mg .8 ((T")g = B (lidw))g =1
ydeT_loT = idy
= (TN -5 (D)g = 5 ((idy)g =1
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y por lo tanto la matriz asociada a la transformacién inversa es la inversa
de la matriz asociada a la transformacién. Es decir si g (1)) = A =

5 ((T7)p = A7

PROPOSICION 7.25. Sean dos transformaciones lineales de espacios vec-
toriales sobre un cuerpo K, T : V. - W y S : V. —= W y a un escalar de
K. Sea B = {vi,...,v,} basede VyE = {wyi, ..., wy,} base de W.
Entonces:

(T +5)p=e(M)p+e(S)s ©e(AT)s = Ae(1)p,
DEMOSTRACION. Sean A = (a;;) =g ((T))g B = (bij) = g ((S))s. En-
tonces: T (vj) = E ajjw; S(vj) = ; b; j w;. De donde (T" + S) (vj) =

T(U')—l-S(U') Za”wz + Zb”’wZ: gl(aij—kbij)wi =
5 (T + 8)p = (a” b b)) = A "+ B. Ademis (AT)v; = AT (v;) =
Zawwl = Z/\awwl = (A1) = (Aa;j) = NA. O

i=1 i=1

OBSERVACION 7.26. Demostracién de la propiedad asociativa del pro-
ducto de matrices usando transformaciones lineales.
Se trata de ver que si A, B, C son matrices, entonces:

(AB)C = A(BC)

si las dimensiones relativas de las matrices hacen que la expresién tenga
sentido.

Ya vimos (observacién 7.22) que fijando bases hay una correspondencia
biunivoca entre matrices y transformaciones lineales, por lo tanto, el pro-
ducto anterior se puede interpretar como un producto (o composicién) de
transformaciones lineales.

Consideremos los espacios vectoriales K, K™ KP, K" y sus respec-
tivas bases Ey,, En, By E,. Sean T : K" — K™ tal que g, ((T))g, =
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Amxn, S+ KV — K" tal que g, ((5))g, = Baxp yL: K" — K?

tal que g, (L)), = Cpxr -
Luego, en virtud de que la composicién de funciones es asociativa tene-

mos que:

(A.B).C = [((T) - (9] (L) = (TeS5)) (L) =

= ((TeS) L)) = (Te(Sel))) =

(1) - ((SL)) = ((T)((S))-(L)] = A (B.C)

(Hemos omitido para simplificar la notacién, las bases en cuestién.)

TEOREMA 7.27. Sean V, W espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo
K, A = {v,ve,...,v,} y B = {wy,wa,...,wy} bases ordenadas de V y
W respectivamente; y T : V. — W wuna transformacion lineal. Entonces se

cumple que g ((T')) 4 coorda (v) = coordp (T (v))

DEMOSTRACION. Usaremos las siguientes notaciones

ail a2 e A1n I
asl ago e aon T2 .
B((T))4 = ] y coordy (v) = ) siendo
Gml  Gm2 Amn Tn
ail ai2 A1n
any a9 e aon
B((T))A: . y B:{w17w27"'7wm}7
Aml am2 ... Omn
por definicién de matriz asociada
T (’Ul) =a11wi + a2 w2 + ...+ Qm1Wm
T (v2) = apwi + agwz + . ... + amawp,

T (vp) = arpwi + agpwa + .. .. + AppWn,
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I

45
y siendo coorda (v) = | . y A={v1,v9,...,v,} tenemos que

In
v = x1v1 + ToV2 + ... + T,U,. Luego aplicando T y usando la linealidad

(ID) T (w) =21 T (v1) + 22 T (v2) + ... + x5 T (vy)

Sustituimos (I) en (II) obteniendo

T (v) =
x1 (a1w1 + ag1wa + ... + apmiwn,) + T2 (12w + awa + . ..+ Ap2Wiy,)
+ ...tz (AW + agpwe + .. A G Wiy) =
= (x1a11 + x2a12 + . .. + Tpai,) w1 + (v1a21 + T2as + ... + Tpao,) W

+ .o+ (Tram1 + T2ama + . F TpGpp) Wiy

r1a11 + 2012 + ...+ Tpain
T1a21 + 22022 + . ... + TpQ2p
Luego coordp (T (v)) = | . =
T10m1 + T2Am2 + . ... + TpQmn
ail a12 -.. Qln T
a1 a9 ... Qop )

= . : : : = B((T)), coords (v)

Aml Am2 ... Amn In

EJEMPLO 7.18. Sea T : R® — R3 tal que g ((T))4 = | 2
3

siendo A = B ={(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} . Hallar 7' (2,0, —1).
Como (2,0, —1) = 2(1,0,0) + (—1) (1,1,0) + 1(1,1,1)
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resulta que coorda (2,0,—1) = | —1
1
Luego de acuerdo al Teorema 7.27 se cumple que

coordp (T'((2,0,-1))) =p ((T))4 coorda(2,0,~1) =
1 -1 0 2 3
=12 00 1= 4
3 41 1 ~3
Asi T'(2,0,—1) = 3(1,0,0) +4(1,1,0) + (=3) (1,1,1) = (4,1,-3)

7.7. Nicleo e imagen de una matriz.

Dada una matriz A € Mz, (K), definimos la transformacién T4 :
K™ — K™ tal que

x1
Ta(xy,...;zm) =A| V(z1,...,xm) € K™
Tm
PROPOSICION 7.28. (a) T es lineal

(b) Si En y Ey, son las bases candnicas de K™ y K™ respectivamente
entonces g, (Ta))p, = A

DEMOSTRACION. (Ejercicio). O

DEFINICION 7.8. Sea A € Myum (K). Definimos el nicleo de la matriz
A como el nicleo de la transformacion lineal T4.

N N(TA):{xeRm:TA (x):ﬁ}z{xeRm;szﬁ}

En otras palabras el N (A) son las soluciones del sistema de ecuaciones
homogéneo A = = 0.
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DEFINICION 7.9. Sea A € Myzm (K). Definimos la imagen de la ma-
triz A como la imagen de la transformacion lineal T4.
Im(A) “ m (Ta) ={y € R": existe z € R™ tal que Ty (x) =y} =
{y e R": existe z € R™ tal que A z =y}

En otras palabras la I'm (A) son los ”términos independientes”y € R™ para
los cuales el sistema A x =y es compatible.

OBSERVACION 7.29. Resulta obvio de las definiciones 7.2. y 7.3. que
N (A) es un subespacio de R™ y I'm (A) es un subespacio de R™ (por serlo
N (Ts) e Im(Ta))

PROPOSICION 7.30. Las columnas de A generan a la Im (A).

1
DEMOSTRACION. Sea Ty : K™ — K™ tal que Ty (z1,...,2m) = A
‘Tm
Si {e1,e2,...,en} es la base candnica de R™. Entonces de acuerdo a

la proposicién 7.10(i) {Ta (e1),Ta (e2),....,Ta (em)} es un generador de la
0

Im (T4) = Im(A). Pero Ta(e;)) = A| 1 = A (i-ésima columna de
0

A) Asi las columnas de A {A(l), . ,A(m)} constituyen un generador de la

Im (A). O

COROLARIO 7.31. El rango de una matriz A es la dimension de su
imagen, es decir v (A) = dim (Im (A)).
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EJEMPLO 7.19. Hallemos bases del niicleo y de la imagen de la matriz

1 0 1
A= 2 1 1 |.Sea(x,y,z) € N(A). Entonces
-1 1 -2
x 0 1 01 z 0
Al y |=10 |« 2 1 1 y |l=101]<%
z 0 -1 1 -2 z 0
1 T 0 10 1 T 0
1 y |=10]lelo01 -1 y | =10
-1 z 0 00 O z 0
T=—z
z+z=0
S y=z
y—z=0

z cualquiera

Luego los vectores del niicleo de A son de la forma (—z,z,z) = z(—1,1,1).
Asi {(—1,1,1)} es base del N (A) (;por qué?)

Por otro lado de acuerdo a la Proposicién 7.30 resulta que
{(1,2,-1),(0,1,1),(1,1,—2)} genera a la Im (A). Como
(1,1,-2) = (1,2,—-1)—(0,1,1), el generador es L.D. y lo reducimos hallando
{(1,2,-1),(0,1,1)} que es un generador L.I. =y por tanto una base— de
Im (A) (verifique).

EJEMPLO 7.20. Hallar una base del nicleo y una base de la imagen de

la matriz

1 -1 1 1
A=|1 0 2 -1 |. Sea(x,y,z,t) € N(T). Entonces
1 1 3 -3
x x
0 1 -1 1 1 0
Al Y =lo]lel1 02 21 Y1=lo|e
z z
0 1 -3 0
t t
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T
1 -1 1 1 0
0 11 -2 Y1=lole
0 22 —4 ‘ 0
t
T
1 -1 1 1 0
0 1 -2 Y1=1o
z
0 0 0 0
t
r=—-2z+1
r—y+z+t=0 - y=—z+2t
y+2z—2t=0 z = cualquiera

t = cualquiera

Asi los vectores del nicleo de A son de la forma
(=22 +t,—2+2t2,t) =2(—2,1,0,1) +¢(1,2,0,1)

Luego {(—2,1,0,1),(1,2,0,1)} es un generador L.I. del N (A) (verifique) y
por lo tanto es base.

Por la proposicién 7.30 {(1,1,1),(-1,0,1),(1,2,3),(1,—1,—3)} es un
generador de la I'm (A) que claramente es L.D.

Observando que (1,2,3) =2(1,1,1) + (—1,0,1)

(1,—1,-3) = —1(1,1,1) + (=2) (~1,0,1)

reducimos el generador anterior hasta obtener {(1,1,1),(—1,0,1)} que es
un generador L.I. de la Im (A) y por lo tanto es base.

7.8. Relacién entre nicleo e imagen de una transformacién lineal
y de una matriz.

PROPOSICION 7.32. Sean V, W espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo A = {v1,v2,....,0,} una base de V, B = {wy,ws,....,w,} una
base de W, T : V — W lineal. Entonces:
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1) Sive N(T)= coordy (v) € N (5 ((T)),)
2) Siz € N (5((T)),) = coord, (x) € N (T)

DEMOSTRACION. 1) Si v € N (T) entonces T (v) = 0. Luego como T (v)
y 0 coinciden sus coordenadas en la base B también: coordp (T (v)) =

coordp < ) Siendo coordg : W — R™ una transformacion lineal se cum-

ple: coordp 6) = 0. Asi coordp (T (v)) = 0. Pero, por el Teorema 7.27:

coordp (T’ (v)) =g ((T')) 4 coorda (v)
Ast g ((T')) 4 coorda (v) = 0 esto es coorda (v) € N (g ((T))4)
T
2) Siz = (z1,...,2n) € N(5((T)4) =5 (1), ] : = 0. En-

tonces, teniendo en cuenta que las columnas de la matriz asociada son las

coordenadas de los transformados de la base del dominio se tiene que

T
([coordp (T (v1))] - .. [coordp (T (v1))]) - | : =0

= coordp (T (v1)) .1 + ...+ coordp (T (vy,)) .xp =0 =

(por ser coordp lineal )

= coordp (z1T (v1) +...... + 2,1 (v,)) =0
por ser coordp inyectiva o
( =’ ) 1T (v1) +...... + 2, T (v,) =0
(linealidad de T)
= T (x1v1+ ...+ xpvy) = oy

= zv1 + ... +xv, € N(T).

coor’d;x1 (z)
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OBSERVACION 7.33. Con las notaciones de la proposicién anterior re-
cordemos que coordg : V — R™ es un isomorfismo entre V y R"™.

Pero la proposicién anterior nos asegura que todo vector del N (T'), al
aplicarle la transformacion lineal coord se obtiene un vector del N (g ((T°)) 4)
y reciprocamente todo vector del N (g ((T')) 4) al aplicarle la transformacién
lineal inversa coord,' (x) se obtiene un vector del N (7).

Luego coord es un isomorfismo entre el N (T') y N (5 ((T)) 4)- Esto nos

permite enunciar la siguiente

PROPOSICION 7.34. Sean V, W espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo A = {v1,v2,....,0,} una base de V, B = {wy,ws,....,w,} una
base de W, T : V — W lineal. Entonces:

1) N(T) y N (B((T)),) son isomorfos

2) dim(N(T)) =n —rango(s((T))a).

3) Si{ei,ea,... e} es base del N (T') =
{coorda (e1),coords (e2) ,...,coord (ey)} es base del N (g ((T)) )

4) Si{x1,x2,..., 21} es base del N (g ((T)),) =

{cooral;‘1 (21),coord,* (z3) ... .,coordy" (z1)} es base del N (T).

DEMOSTRACION. (Ejercicio) Sugerencias:

1) Vimos en la observacién anterior que coord, es un isomorfismo entre
N(T) y N (5 (1)) ).

2) Basta recordar que dos espacios isomorfos tienen la misma dimensién
y que si M es una matriz, dim (I'm (M)) = rango (M).

3) Los isomorfismos ”llevan bases en bases”.

4) La inversa de un isomorfismo es un isomorfismo. O

Recomendamos prestar particular atencién a los ejemplos que siguen.
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EJEMPLO 7.21. Se considera una transformacién lineal T' : Moo (R) —

1 -1 1 1
R3 tal que g (7)), =] 1 0 2 —1 | siendo
1 1 3 -3

AG) 6 )60))
11 -1 0 0 0 00
y B={(1,1,1),(0,1,1),(0,0,1)}.

Queremos hallar una base del nticleo de T. Primero calculamos una base del
nicleo de la matriz g ((T')) 4. Sea (z,y, 2,t) € N (5 ((T)) ) - Entonces

x x
0 1 -1 1 1 0
sl P 1=lo]lel 1 02 -1 Yl=10|e
z z
0 1 1 3 -3 0
t t
x
1 -1 1 1 0
0 11 —2 YI=1o]e
0 2 2 —4 i 0
t
x
1 - 1 0
0 —2 I=1o
z
0 0 0
t
rT—y+z+t=0 T =—2z—-72t
= =
y+z+t=0 y=—z2—1
Asf los vectores del nicleo de la matriz g ((T')) 4 son de la forma

(=22 —2t, 2+ t,2,t) =2 (—2,1,1,0) + £ (—2,1,0,1)

Entonces {(—2,1,1,0),(—2,1,0,1)} es una base del N (g ((T"))4)-
Luego, de acuerdo con la Proposicion 7.34

{cooral;‘1 (—-2,1,1,0) ,coord/;x1 (-2,1,0,1)} =
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el )Gr)
() () el )60
A5 2)

es una base del nucleo de T.

EJEMPLO 7.22. Se considera una transformacién lineal T : R2 — R? tal

1 2
que g ((T)) 4 = 5 4 siendo A = B = {(1,0),(1,1)}. Queremos hallar

una base del nicleo de 7.
Primero calculemos una base del niicleo de la matriz g ((T)) 4:

(z,9) € N (5 (1)) €5 (1)) 4 ( ;c > = ( ’ ) e

of b2 o "Ve sh2y=0 o 2
= ;L' = ;U:—
2 4 y 0 Y Y

Ast los vectores del nicleo de la matriz g ((T)) 4 son de la forma: (—2y,y) =
y(—2,1). Entonces {(—2,1)} es una base de N (g ((T")) 4). Luego, de acuerdo
a la Proposicién 7.34, {coord;" (=2,1)} = {-2(1,0) + 1(1,1)} = {(-1,1)}
es una base del N (7).

EJEMPLO 7.23. Se considera una transformacién lineal T : P, — R? tal

1 2 -1
que g ((T)) 4 = 0 1 1 siendo A = {po,p1,p2} con p; : p; (t) =
-1 1 -2

tt (i=0,1,2) y B=1{(2,0,-1),(0,1,4),(0,0,3)}.
Queremos hallar una base del nicleo de T.
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Primero calculamos una base del nicleo de la matriz g ((T')) 4

x 0
(,,2) e N(B((T) ) o (TN v | =] 0 | &
z 0
2 —1 0 1 -1 0
0 1 =] 0] 01 1 y | =10
-1 1 =2 z 0 0 -3 z 0
1 2 -1 x 0
r+2y—z2=0 T =3z
<101 1 y [=| 0| a0 < _
00 0 2 0 yres e

Ast los vectores del nicleo de g ((T)) 4 son de la forma:
(3z,—2,2) = 2(3,—1,1). Entonces {(3, —1,1)} esuna base del N (g ((T)) 4)-
Luego, de acuerdo a la proposicién 7.34, una base del nicleo de N(T') es

{coordy" (3,~1,1)} = {3po + (—1) p1 + 1p2} = {3po — p1 + p2} -

PROPOSICION 7.35. Sean V, W espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo K, A = {v1,v9,....,u,} una base de V. B = {wy,wa,....,wy} una
base de W, T : V — W lineal. Entonces

1) Siw e Im (T) = coordp (w) € Im (5 ((T)) 4)

2) Siy € Im(p((T)),4) = coordg* (y) € Im (T)

DEMOSTRACION. 1) Siw € I'm (T') = existe v € V tal que T (v) = w- Luego
coordp (T (v)) = coordp (w). Pero por el Teorema 7.27 coordp (T (v)) =p
((T)) 4 coorda (v). Ast coordp (w) =g ((T)) 4 coords (v)

Hemos probado que existe coord (v) € R™ tal que

B ((T')) 4 coorda (v) = coordp (w)

= coordp (w) € Im (g ((T)) 4)
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2)Siy= (Y1,.--ym) € Im(p((T)),) = existe z = (z1,....,2,) € R" tal
2l Y1
que p(T)Ha| & | =] =

Tn Ym

= zycoordp (T (v1)) + ...+ zpcoordp (T (vy)) =y

= coordp (:ElT (Ul) + ...+, 7T (Un)) =Y

:EIT (’Ul) + ...+ IIJ‘nT (Un) = COOTd;l (y) =
T(a;lvl + ...+ xnvn) = COOTd]_gl (y) :

= Vg

Asf existe vy € V tal que T (vg) = coordy' (y) = coordy' (y) € Im(T). O

OBSERVACION 7.36. Al igual que la observacién 7.33 concluimos que
coordp es un isomorfismo entre I'm (T) y Im (5 ((T')) 4)-

PROPOSICION 7.37. Sean V, W espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo A = {v1,v9,....,u,} una base de V, B = {wi,ws,....,w,} una
base de W, T : V — W lineal. Entonces:

1) Im(T) e Im (g ((T))4) son isomorfos.

2) dim (Im (T')) = rango (A)

3) Si{hy,....,hx} es una base de la Im (T) =

{coordp (hy),coordp (ha),...... ,coordp (hy)} es base de la Im (g ((T)) 4)
4) si{y1,.....,yr} es una base de la Im (g ((T)),) entonces
{coordél (1), coordg (y2), ... .,coords" (yk)} es base de la Im (T).

DEMOSTRACION. (Ejercicio). O



244 7. TRANSFORMACIONES LINEALES.

EJEMPLO 7.24. Consideremos la transformacion lineal del ejemplo 7.21
Hallemos una base de la I'm (T).
Primero hallemos una base de la imagen de la matriz g ((T)) 4.
Sabemos de la proposicién 7.30 que las columnas de g (1)) 4:

{(1,1,1),(-1,0,1),(1,2,3),(1,-1,-3)}

son un generador de la I'm (g ((T")) 4). Claramente es L.D. Reducimos dicho
generador hasta obtener el generador L.I.: {(1,1,1),(-1,0,1)}. Asi {(1,1,1),(—1,0,1)}
es una base de la Im (5 ((T')) 4)-

Luego de acuerdo a la proposicién 7.37

{coordél (1,1,1) ,coordgl (—1,0, 1)} =
={1(1,1,1)+1(0,1,1) +1(0,0,1) , —1(1,1,1)+0(0,1,1) +1(0,0,1)}
={(1,2,3),(—1,—1,0)} es base de la Im (T).

EJEMPLO 7.25. Consideremos la transformacién lineal del ejemplo 7.22

Hallemos una base de la Im (T"). Primero hallemos una base de la imagen
de la matriz g ((T")) 4. Por la proposicién 7.30 las columnas de g (1)) 4,
{(1,2),(2,4)} son un generador de la Im (5 ((T)),). Claramente es L.D.
Lo reducimos y hallamos {(1,2)} base de la Im (g ((T)),). Luego por la
proposicién 7.37 {cooral];1 (1,2)} = {1(1,0)+2(1,1)} = {(3,2)} es una
base de la Im (T).

EJEMPLO 7.26. Consideremos la transformacion lineal del ejemplo 7.23

Hallemos una base de la I'm (7). De acuerdo a la proposicién 7.30 {(1,0,—1),(2,1,1),(—-1,1,—-2)}
es un generador de la Im (g ((T)) 4)-

Como es L.D., lo reducimos hasta obtener {(1,0,—1),(2,1,1)} que es
una base de la Im (g ((T)) 4). Luego por la proposicién 7.37

{coordél (1,0,-1) , coordgl (2,1, 1,)} =

{1(2,0,—1)+1(0,1,4) + (—1)(0,0,3) , 2(2,0,—1)+1(0,1,4) +1(0,0,3)}
{(2,0,—4),(5,1,5)} es base de la Im (T).
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7.9. Cambio de base.

Sea V un espacio vectorial de dimensioén finita sobre un cuerpo K. Su-
pongamos que dim (V') = n. Consideremos una base A del espacio V. He-
mos visto que todo vector v € V', se puede representar por la n-ipla (vector
columna) coorda (v) € K".

En esta seccién responderemos la siguiente pregunta natural jcémo cam-
bian nuestras representaciones si seleccionamos otras bases? Es decir si con-
sideramos otra base A’ del espacio V, jcdémo se relaciona coords (v) con
coordy (v)?

Para responder estas preguntas necesitamos la siguiente

DEFINICION 7.10. Sean A = {v1,v2,...,v,} y A" = {0}, v},... 0.

ren

bases del espacio V e I : V — V la transformacién identidad (esto es
I(v) =v Vv € V). Llamaremos matriz de cambio de la base ("vieja”) A a
la base ("nueva”) A’ a la matriz: 4 ((1)) 4 -

La relacion entre las coordenadas estda dada por la siguiente
PROPOSICION 7.38. coordar (v) =4 ((I)) 4 coorda (v)
DEMOSTRACION. Por Teorema 7.27

coord s (I (v) = ((I))4 coorda (v)

Pero siendo I (v) = v, se obtiene la hipétesis. O

PROPOSICION 7.39. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. A
y A’ bases de V. I :'V — V la transformacion lineal identidad. Entonces:

10 ... 0

01 ... 0 -
Dala=| . . .| (matriz identidad)

00 ... 1

2) 4 ((I)) 4 es invertible y [a ((I))A]_1 =a (1)) ar
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DEMOSTRACION. (Ejercicio). O

PROPOSICION 7.40. Sean V y W espacios vectoriales sobre un mismo
cuerpo K, A, A’ bases de V, B, B’ bases de W, T : V. — W una transfor-
macion lineal. Entonces

B (M) 4 =p (Uw))g B((T)a a((lv))a

donde Iy :' V. — V y Iy : W — W son las transformaciones lineales
identidad en V y W respectivamente.

DEMOSTRACION. Como Iy o T o Iy = T se tiene, aplicando la proposicién
7.23 reiteradamente

B (IwoToly))y=p (M) = s (Uw))ps(Tolv))y =p (1)

= p (Iw)ps((T)a a((Iv)a =5 (1)) 4

7.10. Operadores y matrices semejantes.

Sea V' un espacio vectorial de dimensién finita sobre un cuerpo K. Su-
pondremos que dimg (V) = n.

DEFINICION 7.11. Llamaremos operador en V a toda transformacién
lineal T: V — V.

DEFINICION 7.12. Sean A yB € Mz, (K). Diremos que A y B son
semejantes cuando existe P€ M, x, (K) invertible tal que B = P~1A P.
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EJEMPLO 7.27. La matriz B = ( ‘Z’ _z > v la matriz A = < ;1 —i )

. . 1 -1 . 1 01
son semejantes, pues existe P = _— cuya inversaes P~" = 11

3 -2 0 1 4 -2 1 -1
tal = ifi 1.
aque(l 2) (_11> (2 1) (1 O)(verlque)

PROPOSICION 7.41. Sean A, B € My, (K). A y B son semejantes <
A y B son representaciones matriciales de un mismo operador T en V, para

algin espacto vectorial V.

DEMOSTRACION. (=) Si consideramos la transformacién lineal 7' : K™ —

Ty
Z2

K™ tal que T (z1,22,....,2,) = A | . , entonces de acuerdo a la Pro-
Tn

posicién 7.28(b) tenemos A =g ((T))j siendo E = {ej,ea,....,e,} la base

canénica de K".
Por otro lado, siendo A y B semejantes, existe P € M, x, (R) invertible
tal que:
B=P'AP

Pero se cumple que: P =g ((I))y donde H = {Pey, Pey, .. .., Pe,} y por la
Proposicion 7.39

Asi
B=y (I)pe(T)pe()y

Pero por la Proposicion 7.40

(D) pe((T)pe(()g =8 (T))y
Por lo tanto
B=n((T))y
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(<) Supongamos que B =g ((T))y , A=pg ((T))p. Por la Proposicién
7.40 sabemos que

H(M)g=u (D) e(T)g & ((1)y

Sea P =g ((I)), por la Proposicién 7.39 tenemos que P! =g ((I))p.
Hemos probado entonces que B = P~1A P, es decir A y B son semejantes.
O

PROPOSICION 7.42. Sean A y B matrices semejantes en Myxn (K).
Entonces

1)rango (A) = rango (B)

2)traza (A) = traza (B)

3) det (A) = det (B)

DEMOSTRACION. 1) Por la proposicién anterior, existe un operador lineal
en V y bases Ay B en dicho espacio tales que A =4 (1)) ,yB =5 (1)) -
Luego rango (A) = rango (4 ((T')) 4) = dim (Im (T'))

rango (B) = rango (5 ((T)) 5) = dim (Im (T'))

Asi rango (A) = rango (B)
2) Existe P € M, (R) invertible tal que B = P~'A P. Luego

traza (B) =traza (P~'A P) =traza (A P P7') =traza (A I) = traza(A)

(Recordar que traza(MN)=traza(NM))
3)det (B) = det (P™'A P) = det (P™') det (A) det (P) =
= det (A) det (P~') det (P) = det (A)
(Recordar que det(MN)=det(M).det(N) y det (M ~') = (det (M)~ ).
O
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OBSERVACION 7.43. No vale el reciproco de la proposicién anterior pues

1 1
A:<0 (1)>sz<1 (1)>cumplen

rango (A) = rango (B) = 2
traza (A) = traza (B) = 2
det (A) =det (B) =1

Sin embargo, no puede existir P invertible tal que B = P~1AP pues B # A.

7.11. El espacio vectorial £ (V, W)

Sean V, W espacios sobre un mismo cuerpo K. Notaremos L (V, W) al
conjunto de todas las transformaciones lineales T': V' — W.

PROPOSICION 7.44. El conjunto L(V,W) con la suma de transforma-
ciones lineales y el producto por un escalar por una transformacion lineal
definidas en la seccion 2, forman un espacio vectorial.

DEMOSTRACION. (Ejercicio). O

PROPOSICION 7.45. Sean V, W espacios vectoriales de dimension finita
sobre un mismo cuerpo K. Supongamos que dim (V) =n y dim (W) = m,
entonces L (V,W) es isomorfo a My, (K).

DEMOSTRACION. Probaremos que existe una transformacién lineal
F:L(V,W)— My (K)

biyectiva.
Definimos F' de la siguiente manera: Fijemos A base de V' y B base de
W. Luego, a cada transformacién T € L (V,W) le asignamos por imagen
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mediante F' a la matriz g ((T))4 € Mman (K), esto es F(T) =g ((T')) 4
Probemos que F' es lineal. Sean 71,75 € L(V, W)y A\, p € K.
F ATy 4 pT) = (AT1 4 p13)) o = A (T1) 4 + 1 (T2)) 4 =
A (Th) + pF (T2) -

Probemos que F es biyectiva.

1) F es inyectiva. Sean T1, Ty € L (V,W) tales que T} # T5. Debemos
probar que F' (T1) # F (T3).

En efecto siendo A una base de V por la proposicién 7.3 existe v; € A tal
que Ti (v;) # To (v;), entonces coordp (T (v;)) # coordp (Ts (v;)). Pero de
acuerdo a la definicién de matriz asociada coordp (T (v;)) y coordp (T (v;))
son las i-ésimas columnas de las matrices g ((11))4 v B ((12)) 4 respectiva-
mente.

Asi g ((Tl)) A #B ((Tg)) A; esto es F(Tl) #* F(Tg).

2) F es sobreyectiva. Dada M € M, (R), debemos probar que existe
T € L(V,W) tal que F (T') = M.

Vimos en la observacién 7.22 que dada una matriz M € M, (K) existe

una transformacién lineal T': V- — W tal que g ((T)) 4 = M, es decir que
existe T' € L(V,W), F(T) = M. O

COROLARIO 7.46. Sean V,W espacios vectoriales de dimension finita
sobre un mismo cuerpo K.
Se cumple que dim (L (V,W)) = dim (V') .dim (W).



