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1. INTRODUCCION

El objetivo del curso es que el estudiante aprenda a reconocer los problemas
tipo de la Investigacion de Operaciones de modo que sepa a qué técnico recurrir en
cada caso, para un adecuado estudio y solucién del mismo.

Como su nombre lo indica, la Investigacién de Operaciones (10), o
Investigacion Operativa, es lainvestigacion de las operaciones a realizar para €l logro
Optimo de los objetivos de un sistema o la mejora del mismo. Esta disciplina brinda y
utiliza la metodologia cientifica en la busgueda de soluciones Gptimas, como apoyo
en los procesos de decision, en cuanto a lo que se refiere a la toma de decisiones
Optimasy en sistemas que se originan en lavidareal.

Antecedentes historicos

El término 10 se utiliza por primeravez en el afo 1939 durante la 2da Guerra
Mundial, especificamente cuando surge la necesidad de investigar las operaciones
tacticas y estratégicas de la defensa aérea, ante la incorporacion de un nuevo radar, en
oportunidad de los ataques alemanes a Gran Bretafia. El avance acelerado de la
tecnologia militar hace que los gecutivos y administradores militares britanicos deban
recurrir a los cientificos, en pos de apoyo y orientacion en la planificacion de su
defensa. El éxito de un pequefio grupo de cientificos que trabajaron en conjunto con el
giecutivo militar a cargo de las operaciones en la “lined’, derivdé en una mayor
demanda de sus servicios y la extension del uso de la metodologia a USA, Canaday
Francia entre otros.

Sin embargo, €l origen de la Investigaci én Operativa puede considerarse como
anterior ala Revolucion Industrial, aunque fue durante este periodo que comienzan a
originarse los problemas tipo que la Investigacion Operétiva trata de resolver. A
partir de la Revolucién Industrial y a través de los afos se origina una segmentacion
funcional y geogréfica de la administracion, 1o que da origen ala funcién gjecutiva o
de integracion de la administracion para servir a los intereses del sistema como un
todo.

La Investigacién Operativa tarda en desarrollarse en € campo de la
administracion industrial. El uso de la metodologia cientifica en la industria se
incorporaa principiar los afios 50, apartir de la 2da Revolucion Industrial, propiciada
por los avances de las Comunicaciones, y la Computacion, que sientan las bases para
la automatizacion, y por sobre todo por el florecimiento y bienestar econdémico de ese
periodo.

Los primeros desarrollos de esta disciplina (10) se refirieron a problemas de
ordenamiento de tareas, reparto de cargas de trabajo, planificacién y asignacion
de recursos en e ambito militar en sus inicios, diversificandose luego, vy
extendiéndose findmente a organizaciones industriadles, académicas y
gubernamental es.

Algunasfechas, nombresy temas

1759 Quesnay (ecénomo) - Programacion Matematica

1874 Walras

1873 Jordan - Precursor de modelos lineales

1896 Minkowsky - Precursor de modelos lineales

1903 Farkas - Precursor de modelos lineales

189~ Markov - Precursor model os dindmicos probabilisticos
192~ - Primer desarrollo de model os de inventarios
191~ Erlang - Primeros estudios de lineas de espera

1920-30 Koningy Egervary - Méodos de asignacion (analiticos)
1937 von Neuman - Teoriade juegosy de preferencias
1939 Kantorovich - Problemas de distribucién
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2daguerra - Logistica estratégica paravencer a enemigo
1945 Finales 2da guerra - Logistica de distribucion de recursos de los
aliados (Rand Corporation- Fuerza aérea
norteamericana).
1947 Dantzig, George - M étodo simplex en base al trabajo de precursores,
inicio alaProgramacion Lineal.

1950-60 - Bellman - Programacion dinamica.
- Kuhn y Tucker - Programacion No Lineal.
- Gomory - Programacién Entera.
- Ford y Fulkerson - Redes de optimizacion.
- Markowitz - Simulacion.
- Arrow, Karloin, Scarf, Whitin - Inventarios.
- Rafia - Andlisis de Decisiones.
- Howard - Procesos Markovianos de Decision.

- Churchman, Ackoff, Arnoff - Orientacion a sistemas,
generaizacion de lalnvestigacion
Operativa.

1970y parte - Receso en € uso delalnvestigacion de Operaciones
década 80
1985en  Reflorecimiento de la disciplina con e devenir del control automético
delante  industrial, las microcomputadoras y las nuevas interfaces graficas que
impulsan € desarrollo de los Sistemas Automatizados de Apoyo a la
Toma de Decisiones, donde la Investigacion Operativa juega un papel
preponderante.
Actualmente 10 se aplicaa sector privado y publico, alaindustria, los sistemas de
comercializacion, financieros, de transportes, de salud etc., en los
paises desarrollados, “en viasde” y en los del tercer mundo.

Existen varias asociaciones en todo €l mund, que agrupan a personas (estudiantes,
cientificos y profesionales) interesados por € estudio y aplicacion de la Investigacion
Operativa. La mas grande de todas es INFORMS, de Estados Unidos de Norteamérica
asociacion que nace de la unién de la ORSA = Operation Research Society of
America, con 8 000 miembrosy laTIMS = Institute of Managment Science con 6 000
miembros. También existen A sociaciones Canadienses, Europeas, Latinoamericanas y
Asiéticas federadas en la IFORS, International Federation of Operation Research
Societies. La Asociacion Latinoamericana de Investigacion de Operaciones, ALIO,
conglomera alamayor parte de las Asociaciones de America Central y Sur.

Se publican decenas de revistas diferentes en todo € mundo. Existen
programas de Posgrado (maestria y doctorado) en la especialidad, en América y
Europa.

1.1 Quéeslalnvestigacion de Operaciones
En esta disciplina se destacan las siguientes caracteristicas esenciales:

» unafuerte orientacion a Teoriade Sistemas,
» laparticipacion de equipos interdisciplinarios,
» laaplicacion del método cientifico en apoyo alatoma de decisiones.

En base a estas propiedades, una posible definicion es: la Investigacion Operativa es
la aplicacion del método cientifico por equipos interdisciplinarios a problemas que
comprenden € control y gestion de sistemas organizados (hombre- maguina); con €l
objetivo de encontrar soluciones gque sirvan mejor a los propésitos del sistema (u
organizacion) como un todo, enmarcados en procesos de toma de decisiones.
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Los pasos a seguir en la aplicacion del método cientifico (coincidentes con los de la
Teoria General de Sistemas) son, en su expresion mas simple:

1.- Planteo y Andlisis del problema

2.- Construccion de un modelo

3.- Deduccion de la(s) solucion(es)

4.- Prueba del modelo y evaluacion de la(s) solucion(es)
5.- Ejecucion y Control de la(s) solucion(es)

Otra definicion: la Investigacion Operativa es la aplicacion del método cientifico aun
mismo problema por diversas ciencias y técnicas, en apoyo a la seleccion de
soluciones, en o posible 6ptimas.

Observar que € problema es UNO SOLO, sin embargo existen maneras distintas de
observar un mismo problema, dependiendo de los objetivos que se planteen para
resolverlo.

Ejemplo: Un proceso de decision respecto a la politica de inventarios en una
organizacion.

Existen 4 funciones administrativas que han dado lugar a departamentos cuyos
objetivos son:

Funcion Objetivo

Maximizar la cantidad de bienes (servicios) producidos

y minimizar €l costo unitario de la produccion.

Maximizar la cantidad vendida'y minimizar el

costo unitario de las ventas.

Minimizar el capital requerido para mantener

cierto nivel del negocio.

Personal Mantener lamora y laata productividad entre los empleados.

Produccion

Comercializacion

Finanzas

Conrespecto al INVENTARIO y segin estos OBJETIVOS:

El departamento de produccion necesita producir tanto como sea posible a un costo
minimo, lo que se logra fabricando un solo producto en forma continua, pues se logra
mayor eficiencia 'y se minimiza el tiempo perdido por cambio de equipo, al cambiar
de articulo. Con este procedimiento se logra un gran inventario con una linea de
productos pequefia.

El departamento de mercado también necesita un gran inventario, pero para
vender tanto como sea posible, debe surtir de la mas amplia variedad de
productos. Motivos de desencuentro con e departamento de produccion.

Para minimizar e capital necesario para que € negocio marche, €
departamento de Finanzas debe reducir la cantidad de dinero "comprometido”, lo mas
directo es reducir los inventarios. Se propone que los inventarios deben aumentar o
disminuir en proporcién alafluctuacion delas ventas.

En contraposicion, cuando la ventas son bajas, ni produccion ni personal
requieren disminuir la produccion, ni reducir personal. Personal le interesa mantener
la produccion a un nivel tan constante como sea posible, ya que € despido implica
repercusiones en la moral del persona , pérdida de personal calificado, nuevos costos
de formacion de nuevo personal cuando asi se requiera. Esto se traduce en producir
hasta €l nivel del inventario cuando las ventas son bajas y agotarlo cuando éstas
son altas.

L os objetivos enumerados y definidos de esta manera son dificiles de llevar a
la préctica por su inconsistencia desde € punto de vista de la organizacion y del
sistema en su conjunto. Es tarea y responsabilidad del gecutivo (gerente) determinar
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una politica de inventario que convenga a los intereses de toda la compania 'y no de
una sola de las funciones subordinadas. La tarea de organizacion y gerenciamiento
requiere que se considere a SISTEMA en su conjunto y ésta es la esencia del trabajo
gerencial. El gecutivo debe decidir y para elo recurrira a algin método. Le
convendra recurrir a un Investigador de Operaciones, dado que supuestamente éste
estara apto para utilizar la investigacion cientifica en apoyo a las decisiones que €
gjecutivo deba tomar. Este apoyo se hace especialmente necesario cuando se trata de
la blsqueda de soluciones “Optimas’ a problemas que se originan en las
organizacionesy servicios en general.

1.2 1.0 como apoyo a latoma de decisiones

Los procesos de decision pueden desarrollarse bgo situaciones deterministas,
aleatorias, de incertidumbre, o de competencia (adversas). Estas situaciones se
modelan a través de sistemas que también seran de tipo deterministas, aeatorios,
inciertos 0 basados en situaciones de competencia (adversas). Los sistemas
deter ministicos interpretan la realidad bajo € principio de que todo es conocido con
certeza. Los sistemas basados en situaciones aleatorias, de incertidumbre o de
competencia, asocian laincertidumbre a los fendmenos a analizar, incertidumbre que
puede resultar de la variacién propia de los fendmenos (variaciones gque eluden a
nuestro control, pero que tienen un patron especifico) o incertidumbre resultante de la
propiainconsistencia de esos fenGmenos.

Aplicando el método cientifico, €l Investigador de Operaciones construira uno o mas
model os (representaciones) del sistema, con sus operaciones correspondientes y sobre
é realizara su investigacion.

Los modelos de 1O se pueden representar con ecuaciones las que, aunque puedan
resultar complejas, tienen una estructura muy sencilla:

U =T (xi,])
segin
restricciones
U eslautilidad o valor de gjecucion del sistema,
Xj son las variables no controlables, o dependientes, cuyos valores dependeran de
las interrelaciones y valores de | as variables independientes.
Yj son las variables control ables, o independientes, con val ores dados.
f esunafuncion enx;j ey;.

Frecuentemente se requieren una 0 mas ecuaciones o inecuaciones de las llamadas
restricciones, paraexpresar el hecho de que algunas de las variables no controlables (o
todas), pueden manejarse dentro de ciertos limites. Por gemplo, el tiempo de maquina
asignado a la produccién de un producto siempre tendra valor positivo, y no sera
mayor que el tiempo total disponible o asignado paratal fin; otro g emplo, lasumadel
dinero presupuestado para cada departamento en un organizacion o industria no puede
exceder la suma de dinero disponible, etc.

Una vez obtenido e modelo, éste puede usarse para encontrar exacta o
aproximadamente los valores éptimos de las variables no controlables, aguellas que
producen lamejor gecucion del sistema, es decir, lasolucion al problema.
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EJEMPLO: Modeo de un problemaagricola

Supongamos que una empresa citricola y e Estado pretenden hacer inversiones
cuantiosas en € cultivo de naranja, limon , pomelo y mandarinas, con un doble
objetivo: @) reducir el desempleo rural y b) aumentar las exportaciones para equilibrar
la balanza de pagos.

Seguin estudios realizados, se mangjala siguiente informacion (datos inventados):

Tipode | Produccion | Areaminima Precio Costo por| Horas-hombre
abol  |promedio anual |por &rbol (m?)| promedio arbol de cuidado
en kgs/ arbol mundial por kg anual por arbol
Naranja 150 4 $10 $2.00 36
Limon 200 5 $04 $0.50 72
Pomelo 050 3 $15 $1.00 50
Mandarina| 150 6 $07 $1.50 10

1. Existe unaextension propicia para este tipo de cultivo de 250.000 m2

2. Seasegurael suministro de agua, aproximadamente por 20 afios (existencia de
aguadas en la zona).

3. Lafinanciera pretende hacer una inversién de 20 millones, pensando exportar
toda su produccion a partir del 3€" afio, que es cuando los arboles comienzan a
ser productivos.

4. El gobierno ha determinado que éste proyecto emplee al menos 200 personas

ininterrumpi damente.

Decision a tomar: ¢Cuantos arboles de naranja, limon, pomelo y mandarina, deberan
sembrarse con el objetivo de maximizar €l valor de la futura exportacion anual ?
Formulacion del problema:

Sean X1: numero de arboles de naranjaa ser sembrados.
X2 numero de arboles de limén a ser sembrados.
X3 numero de arboles de pomelo a ser sembrados.
X4:  numero de arboles de mandarinas a ser sembrados.

Vaor medio de laexport. anual: U =10-150X 1 + 4-200X 2 + 15-50X 3 + 7-150X 4

Seguin las siguientes r estricciones:
Extension detierra: - 4Xq + 5Xo + 3X3 + 6X4 < 250 000 m2
Inversioninicial: 2X1 +0.5X2 + 1X3 + 1.50X 4 < $20 000 000
Desempleo minimo:  36X1 + 72X2 + 50X 3 + 10X4 = 200-8-360
(horas hombre/dia/afno)
NuUmero de &rbolesasembrar: X1>0, X2 20, X3 20, X4 =0

Obtuvimos un modelo del problema de tipo:
Maximizar U =f ()
Sujetoa  Restricciones

Para ciertos tipos de funciones, como ser relaciones algebraicas elementales, s las
restricciones no son demasiado numerosas, existen métodos analiticos que resuelven
el problema gemplo que hemos modelado como un problema de programacion
matematica lineal. Para problemas con gran nimero de restricciones, |lamados “de
gran tamafno”, se han desarrollado técnicas que los resuel ven, la mayor de las veces en
forma aproximada.

La funciéon f, puede consistir en un conjunto de reglas de computo (un algoritmo p.
g.); reglas l6gicas que nos permiten calcular la utilidad (U) de gecucion para
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cualquier conjunto especifico de valores de las variables tanto controlables como no
controlables; generalmente obtenemos soluciones aproximadas a los valores optimos
de las variables correspondientes. Otras veces, nos vemos forzados a experimentar
con € modelo y simularlo, seleccionando valores de las variables segin una
distribucion de probabilidad, lo que nos permite calcular 00 muestrear un valor
aproximado de lafuncion U.

Ejemplo que muestrea un valor aproximado de |a confiabilidad de un grafo mediante
el Método Montecarlo:

Funcién de Utilidad de la Confiabilidad de G

cont :=0;
Paran:=1,N
sortear G
Si G conexo: con :=cont + 1
fin para
Conf (G) = cont/ N.

Una vez obtenido un valor (o muestra) de la funcion de utilidad, podemos especificar
un procedimiento que permita seleccionar valores sucesivos (de prueba) de variables
no controlables, de manera que converjan hacia una solucién optima.

Una SOLUCION OPTIMA es aguella que maximiza o minimiza (segin convenga)
la medida de gecucion de un modelo, sujeto a las condiciones y restricciones
pertinentes a sistema. Muchas veces, independientemente del procedimiento
utilizado, se busca una solucién “mas’ Optima, 0 mejor dicho, mas cercana a la
Optima. En consecuencia, la optimizacion produce la “megor” solucion para €
problema gue se esta modelando. La solucidn éptima sera la mejor para el modelo en
consideracion, ya que un modelo nunca es una representaci on exacta del problema; en
el megjor de los casos, e modelo es una "buena’ representacion del problema, de ahi
gue la solucion Optima o cercana a la Optima derivada de ese modelo, es una "buena’
aproximacion a la solucién éptima. y, por 1o tanto, se supone que serala“mejor” para
el problema que se pretende resol ver.

1.3 Problemastipo en I nvestigacion Operativa

Desde sus comienzos la Investigacion de Operaciones se ha aplicado a una gran
variedad de problemas; la gran mayoria de ellos han sido de natural eza téctica, mas
gue estratégica. Un problema es mas tactico que estratégico s cumple con las
siguientes condiciones:

1) su solucion puede modificarse o anularse facilmente, tiene efecto de corta
duracion;

2) su solucion afecta a una parte menor de la organizacion;

3) los resultados deseados se consideran como proporcionados (obtenidos), sin que
medie una sel eccion de medios, fines, metas u objetivos alargo plazo.

La planificacién de una empresa u organizacion, con sus metas y objetivos, es un
problema mas estratégico que tactico. EI minimizar los costos del transporte, en €l que
la minimizacion en si es e resultado conveniente, es considerado un problema mas
tactico que estratégico.

La aplicacion de la Investigacion Operativa a una amplia variedad de
problemas técticos, y la frecuente recurrencia de esos problemas, ha permitido
identificar problemas tipo que se agrupan segin los modelos y procedimientos
(técnicas) similares para su resolucion. Esos problemas tipo son: asignacion de
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recursos escasos, ordenamiento, secuenciacion y coordinacion de tareas, lineas de
espera, mantenimiento y reemplazo de equipos, inventarios, costos y tiempos, gestion
de proyectos.

Asignacion derecur sos, Ordenamiento

Los primeros desarrollos de la Investigacion Operativa se refirieron a
problemas de asignacion de recursos, ordenamientos de tareas, reparto de cargas de
trabgo, planificacion, todos con un objetivo preciso de optimizacion de la funcién
economica U en un mundo determinista. Entre las técnicas de optimizacion citamos:
la Programacion Lineal (se vera en € curso), No linea, Los méodos de
ordenamiento, Programacion Dinamica, Combinatoria, agoritmos de teoria de
Grafos, etc. Un g emplo clasico: determinar € nimero de piezas, de cada tipo, que
debe producir un determinado taller, a fin de obtener el maximo beneficio. Existen
varias maguinas, cada una de las cuaes tiene determinadas propiedades y
caracteristicas, segun las categorias 0 partes de piezas a producir por cada una de
ellas; por lo general se conoce la capacidad maxima del taller y € beneficio que se
obtendr& con cada categoria de pieza producida.

L ineas de espera, Reemplazo de equipos

Estos temas se desarrollan en mundo aleatorio por lo general. Se estudian las
esperas y retrasos ocurridos en e sistema, o las fallas en las instalaciones, su
reparacion y posibles politicas de mantenimiento y/o reemplazo.

Inventario, Costosy tiempos

Se trata de la operacién mas simple, la de almacenar y/o mantener recursos; se
estudia cuanto y cuéando adquirir. Muchos casos se resuelven modeldndolos como
lineas de espera.

Gestion de proyectos

El conjunto de tareas de un proyecto se modelan mediante un grafo, sobre €
gue se determinan cuales son los tiempos y las tareas criticas ("cuellos de botellas")
del proyecto. Técnicas usadas. CPM-PERT, método del Camino Ciritico.

Algunos de estos problemas, se estudiaran en € curso “Introduccién a la
Investigacion de Operaciones’.
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2. OPTIMIZACION

2.1 Introduccion

2.1.1 Motivos para estudiar Optimizacion

Existe una enorme variedad de actividades en e mundo cotidiano que pueden ser
Gtilmente descritas como sistemas, desde sistemas fisicos tales como una planta
industrial hasta entidades tedricas tales como los modelos econdmicos. La operacion
eficiente de esos sistemas usualmente requiere un intento por optimizar varios indices
gue miden e desempefio del sistema. Algunas veces, esos indices son cuantificados y
representados como variables algebraicas. Entonces se deben encontrar valores para
esas variables, que maximicen la ganancia o beneficio del sistema, o0 bien minimicen
los gastos o0 pérdidas. Se asume que las variables dependen de ciertos factores.
Algunos de esos factores a veces estan bajo € control (al menos parcialmente) del
analista responsable del desempefio del sistema.

El proceso de administracion de los recursos escasos de un sistema se suele dividir
en seisfases:

i analisis matematico del sistema

ii - construccién de un modelo matematico que reflgja los aspectos importantes del
sistema

iii validacion del modelo

iv manipulacion del modelo a fin de obtener una solucion satisfactoria, s no
Optima

v implementacion de la solucidn seleccionada

vi introduccion de una estrategia de control del desempefio del sistema después de
laimplementacion efectuada.

La cuarta fase, la manipulacién del modelo, es la que concierne a la teoria de la
optimizacién. Las otras fases son muy importantes en la administracion de cualquier
sistemay probablemente requeriran mayor esfuerzo total que la fase de optimizacion.
Sin embargo, en esta presentacion de la optimizacién se asumira que las demas fases
fueron o serén resueltas aparte. Debido a que la teoria de la optimizacion brinda este
eslabon en la cadena de la administracion de sistemas constituye un cuerpo importante
del conocimiento matemético.

2.1.2 El Alcance de la Optimizacion

Una de las herramientas més importantes de la optimizacion es la programacion
lineal. Un problema de programacion lineal estéd dado por unafuncién lineal de varias
variables que debe ser optimizada (maximizada o minimizada) cumpliendo con cierto
numero de restricciones también lineales.

El matematico G.B. Dantzig desarroll6 un algoritmo [lamado el método simplex
pararesolver problemas de este tipo. EI método simplex original ha sido modificado a
fin de obtener un algoritmo €ficiente para resolver grandes problemas de
programacion lineal por computadora
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Por medio de la programacion lineal se pueden formular y resolver problemas de
unagran variedad de campos del quehacer humano, entre |os que se puede mencionar:
asignacion de recursos en la planificacion de gobierno, andlisis de redes para
planificacion urbana y regional, planificacion de la produccion en la industria, y la
administracion de sistemas de transporte y distribucion. Por esto la programacion
lineal es uno de los éxitos de lamodernateoria de la optimizacion.

La programacion entera esta relacionada con la resolucién de problemas de
optimizacion en los cuales a menos algunas de las variables deben tomar sblo valores
enteros. Cuando todos los términos son lineales se habla de programacion lineal
entera.

Muchos problemas de naturaleza combinatoria se pueden formular en términos de
programaciéon entera. Entre los gemplos précticos se puede citar: ubicacion de
insumos, secuenciamiento de trabajos en lineas de produccion, balance de lineas de
montaje, problemas de asignacion biunivoca, control de inventarios, y reemplazo de
maguinas.

Uno de los métodos importantes para resolver esos problemas, debido a R.E.
Gomory, se basa en parte, en e método simplex antes mencionado. Otro método es de
naturaleza combinatoria y consiste en reducir € problema origina a otros més
pequefios, y tal vez mas féciles, y partir e conjunto de soluciones posibles en
subconjuntos més pequerios que pueden ser analizados més féacilmente. Este método
se [lama branch and bound (ramificacion y acotacion) o branch and backtrack. Dos
de las contribuciones importantes a éste método las han hecho Balas y Dakin. Pese a
las mejoras realizadas no existe alin un método unificado que sea eficaz para resolver
problemas de programacién entera de tamafio realista.

Otra clase de problemas involucran la administracion de una red. Problemas de
flujo de tréfico, comunicaciones, distribucion de bienes, y planificacion de proyectos
son generalmente de este tipo.

Muchos de estos problemas se pueden resolver por los métodos mencionados
previamente (programacion entera o lineal). Sin embargo debido a que esos
problemas usuamente tienen una estructura especial, se han desarrollado técnicas
especidizadas més €ficientes para su resolucion. En este campo las mayores
contribuciones se deben a Ford y Fulkerson; quienes desarrollaron e método de
etiquetado para maximizar € flujo de un producto a través de una red y un método
para minimizar €l costo de transportar una cantidad dada de producto a través de una
red. Esas ideas se pueden combinar con las de programacion entera para analizar toda
unafamilia de problemas practicos de redes.

Algunos problemas se pueden descomponer en partes y se optimizan |os procesos
de decision de éstas. En agunas instancias es posible alcanzar € éptimo del problema
original solamente descubriendo como optimizar esas partes constituyentes. Este
proceso de descomposicion es muy potente, pues permite resolver una serie de
problemas mas pequefios y féciles en vez de uno grande que podria ser intratable.

Los sistemas para |os cuales esta aproximacion brinda un optimo valido se llaman
sistemas seriales multi-etapa. Una de las técnicas més conocidas para abordarlos fue
bautizada programacion dindmica por R. E. Bellman, € matemético que la
desarrolld,. Los sistemas seriales multi—etapa se caracterizan por un proceso que se
realiza en etapas, como los procesos de manufactura. En vez de intentar optimizar
alguna medida de desempefio viendo a todo e problema como una unidad, la

10



ntroduccion 2 Iz Investiaacion de Operaci

programacion dinamica optimiza una etapa por vez a fin de producir un conjunto de
decisiones Optimas paratodo €l proceso.

Una variada gama de problemas tales como inversiéon de capital, confiabilidad de
méquinas, y andlisis de redes se pueden ver como sistemas seriales multi—etapa; de
modo que la programaci 6n dinamica tiene una amplia aplicabilidad.

En la formulacion de muchos problemas de optimizacién no se puede hacer la
hipétesis de linealidad que caracteriza a la programacion lineal. No existen
procedimientos generales para problemas no lineales. Se han desarrollado un gran
nimero de algoritmos especiales para tratar casos particulares. Muchos de esos
procedimientos se basan en la teoria matemética relacionada con € andlisis de la
estructura de tales problemas. Esta teoria se llama generalmente optimizacion clasica.
Una de las principales contribuciones modernas a esta teoria fue hecha por
Kuhny Tucker quienes desarrollaron o que se conoce como las condiciones de
Kuhn — Tucker.

La coleccion de técnicas desarrolladas por esta teoria se [lama programacion no
lineal. Pese a que muchos problemas de programacion no lineal son muy dificiles de
resolver, hay cierto nimero de problemas practicos que pueden ser formulados de
manera no linea y resueltos por los métodos existentes. Esto incluye el disefio de
entidades tales como transformadores eléctricos, procesos quimicos, condensadores
de vapor y filtros digitales.

2.1.3 La Optimizacién como una rama de las M ateméaticas

Se puede ver, por lo dicho en la seccion anterior, que la teoria de la optimizacion
es matemética por naturaleza. Tipicamente involucrala maximizacion o minimizacion
de una funcién (a veces desconocida) que representa el desempefio de algin sistema.
Esto se resuelve encontrando los valores de las variables (cuantificables vy
controlables) que hacen que la funcion acance su mejor vaor. A fin de entender
como operan los algoritmos se requieren conocimientos de dgebra lineal y clculo
diferencial con varias variables.

Algunos de los problemas de |a teoria de optimizacion se pueden resolver por las
técnicas clésicas del caculo avanzado (tales como métodos Jacobianos y € uso de
multiplicadores de Lagrange). Sin embargo, la mayoria de los problemas de
optimizacion no satisfacen las condiciones necesarias para ser resueltos de esta
manera. Muchos de los otros problemas, pese a poder ser tratados con las técnicas
clasicas, se resuelven mas eficazmente si se utilizan métodos disefiados para cada
caso particular. A través de la historia de las mateméticas se ha construido una
coleccion de tales técnicas. Algunas han sido olvidadas y reinventadas, otras
recibieron poca atencion hasta que las computadoras | as hicieron utilizables.

El grueso de material a respecto es de origen reciente debido a que muchos de los
problemas, tales como e flujo de trafico, recién ahora cobran interés y también
debido a gran numero de investigadores disponibles actualmente para anaizar tales
problemas. Cuando ese material es catalogado dentro de un cuerpo autocontenido de
conocimientos el resultado es una nueva rama de las mateméaticas aplicadas.

11
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2.1.4 Conceptos Basicos de Optimizacion

Esta seccion introduce algunos de los conceptos béasicos de optimizacion que
se utilizan alo largo del presente compendio. Cada concepto se ilustra por medio del
siguiente ggemplo.

El problemaes:

Maximizar: f (x1,%0) (1)
sujetoa  hy (x1,x0) <0 (12
X120 (L.3)

X9 2 0 (1.4)

Este es un problema tipico en la teoria de optimizaciéon: la maximizacion
(o minimizacién) de una funcién real de variables reales (a veces una sola variable)
sujeta a un numero de restricciones (a veces este nUmero es cero).

Lafuncion f se [lama funcidn objetivo, X1 y X2 se llaman variables independientes
o variables decisionales. El problema es encontrar valores reales para X1 y X2, que

satisfagan las restricciones (1.2), (1.3) y (1.4), los cuales introducidos en (1.1) hagan
quef (x1,x2) tome un valor no menor que para cualquier otro par Xj,X2.

En lafigura siguiente se muestran tres contornos de la funcién objetivo.

La funcion objetivo tiene e mismo vaor en todos los puntos de cada linea, de
modo que los contornos pueden asimilarse a las isobaras (0 isotermas) de un mapa
climético.

No es dificil ver quela solucién del problemaes:

X =(%,,%,) =(1,0)

12
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Esto significaque
f(X)=f(X),0XOS (1.5)

Cuando una solucion X 0Os satisface (1.5) se Ilama solucién éptima, y en este caso
solucion méxima (también solucion optima o maximal). S el simbolo en (1.5) fuera
“<”, X seriauna solucion minima. Ademés, f (X) se llama valor éptimo, y no debe
ser confundido con solucién optima.

En la figura se observa que se podrian obtener valores mayores de f eligiendo
ciertos x1, xo fuerade S.

Cualquier par ordenado de numeros reales se llama solucion del problema y e
valor correspondiente de f se llama valor de la solucion. Una solucién Xtal que X O S
se Ilama solucion factible, en tanto que S = {(x1,x2) : h (X1,x2) <0, X1 = 0, X2 = 0},
gue generalmente es una region conexa, se llamaregion factible.

2.2 Convexidad

Se revén a continuacién | as propiedades méas importantes de |os conjuntos convexos y
de las funciones convexas, tales conjuntos y funciones juegan un rol muy importante
en la optimizacion por dos motivos:

— Cuando se tienen funciones y conjuntos convexos se puede identificar con
seguridad los [lamados “ dptimos globales’.

— Muchas operaciones y transformaciones conservan la convexidad, por lo que se
puede construir funciones y conjuntos convexos méas complicados a partir de los més
sencillos.

Definicién: Combinacién Convexa.

Dados (x,y) O 0N, una combinacion convexa de ellos es cualquier punto de laforma:
z=ax+(1-a)y
conaJ0|0<sa<1.
Notas:
* Sia£0y a#£l, sedice que z es una combinacion convexa estricta (o propia).

* La interpretacion geométrica es que z es un punto del segmento de recta
determinado por (X,y).

Definicién: Conjunto Convexo.

S 0 0N es un conjunto convexo si
[ax+ (1-0)y] OS

Oxy)OS,0Da00:0<sa<1

13
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conjunto convexo conjunto nNo convexo

Es decir que S es un conjunto convexo si contiene a todos |os segmentos de recta que
se pueden formar con |os puntos que le pertenecen.

Definicion: Funcion Convexa (en un conjunto convexo).

Sea S O N, un conjunto convexo.
Lafuncionf: S - [ esconvexaen Ssi:
flox+ (1-a) yl s af(x) + (1-a) f (y)
Oxy)0S<a00:0<sac<1

Si S=0N, sedice quef es convexa.

f

a f(x) + (1-a)f(y)

/f lax+ (1-a)y]

2.2.1 Composicion de conjuntosy funciones convexas

La importancia de las funciones y conjuntos convexos radica en que las condiciones
necesarias para que una solucion sea un Optimo local se convierten en condiciones
suficientes para que sea Optimo global, cuando las funciones y conjuntos en cuestion
S0ON CONVEXOS.

Sean S y T conjuntos convexos, a [ O y f una funcion convexa. Entonces los
siguientes conjuntos también son convexos:

i aS={ax|xOS} iii S+T={x+y|xOS,yOT} v { W) | f(X) < u}
i SnT iv {xf(x) < a}

Sean f y g funciones convexas en un conjunto convexo S,y a = 0.
Entonces | as siguientes funciones también son convexasen S.

i h1(x) =f(x) + 9(x)
i ho(X) = a f(x)
i h3(x) = max{f(x), g(x)}

Seanfj : lj - O, (i = 1,...,n) funciones convexas en € intervalo |; O O.

14
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f(x):Zn:fi(x) esunafuncion convexaen | ={x O 0ON|x O}

i=1

2.2.2 Funciones convexasreales, de una sola variable

Para poder utilizar los resultados anteriormente expuestos es necesario poder
reconocer las funciones convexas. Por tal motivo, en primer lugar se analizarén las
funciones de una sola variable.

Unafuncionf: S — [0 esconvexaen e conjunto convexo S, Sii:
f(A-A) x+ A y) = (1-A) f(X) + A f(y)
Ox,yOS,conA<0obienA >1.
Unafuncion diferenciablef: | — O con | O [0 es convexasii:
f(y) 2 f(x) + ' (x) (y=>)
Uxy Ul
Unafuncion diferenciable f en unintervalo | 0 O es convexasii f'esno decreciente.

Una funcion f diferenciable hasta el segundo orden en un intervalo | O [0 es convexa
sii fr=0enl.

2.2.3 Funciones convexas en ON
Unafuncion diferenciable f en un conjunto convexo S es convexasii
f(y) = f(x) +0f (x) (y—x), Ox,y O S.

Una funcién f diferenciable hasta el segundo 6érden en S O O convexo y abierto es
2 f

convexa sii la matriz de derivadas segundas: ( J es semidefinida positiva en

0%
an,
Proposicion: desigualdad de Jensen

Sea f :C - R unafuncion convexa sobre un conjunto convexoyx, JC,m=1,4 20

con Zm:/]i =1.

i=1

Entonces secumpleque: (D Ax) <> A f(x)
i=1 i=1

Demostracion por induccion en m:

Paso Base (m= 2): Sean A4, 20/A, +A, =1y x,X, 0C.

F(AX + A%,) = T(AX + (1= A4)%) S A T4) +(L=A4) T (%)

AtA, =1 f es convexa en
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Paso Inductivo:

(Hipotesis) f(zk:/lixi) < Zk:/]if(xi) , ksm-1

(Tess)  F(AX) <D AT(x)

Demostracion:

f(i/]ixi):f(/]mxm+§/1 x) f(/\ X, + (1= A )f(l ) )j_

= f(AXn + A=A)Y) £ An T (X5) + Q= A,) T(Y) = A T (%) + (1 -4 )mz )<

T (1- ﬂl )
f convexaen C

m-1

<A f(x)+(1-A )Z

)f(x) Z)If(x)

H.I.

2.3 Optimos Localesy Globales

En este capitulo se estudian las propiedades de las soluciones dptimas. Se brinda
ademés un conjunto de condiciones necesarias y suficientes para que una solucion sea
local o global mente éptima.

2.3.1 Optimos locales y globales, direcciones factibles y direcciones de
descenso

Lasiguiente eslaformagenera de un problema de optimizacion:

Min f (x)
(G)ssujetoa:
xUF

y los problemas de programacion matematica, tienen laforma siguiente:
Min f(x)
sujetoa:
(M)
g(x)<0
x X
Todos | os problemas de optimizacidn pueden ser escritos en laforma general (G).

Sesupondraque F O ONy f: F - [, donde F eslaregion factibley f la funcion
objetivo.
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En un problema de programaci n matemética se supone que

XOong: X - OMyf: X 5 0.

En el problema (M) laregion factible es el conjunto: {xD X|g(x) < 0}
Definicion: x OF esun optimo global de (G) sii (x) > f (x)Ox OF .
Definicion: X UF esun éptimo local de (G) sii Oe >0, tal que se cumple que
f()=f(x)0x0OF, con|x-x|<e.

La mayoria de los métodos para halar un 6ptimo son por busgueda direccional:
partiendo de un punto de F, se define una direccion de busgueda y se determina un
nuevo punto a lo largo de ésta. Por ese motivo son de interés los conceptos de
direccion factible y direccion de descenso.

Definicion: d es unadireccion factible de (G) en x OF si [1,>0 tal que x+td OF O 1
[ (0,7p)

Definicion: d es una direccion de descenso [0 ascenso] de la funcion f en x OF s
1, >0 tal que

f(x+td) < f(x) Ot 0 (010)
en el caso de ascenso: (f (x+1d) > f (X)]

Observacion: Sea f una funcion diferenciable en x OF. Si 0Of (X)d <0, entonces d es
unadireccion de descenso en x.

2.3.2 Condiciones necesariasy suficientes para optimos

Con las definiciones que preceden, mas las de convexidad, se puede definir un
conjunto de condiciones de optimalidad. Previamente se deberd distinguir entre
condicion necesaria 'y condicion suficiente.

Una condicién necesaria para un éptimo (local) es una condicion que se cumple en
cada solucién optimal, aunque también podria cumplirse en otras soluciones.

Puede ser utilizada para descartar, en la busqueda del éptimo, aguellas soluciones que
no cumplen la condicion necesaria de optimalidad, o limitar a priori la busqueda a
aquellas soluciones que cumplen dicha condicion.

Una condicion suficiente para un optimo (local) es una condicion que si se cumple
garantiza que la solucion es optima (local).

Se puede utilizar en un procedimiento en e que se trata de lograr que la condicion se
cumpla, para de ese modo obtener una solucién optima.

Teorema: Si x OF esun Optimo local de (G) no existe en ese punto ninguna direccion
de descenso que ademas sea factible.

En consecuencia: una condicion necesaria para que x OF Sea un Optimo local, es que
en ese punto no exista ninguna direccién factible de descenso.

Teorema: Si en un problema del tipo (G), la funcion objetivo f es diferenciable, y
X OF es un optimo loca de (G), entonces Of (x)d =0 para todas las direcciones
factiblesden x.

17
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Corolario: Si lafuncién objetivo f de (G) es diferenciable, y x es un punto interior de
F que cumple ser éptimo local, entonces: Of (x) =0 .

Teorema: Si la funcidn objetivo f, y la regién factible F de (G) son convexas y
ademas no existe una direccion factible de descenso en X OF, entonces X €S un
Optimo global del problema (G).

Notese que € teorema precedente establece una condicion suficiente de optimalidad
para un problema en que la funcion objetivo y laregion factible son convexas.

Teorema: Sean f y F convexas en € problema (G), con f diferenciable. Si existe x OF
tal que Of (X)d =0 para todas las direcciones factibles d en x, entonces x es un
optimo global de (G).

2.4 Condiciones de Kuhn-Tucker

Para problemas de programacién matemética también se pueden aplicar |os teoremas
anteriores. Para este tipo de problemas existen ademas condiciones de optimalidad
especiales, las llamadas condiciones de Kuhn-Tucker. Estas serén introducidas a
través de una analogia con la mecénica. Considérese e siguiente problema:
Min f (X)
sujetoa:
0,(x) <0, i=1..,m
x X

(M)

Los dptimos locales de (M) pueden ser vistos como las posiciones de equilibrio
estable de una particula que se mueve en un campo de fuerza cuyo potencial esf, en
una region X, y condicionada a moverse en €l interior de una regién delimitada por

ciertas “paredes’ : V, :{x|gi (x)= O}.
Supo6ngase que la particula esta en reposo en x, punto interior de X.

La particula esta expuesta a fuerzas de reaccion rj perpendiculares a las paredes y

orientadas hacia el interior, como los gradientes Cg, son también perpendiculares alas
paredes, pero orientados hacia €l exterior, |as fuerzas reactivas de las paredes pueden
expresarse CoOmo: r, = -\, g (X) paraparametros A, >0, suponiendo que Og, (X) # 0.

Las fuerzas reactivas solo actlian en las paredes que estan en contacto con la particula,
es decir que A, # 0solamente cuando g (X) =0. Esto se expresa en la forma siguiente:
Ao (X)=0,i=1,.,m.

Finalmente, para que la particula esté en reposo se exige balance de las fuerzas:

~0f (x)+ 2. (-),[g, (x)) =0

18
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El resumen de estas exigencias son las Condiciones de Kuhn — Tucker:
i 9g(X)<0, esdecir: que & punto esté en laregion factible.
il ANg(x)=0, i=1,...,m, fuerzasblo en lasparedes“activas’.
iii A, >0, lasfuerzas apuntan hacia el interior de laregion factible.

v Of (x)+ > \,0g (%) =0, equilibrio de fuerzas.

Las condiciones de Kuhn — Tucker son necesarias para que un punto x interior a X,
sea Optimo local, salvo que ocurran casos excepcionaes, por gemplo: Og (X)=0, 0
gue -0f (X) no pueda ser balanceado por las fuerzas reactivas, como ocurre en la
figurasiguiente:

Estos casos excepcionales se evitan imponiendo “constraint qualifications’, que son
condiciones que deben ser satisfechas por las restricciones del problema. Muchas de
ellas se expresan en € punto éptimo potencial, por 1o que no son muy Utiles en la
préactica, ya que no se sabe cual es el optimo. Suele ser més Util imponer las
siguientes:

i gue las restricciones sean lineales.
I que las gj sean convexasy existaun x tal que g, (X) <0, i=1,...,m

En resumen, se formula dl:

Teorema de Kuhn — Tucker: Sea x 0X un punto interior que es éptimo local del
problema (M), y sean f y gj funciones diferenciables. Si se cumplen las “constraint

qualifications’ apropiadas existe A OO™ que satisface las siguientes condiciones de
Kuhn — Tucker:

i g(X)<0

i Ag(x)=0, i=1...m
i A=0

v OfF(x)+ > A0g(X)=0
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El siguiente es un caso particular del Teorema anterior:
Teorema: Seaf unafuncion diferenciabley x una solucion éptimade:
Min f (x)
(P)<sujetoa:
x=20

Entonces

i x>0

i Of (X)X =0

i Of (X) =0
En caso de tener restricciones de igualdad, las fuerzas reactivas de la anaogia

mecénica anterior pueden apuntar hacia ambos lados de las paredes, y en
consecuencia desaparece laexigenciade A, >0.

Ademas, todas las “ paredes’ son tocadas por la particula en todos los puntos factibles,
por lo que A, g, (X) = 0 también desaparece.

El teorema correspondiente se enuncia:
Teorema: Sea x un optimo local del problema
Min f (x)
(M_){sujetoa:
9(x) =0
y sean |as g;j tales que Og, (x) son linealmente independientes parai =1,...,m

Entonces CA 0O™ tal que Of (x)+ . A;0g;(X) =0

2.5 Relgjaciones

Cuando se enfrenta un problema dificil de optimizacion, es posible reformularlo de un
modo més facil por medio de una relgjacion; ésta nueva version se llama problema
relajado

2.5.1 Generalidades sobrerelajaciones
Considérense |os siguientes problemas:
Min f (X) Min f, (X)
(G)ssujetoa: y (G,)sujetoa:
xUF xUF,

Definicion: Sedice que (G| ) esunarelgacion de (G) sii:
i)FLOF,
i frey<sf(),xdOF.
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Observacion: Si f esté definida fuera de F, no es necesario que se cumplaf | < f para
los x exteriores al dominio F.

Teorema 1.
Sea (G| ) unarelgacion de (G),
%,y % soluciones optimales de (G| ) y (G) respectivamente
LU F.
En tales condiciones se cumple:
fL(x) f(R) ().
Prueba:
fL(%) < fi (x) por ser x, solucién optimal de (Gy).
fL (%) <f (%) por ladefinicion de relajacion.
f(x)<f(x,) por ser x solucion optimal de (G).
.

Observacion: En e teorema anterior se supone que existe por |o menos un valor de
XOF en € cual lafuncion f acanza un minimo. Para formular €l teorema de un modo
mas genera deberia decir inf{f(X):x(OF} en vez de f(x), y eventuamente lo mismo
para f (% ). De esa manera se pierde, lamentablemente, ago de claridad.

Supondremos, por lo tanto, a partir de ahora, que siempre existe un valor x[JF que es
solucion optimal de (G).

Corolario 1.1:
Sean (G| ) unarelgiacion de (G), y %, unasolucion optimal de (G ) que cumplelas
siguientes condiciones:
i % OF,
if (%) =f(x)
En tales condiciones se cumple que %, estambién solucion optimal de (G).
Prueba:

Paraque %, sea solucion optimal de (G) debe, primero, ser una solucion factible, 1o
cual escierto por i. Para demostrar que brinda un valor de f menor oigual que el de
cualquier otra solucion factible; seax una solucion factible cualquierade (G).
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f(x) = fi_(X) por ser (G| ) unarelgjacion de (G).
fL(X) = f (%) por ser x_unasolucion optimal de (G| ).
fL(%) =f(%,) por hipotesisii
luego: f(x)=f(x,).
Entre | as rel g aciones mas tipicas se puede citar:

— ignorar la exigencia de que a gunas variables sean nimeros enteros
- ignorar algunas restricciones de positividad.

2.5.2 Relajacion Lagrangeana.
En los problemas de Programacion Matemética, que son del tipo:
Min f (X)
sujetoa:
(M) | g, (x) <0, i=1...,m
xOX

se usa comunmente la llamada relajaciéon lagrangeana que consiste en agregar la
variable A O OMy construir € siguiente problema:

Min, f (x)+Zm:/1].gj(x)

(M,)<sujetoa:
x X

Losvalores A jse [laman “ multiplicadores de Lagrange” o “pardmetros lagrangeanos’ .

Atencion: los multiplicadores de Lagrange no son variables sino parametros, es decir
que por cada A tenemos un problema de optimizacion (M) en lavariable x.

f,()=f () +ATg(x) = f (x)+> N\ g (x) eslallamadafuncion lagrangeanade (M)) y se
escribe L(x,A).
Teorema 2:
A = 0= (M)) esunarelgjacion de (M<).
Prueba:
Deben cumplirse las dos condiciones de la definicion de relajacion:

» La region de soluciones factibles de M< es F = {xOX: g(x)<0}, que es un
subconjunto de X; ademas la region de soluciones factibles de M), es Fy = X;
por lo tanto: Fy, O F.

» SeaxUF, entonces g;j(x)<0, [i.
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Si A20, es decir: Aj = 0, Ui, se cumple que ixigi(x)so, por lo tanto,

f,(x)=f (x)+zm:)\igi(x)s f (x). En consecuencia M, es unarelgjacion de M<

i=1
En el caso de problemas con restricciones de igualdad
Min f (x)
sujetoa:
(M.) _
9(x) =0
x X
Larelgjacion lagrangeana se construye de forma anédoga.
Teorema 3:

(M) esunarelgjacion de (M=) paracuadquier A O OM.
Prueba:
Se deduce a partir de la prueba del teorema anterior.

Teorema 4: (Teoremafundamental de la Relgjacion Lagrangeana)

Si %, esunasolucion optimal de M) que cumple:

[ g(%,) <0.
i Aigi(%,) =0, i=1..m,
iii A=0.
entonces %, es también una solucion optimal de M<.

Prueba:

* M) esunarelgacion de M< debido alacondicioniiii y por e Teorema 2.
* %, essolucion optimal de M) por hipotesis.

* %, [ Fdebidoalacondicioni.

o fL(R)=F(X) +i)\igi (%,) = f(%,) por lacondicionii.

i=1

Detodo lo anterior, y del Corolario 1.1 se deduce latesis.

La condicion ii se llama condicion de complementariedad porque exige que Aj =0, 0
bien: que gj (%,) =0.
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Ejemplo 1: Considérese € siguiente problema:

Min f (X) =Zz:(x—2’z)

sujetoa:

(P) .

Se supone que b y 3 ( = 1,...,n) son positivos. Se comienza por escribir la primera
restriccion de lasiguiente forma: b-> axx,<0.
=1

A continuacion se introduce un parametro lagrangeano (pues hay solamente una
restriccion) y se obtiene el problema lagrangeano relajado (P)):

Min, f,(0) = (% -Aa,x,)+ b
=1

(P,)ssujetoa:
X; >0,j=1...,n

En la minimizacion con respecto a X, Ab es una constante que no incide en la
determinacion de la solucién optimal.

Puesto que en (P)) las distintas Xj son variables independientes, se puede
descomponer e problema (P)) en n subproblemas de optimizacion (P)\j)
independientes:
Min, f (x,) =% -Aax,
(P,;)qsujetoa:
X; >0,j=1...,n

Aj

. of
Setiene que
0x

. (X;) = %; =Aaq,

J

A

' (X;) > 09 x; > A3,

l

A

Luegoq—"L(x,) <0;s x; < Aa,

J

A

17, €

J

(X;) =09 x; = A3,

Por lo tanto (PAj) presenta un minimo global cuando x; =Aa; =%,(A), y en
consecuencia: (P)) tiene un éptimo global en x()).
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Para resolver el problema (P) se trata de encontrar los valores de A que satisfacen las
condicionesi al iii del Teoremad.

Lacondicion ii (condicion de complementariedad) establece que:
A=0,0bien:
Z a;X,(4)=b

Se discuten a continuacidn ambos casos.

)I(b—ZaJ.f(j (1)=0, esdecirque:{

— SiIA=0= %,(A)=0,ynosesaisfacelacondicioni: > a % (A) zb.
— Sib=>a% (M) =>ala =>b=r) a’.

PorlotantO)\:X:t/Zaf.

k=1

Con este valor de A es vdido que A = 0, lo cual equivae a iii; y es vdido que
> a % (\)=b, que equivaleaiy ii. Por lo tanto A satisface e Teorema 4, es decir que
%, =%;(A\) =a,b/Y a? esunasolucion optimade (P). El valor optimal es:

f(R)=1Yah’/(Yar)* =1b’y & /(Y af)* =1b* /Y &

Ejemplo 2: El problemadel mochilero o “Knapsac Problem” (caso continuo).
Considérese €l problema del mochilero, definido como sigue:

Max > a X,
j=1
sujetoa:
(KP) .
D bx; <b
=1
0< X; £ 1

Siendo ), bj, b>0.
Setrata del problema de cargar de viveres una mochila de volumen b para un vigje.

Se debe elegir entre n comestibles; de cada uno de ellos hay existencias por un
volumen bj con un poder nutricional total aj; Xj representa la parte que & mochilero

debera cargar de las existencias del alimento j—ésimo.

Los alimentos tienen distinto “valor” que es su poder nutricional por unidad de
volumen (Cj = g / bj). Parece natural elegir alos comestibles en orden decreciente de

valor nutricional. Supongase que se cumple c1=C22...2Cp.

Se propone € siguiente procedimiento parallenar la mochila

“asignar X1 = 1, xo = 1, etc. hasta llegar a alimento k—ésimo, e cua no cabe
total mente, por lo que se coloca todo cuanto quepa (0 < xik < 1)”.

Se probara que ésta es una solucién optima utilizando relgjacién lagrangeana.
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Se construye la relgjacion lagrangeana (KP)) de (KP) (previamente se plantea el
problema como uno de minimizacion)

Min, > (-a; +Ab,)x; = Ab
j=1

(KP,){sujetoa:
O<x; =1

(KP;) se descompone en un problema (KP), ,j) paracada].
MinXj (—a; +4b;)Xx;
(KP, ;) sujetoa:

0< X; <1

Notese que si —aj + Abj > 0, es decir: si A > aj / bj = ¢j, € valor minimal se presenta
en Xj()\) = 0. Delamismaforma, si A < Cj se obtiene Xj()\) =1l ys A= G, se puede
elegir xj U [0,1].

Sea A = ck, donde k es el comestible que (de acuerdo a lo anterior) no entraba
totalmente en lamochila.

Sij<Kk, entonces ¢j = Ay por lo tanto: %, (A) =1

Sij>Kk, entonces ¢j < A,y por lo tanto: %, (X) =0.

x () se puede elegir tal que %, (\) 0[0,1].

Lasolucion haladaintuitivamente, soluciona el problemarelajado con A = c.
Ademas se cumpleA 20y > a;%,(A)=b por lo cual %(A) satisface las condicionesi al
iii del Teorema4. Por lotanto %(\) es solucién optimade (KP).

En resumen:

El Problema del mochilero:

Max > ax,
j=1
sujetoa:
(KP) .
D bx; <b
=1
0< X; < 1

(con g, bj y b > 0) se soluciona, en e caso continuo, asignando variables igualesa 1
en orden de valor, es decir, en orden descendiente de 3 / bj y sin exceder la
disponibilidad b del recurso.
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Sea xi la variable que violaria la restriccion s le fuera asignado e valor 1. Para esta

variable se elige un valor menor que 1 y de modo gue la restriccion se satisfaga
exactamente.

Ejemplo 3: Encontrar un optimo global a siguiente problema:

min Zn:amz
i=1
sujetoa
(P) . \
Z(hx *a, pjxjjzbo
i=1 =1
x>0 0i=1.n

Sabiendoque p >0, & >0, b >0 Oi=1.n y b,>0

Primero reescribimos la restriccion:
Z[b.xi +a, ), pjxjj =bX +a P A PoX, tet A P Xt H DX A P A PoX, te A pX,
j=1

i=1
X +pxA=Y (b +Ap)x
i=1 i=1
Siendo A:Zn:aj .
=1

Por lo tanto, el problema puede ser reescrito asi:

min Zn:aixi2
i=1
sujetoa
b, _zn:(bi +Ap)x <0
i=1

x>0 0i=1.n

(P)

Hallamos &l problema P,, relgjando la restriccion:

min Y axt - Ab +Ap,)x +b,

i=1
(P,){sujetoa
x>0 Ui=Lln

Eliminando € término independiente y separando € problema, tenemos:
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min a;x —A(bj +A-pj)xj
(P,;)qsuietoa
X; >0 [j=1n
Como a; >0, la funcidn objetivo es convexa Entonces, encontramos & oOptimo
derivando:

A(bj + A-pj)
2a.

J

2a,x, = Alb, + Ap,)=0=x, (1) =

Imponiendo la condicion de complementari edad, tenemos que

A(bo-i(b. +A-pi)>q(A)j=0

i=1

Si A =0, lasolucion no es factible pues se violarialarestriccion x; > 0.

Entonces
n n /](b +A'p') b,
b +Ap )x =b b+Ap)———=b,=> A=
;( i + p|)Xl Oj;( i + p|) 2a.l 0:> Zn:(bI +A-pi)2

i=1 2a,

Finalmente, |a solucion éptima se obtiene sustituyendo ese vaor de A:

= bo(bj +A-pj) . bO(bj +A-pj)
e brAp) (b +Ap)
2 ! | I . ] 1
aJ; 28, a'zl a

Con condiciones de igualdad, el Teorema 4 tiene unaforma més sencilla
Teorema5:

Si %, esunasolucion optimal del problema (My) que cumple:

9(%)=0
entonces %, es una solucion optimal de (M=).
Prueba:

Se utilizael Corolario 1.1y su notacion:
(My) esunarelajacion de (M=) O A O OMpor el Teorema 3.
%, essolucion optimal de (M) por hipoétesis.

%, [ F porque se cumple %, 0 X, y g(%,) = 0.
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(%)= f(5)+2 A8 (%) =1 (%) puesgi(%,) =0, O

la conclusion se desprende ahora del Corolario citado.

Teorema6:
Sean f y gj funciones convexasy diferenciables. Si x 0 Xy A 0 OM, satisfacen:
i g(x) <0.
i Nigi(x) =0.
iii A =0.

iv Of (X) +iXiDgi (X)=0

=
entonces x es optimo de (M<).
Prueba:
i —iii son las condiciones del Teorema4.
Se demostrara a continuacion queiv significaque x es solucion optimal de (M)):
f = f+> \g esunafuncion convexa porque Aj = 0 implica que Ajg; es convexay
las sumas de funciones convexas son convexas.
Como Of = Of+ > A\,Og;, lacondicion ivimplicaque f (x) = 0.
Por ser f)\ (X) unafuncién convexa, se cumple LI x 0 X que:
fo(x)=f,(X)+0f, (X)(x-X) = f,(X)
y por lo tanto, x es solucion optimal de (M,).
Latesis se desprende del Teorema4.

La mayoria de |os teoremas de esta seccion suponen que %, COF, 0 seaque la solucién
optimal del problema relgjado pertence a la region factible del problema origina. S
%, OF se puede, a partir de %, encontrar un punto %, OF gue no es mucho mas caro,
lo cua se deduce del siguiente teorema:

Teorema 7:
Sean

(GL) unarelaacion de (G).

%,y % soluciones optimales de (G| ) y (G) respectivamente.

%, unasolucion no necesariamente optimal de (G| ), que cumple x, O F.
En estas condiciones se cumple: f (%)< f(X) < f(x).
Prueba:

f (X)) < f(X), por el Teorema 1.
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f (%)< f (%), porser x solucion optimal de (G).

luego: f, (%)< f(R)<f(X)

2.6 Dualidad

En e capitulo anterior se resolvieron problemas de optimizacién determinando
(anaditicamente) los multiplicadores de Lagrange. Esto rara vez se puede hacer en la
préctica, y en su lugar lo usua es determinar los multiplicadores de Lagrange
resolviendo un nuevo problema de optimizacion, |lamado Problema Dual € cua
consiste en buscar la relgjacion “mas fuerte posible”, o sea, unarelgacion cuyo valor
optimal esté tan proximo como sea posible del valor éptimo del problemaoriginal.

2.6.1 Problemas duales. Condiciones de optimalidad

Considérese un problema de Programacion Matematica (P) cuyas restricciones son
todas del tipo < (esta suposicion sera a solo efecto de fijar ideas):

Min f (X)
P sujetoa:
g(x)<0
xO X

Larelgjacion lagrangeana de este problemaes (P)):
Min f (X)+ A" g(X)
(P,)qsujetoa:
xd X

Sean: p € vaor optimal de la funcidn objetivo de (P) y ®(A) e vaor optima de la
funcion objetivo de (P ), para cadaA.

p=Min{f (¥)|g(x) < 0,x0 X}
o(A) = Min{f () + /" g(x 0 X
Puesto que (P),) es unarelgjacion de (P) se cumple que A = 0y entonces d(A) < p.
Es entonces natural elegir larelgacién mas fuerte posible, o sea: elegir A = 0 tal que
®(A\) seamaximal. Esto nosda el problema dual:

Max , d(A)
(D);sujetoa:

120

(P) sellamaproblema primal del problema (D).

Si se tiene restricciones de igualdad en & problema primal no habra exigencia de
positividad en e problema dual. Los teoremas que siguen son validos también en este
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caso, ya que se construyen a partir de que ®(A\) < p para los valores de A que dan
relgaciones.

Sea d @ valor optimal de (D). p y d son entoces los vaores optimales primal y dual
respectivamente.

Observaciéon: d<p

Prueba:

(P)) esunarelagjacion de (P), por lo tanto @(A) <p, DA =0
Pero entoces. d=Max {P(A) : A=20} <p

No siempre ocurre que d = p, por eso se define la “discrepancia de dualidad” (duality
gap): 6=p—d
Notese que siempre se cumple que & = 0.

Ejemplo 4:

Minxzn:sz/Z
=

sujetoa:
(P) \

a;X; >b

0

-

X
v

j
con gj y b positivos.

Se plantea € problema relgado lagrangeano, tal como se hizo en € capitulo de
relgaciones:

Min, > (x?72~-Aa;x;)+Ab
=1
(P,)sujetoa:

xj20

Lasolucion de (P)) es %, (A) = Aa;, segin lo visto en rel gjaciones.

Entonces la funcion objetivo del problemadua es:

D(N) = Zn:(()\aj )?/2=NajAa;) +Ab=~1(> a?)A +bA

De modo que €l problemadual es:
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Max , ®(A) = —%(Z ajz))l2 +b/
(D)qsujetoa:
A=0

® es una funcidn concava y tiene, por lo tanto, un valor méximo cuando dd/d\ =0
(suponiendo que ésto brinde una solucion factible). Se obtiene entonces:

O:z—j\):—(zaf)“b, osea A =b/(Y a?) 20, queesfactible.

Por lo tanto A =b/>"a? es una solucion optimal del problema dual. Este es & mismo
multiplicador de Lagrange que se hall6 en e capitulo Relgjaciones. Ademés.

d=0R) =-3(Yah)b* /(X a])* +bb/3af =30° /3 af
El vaor optimal del problema primal, calculado en e capitulo de Relgjaciones es:
p=4b?/> a? Porlotanto en estecaso: 3=p—-d=0.

Notese que la solucion optima del problema primal %, =ab/> aZ = %,(A) esigua ala
solucion Optima del problema relgado con la soluciéon éptima del problema dud
como multiplicador de Lagrange. Por lo tanto, se puede determinar la solucion primal
Optima con la ayuda de la solucién optima dual .

Teorema 9:
Si x y A son soluciones factibles de (P) y (D) respectivamente, entonces cumplen:
d(A) < f(X)
Prueba:
d(M\)sd<ps f(X)

Corolario 9.1:

Sean x y A soluciones factibles de (P) y (D) respectivamente, que cumplen:

d(A) = f (X).

En esas condiciones X y A son soluciones optimales de (P) y (D) respectivamente.
Prueba:

Sea A una solucion factible cualquiera del problema dual, de acuerdo a Teorema
anterior tenemos: ®(\) < f (X) = ®(A)

y en consecuencia: A es solucion optimal del problema (D)
And ogamente se demuestraque x es solucion optimal de (P)

Este corolario brinda una nueva interpretacion del Teorema 4. Bgjo las condiciones
del Teorema es vdido que %,y A son factibles para (P) y (D) y ademas que
D)= (%)+D Ag (%)= f(%). Laoptimalidad se desprende también del Corolario
anterior.
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Observacion: ®(A) es unafuncién concava.

En los casos en que se puede determinar en forma explicita (analitica) la funcién
objetivo del problema dual (P) vale la pena, en genera, resolver e problema dual en
lugar del prima y después determinar una solucion primal con la ayuda de los
teoremas que siguen. El gradiente de la funcion objetivo dual se obtiene a través del
siguiente teorema (ademés de tomar la derivada de la funcion @ deducida
analiticamente).

Teorema 10:

Si se cumple que X es cerrado y acotado, y que (P)) tiene solucion Optima k()
Unica entonces. O®(A) = g(X(A))"

Prueba:
Sean
W(x,A) = f (X)+ATg(x) = f (x) +g(x)"A
®(A) = Min o, {f (x) + AT g(0)} = Min o, [¥(x )]
Notese que 0, W(x,A) =g(x)".
Ademés Od(A) =0, W[x(A),A]0, x(A) + 0, W[X(A),A]
Como x(A) minimiza¥(x,A) en el sentido de las x: Oy W[X(X),A] =0
Luego: OD(A) = L)\ W[X(A),A] = g(x(A))"

Ejemplo (continuacion): Se aplicard el Teoremaen el gjemplo anterior

Sabemos que %, (A\) =Aa, y que ®(A) = —%Z(af))lz +Ab

(%) =b-> a;x;(\) =b- Y a,Aa,

Ademas @'(\)=->a’\ +b, que concuerda con ®'(\)=g(%(\)) como debia ser de
acuerdo al teorema precedente.

Cuando A =X se cumple que ®'(\)=g(%)=0 y por lo tanto x. es una solucion
factible. Ademés Ag(%.) =0, por o tanto: f (%) = f (&) +Ag(X;) = ®(}).
Laoptimalidad de %. y de A se desprende del Corolario 9.1.

Cabe preguntarse si en genera se puede tener la esperanza de encontrar la solucién
Optima del problema primal a través de la solucion Optima del dual. Los siguientes
teoremas responden parcia mente a esta inquietud.

Teorema 11:

S X es cerrado y acotado, A es solucion ptima de (D) y (R;) tiene una solucion
optima (A) Unica. Entonces se cumple:

i ATg(X(A))=0

i g(x(\)) <0

33



ntroduccion 2 Iz Investiaacion de Operaci

Prueba:

%(N) es solucion éptima Unica de (P, ) entonces, por € Teorema 10

OP(A) = g(X(A)T *)
Como A es solucion éptimade (D), y @(A) es diferenciable, se cumple que:
a) Od(A)A =0 b) De(\)<0

Introduciendo (*) enay b se obtieneni y ii.

Los puntosi y ii del Teorema 11 coinciden conlosi y ii del Teorema 4. La condicién
iii (A = 0) se cumple autométicamente. Del Teorema 4 y del Corolario 9.1 se deduce
€l teoremasiguiente.

Teorema 12:

Si X es cerrado y acotado, A es solucion 6ptimade (D), y (P;) tiene un dptimo Unico
%(\) . Entonces %(A) es solucion éptimade (P).

Solamente algunos problemas muy especiales pueden ser resueltos con la técnica del
capitulo Relgjaciones, que consiste en resolver analiticamente el problema relgado
paravalores fijos de |os parametros |agrangeanos, y posteriormente determinar dichos
parametros de modo que se cumplan las condiciones del Teoremad.

Con la ayuda del problema dual se obtiene una técnica general para determinar los
valores éptimos de los pardmetros de Lagrange, a partir de los cuaes se puede
calcular las soluciones Optimas del problema primal, de forma que € “duality gap”
sea nulo (6=0).

2.7 Programacion Lineal

En este capitulo se exponen la teoria y los métodos de la Programacion Lineal (PL),
gue comprende los problemas de optimizacion donde se tiene una funcion objetivo
lineal y restricciones lineales. Esta es la clase de problemas mas importante y mas
usada, entre otras cosas porque se puede resolver problemas muy grandes en poco
tiempo de calculo y con bgo consumo de recursos computacionales, y también
porque estateoriainspira el desarrollo de otras éreas.

2.7.1 Generalidades

En los problemas de programacién lineal (PL) se tiene una funcién objetivo linea y
restricciones lineales. En genera se exige también la positividad de las variables. Un
problema general de PL se puede escribir en laforma siguiente:
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Minz=>) c,x,
=1

sujetoa:
Zaﬂ ;=b, i=L..k
=1

Z:aﬂxj >b, i=k+1...m
=1

X; =0, j=1..1

La region factible de un problema de PL es un conjunto poliédrico. En un espacio
tridimensional, un poliedro es un conjunto limitado por superficies planas como lo
muestra el gemplo delafigura

El método predominante para la resolucion de problemas de PL es el llamado método
simplex, € cual utiliza una estrategia “active set”, que en este caso implica que se
recorran las aristas de laregion factible, de vértice en vértice.

El método simplex exige que se haya formulado € problema en su forma “ standard”,
en la que sblo se tienen restricciones de igualdad (y la exigencia de positividad de las
variables). Sin embargo, la formulacion més usua en e contexto tedrico es la forma
“candnica’, en que se tienen solamente restricciones de desigualdad (y condiciones de
positividad de las variables). Cualquier problema de PL se puede formular tanto en
forma candnica como en forma standard.

2.7.2 Forma canénicay dualidad

La forma canonica es la més adecuada para razonamientos tedricos relacionados con
la dualidad:

Minz=> cx,
j=1
sujetoa:
(PL,) ]
D ajx zh, i=1..,m
i=1
X; 20, j=1...,n
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Utilizando notacion vectorial y matricial se obtiene una forma mas compacta de
escribir el problema (PL¢):
Minz=c"x
sujetoa:
Ax=b
x=20

(PL)

Donde{c,x} OON, bOOM yADQOMXN,

El problema dua del problema de PL en la forma canodnica tiene la forma que se
deduce del teorema siguiente:

Teorema 13:
El problemadual (PD¢) del problema primal (PL¢) es:

Max b'u

(PD)

Prueba:

Antes de hallar € dua se reescribe € problema primal en la forma utilizada para la
definicion de dualidad:

Minc'x

sujetoa:
b-Ax<0
x=0

(PL.)

Se decide no relgjar 1as exigencias de positividad (x = 0). La funcion objetivo del dual
es ®(\) = Miny {cTx + AT(b-AX)x = 0} = Miny {(cT- ATA)x + AThx = 0}, que
equivale a

P(A) = {Minx{Z(cT ~ATA) x; + AThlx, zo,Dj}z
j=1

Ab,si(c" - ATA), 20,0
—oo,si [ tal que(c’ - A" A), <0

Como se desea maximizar ®(A), el valor —o no interesa. Se tiene unarelgacion si se
cumple que A = 0. El problema dual toma entonces laforma:

Max ®(A)
(PD,)<sujetoa:
A=0
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Y puede ser escrito como:

Max A'b
sujetoa:
(PO
c'-A"A=0
A=>0

Transponiendo en lafuncidn objetivo y en larestriccion se obtiene:

Max b™ A

jetoa:
(PD.) sujetoa

Latesis se deduce sustituyendo A por u.

Teorema 14:
El problemadual del problemadual (PD¢) eséel problema primal (PL).

Prueba:
Se sugiere hacer la relgjacion lagrangeana de (PD¢) y continuar de la misma forma
que en e Teorema 13.

.

Se pueden construir problemas duales de problemas cuyas restricciones sean de
igualdad o desigualdad, y cuyas variables tengan o no restriccion de signo.

Debido a que las variables duales se interpretan por medio de relgjacion lagrangeana,
se observa que restricciones de desigualdad conducen a variables duales restringidas
en su signo, en tanto que restricciones de igualdad conducen a variables duales sin
[imitacion de signo.

Ademés, como las variables primales son variables duales para €l problema dua, se
concluye que variables primales con restriccion de signo conducen a restricciones de
desigualdad en e dual, mientras que las variables primales no restringidas respecto a
signo se relacionan con restricciones de igualdad en el problema dual.

Todo lo que precede se formulaen e siguiente teorema, en un modo més general .
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Teorema 15:
Minc] x, +ci X,
sujetoa:
+ =
El problema general de PL.: AuX + ApX, =y
A21X1 + A22)(2 2 bz
x, libre,
X, 20

Max b'u, +bJu,
sujetoa:
AL, + Aju, = ¢

T T
AUy + Ayu, <G,

Tiene como dual a

u, libre,
u,=20
2.7.3 Forma standard
Parala resolucién numeérica de problemas de PL se usalallamadaforma standard:
Minc' x
(PL.) sujetoa:
Ax=Db (b=0)
x>0

En la forma standard se asume que b = 0. Si esta condicién no se cumpliera en agun
caso particular, basta multiplicar por —1 |as ecuaciones que tienen signo negativo en b.

2.7.4 Transfor maciones entre distintas formas
a) de restricciones de desigualdad a restricciones de igualdad

Una desigualdad puede Ilevarse a una igualdad introduciendo una nueva variable no
negativa, llamada variable de holgura.

Larestriccion ) ax;<b setransforma en unarestriccion de igualdad, y se agrega una
=1

condicion de positividad:

.&X +y=h
=1
y=0

Asi, con la ayuda de variables de hogura, se llevan alaforma standard los problemas
expresados en forma canoénica.
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Minc' x Minc'x
El problema (PL,) syetoa: esequivalentea (P) syetoa:
Ax=b Ax-y=b
x=0 X,y=0

b) derestricciones de igualdad a restricciones de desigualdad

El sistema de ecuaciones Ax = b puede ser facilmente transformado en dos
desigualdades:

Ax<b _ Ax<b
o hien:
Ax=>b - Ax<-b

c) de variableslibres a variables con restriccion de signo
El método simplex puede ser aplicado con variables libres.

Una variable libre puede, de todas formas, ser transformada en una variable con
restriccion de signo si se la escribe como diferencia entre dos variables positivas:

x=x"-x", x',x =0.

2.7.5 M étodo Simplex
Considérese € siguiente problema en su forma standard:
Minz=c'x
sujetoa:
Ax=b
x=0 (xOOm)

(PL,)

Las soluciones del sistema de ecuaciones Ax =b estén contenidas en un hiperplano de
0N, en e cual ademés estan presentes | as restricciones de positividad x = 0.

v

x| Ax=b

Xi =0 b

X, =0

S A O O™N es de rango completo, es decir: sus filas son linealmente
independientes, entonces el hiperplano {x | Ax = b} tiene dimension n—m.

Si se conoce una solucién factible (p. g.: @), se busca una solucion factible megjor en
la direccion negativa del gradiente de z, para minimizar lafuncién objetivo.

Hay dos formas de atacar este problema:
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a) proyectar —c en € hiperplano {x | Ax = b} y moverse en la direccion proyectada.

b) resolver m variables con la ayuda de la ecuacion Ax = b y expresarlas con la ayuda
de las restantes n—m variables.

El método simplex utilizala segunda variante.
Sean |as primeras m variables |as que se expresan con la ayuda de las demés.
La ecuacion Ax = b se puede escribir como

Apxg + ANXN =D

donde xg O OM contiene las m primeras componentes de x, x\ O O™ contiene a
las n—m restantes. La matriz Ag O OM*M contiene las primeras m columnas de A, en

tanto que Ay O OMX(M-M) contiene a las restantes.

S Ag O OMXM tiene rango completo, se la puede invertir (lo cual constituye una
condicion para poder calcular xg). Asumiendo que Ag es invertible, se obtiene la
siguiente expresion:

Xg + AgAXy = Ag'D
y luego se expresa xg como funcion de xy:

Xg = Aélb_ AélANXN
Variando libremente x|, se obtiene a partir de la expresion precedente un valor de xg
que hace que se satisfaga la condicion Ax = b. Si se elige x)\ = O se obtiene x, = Alb,
éste tipo de soluciones se llama solucién basica.
La matriz Ag es la correspondiente matriz basica (porque sus columnas forman una
base de 0M). Las componentes de Xg se llaman variables basicas, y las de x:
variables no basicas. La solucion basica x, = Astb, XN = 0, esfactible s x > 0, es decir,
s xg=0.

L as soluciones basi cas factibles se corresponden con los vértices (puntos extremos) de
laregion de soluciones factibles.

Se puede eiminar xg de la funcion objetivo. Se comienza por expresar el vector cl O
[N como ¢ =(c,cf), se obtiene asi |a siguiente forma de la funcién objetivo:
Z=CLXg +Cl X5
= CRASTD — CRAG Ay + ClXy
(cl —CEAG" AV )Xy + CLAED

— =T 5
=Tl Xy *+Z

En lasolucion béasicaxy =0y z=7Z.

Tl =cl -cIAA, se llama costo reducido. El costo reducido indica como varia la
funcion objetivo a variar xp, dos términos componen € costo reducido: cf, indica la
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incidencia directa de x\ sobre la funcion objetivo, en tanto que -cfA:A, reflga la
influenciaindirecta de x|\ através de |as variaciones que provoca en xg.

Definiendo A, = AtA, Y b= Asb se puede reescribir el problema de PL en su forma
standard del siguiente modo:

Minz=Cix, +Z=2+) C/X,
jON

(PLs) sujetoa'
=b - A,
> 0.

La solucion bésica correspondiente es (xg,x,) = (b,0). Supdngase que dicha solucién
bésica es factible, esdecir: b>0.

Si alguna componente de ¢, por gemplo ¢, es negativa, se obtendra un valor mejor
de lafuncion objetivo incrementando X] desde su valor nulo actual.

Si s6lo aumenta xj, €l incremento en xg se calcula como. x, =b-ax; donde a; es la
columna correspondiente a Xj en A, . Esta solucion es factible s xg =2 0, a

continuacién se estudian las condiciones que deben cumplirse para asegurar la
factibilidad.

Laecuacion x, =b -ax; expresada por componentes queda: (x;); =b —ax;..

Si &, <0, entonces (xg)j no decrece a aumentar Xj. En consecuencia e cumplimiento
delarestriccion (xg)j = 0 no esta condicionado por lavariacion de X;-

Si &, >0, entonces (xg)j disminuye al aumentar X,y se hace cero cuando x, =b,/a;

En consecuencia, la solucién es factible si. |as variaciones de X; cumplen que:

x, <Min{b /3, |3, >0}.

Cuando X; = Mini{ﬁ/aj |3, >0}, una de las variables bésicas se hace cero (lao las

variables bésicas para las cuales se obtiene e minimo), 1o cual equivale a haberse
desplazado hacia un vértice adyacente a de partida en la representacion geométrica
del problema (p. g. € punto b de lafigura).

Es adecuado entonces realizar un cambio de sistema de coordenadas en e hiperplano
{x| Ax = b}, Xj €s ahora mayor que cero y se convierte en variable bésica, a tiempo
que lavariable basica que tomo € valor cero se hace no basica

Esta es la esencia del funcionamiento del método simplex, que fuera desarrollado por
G.B. Dantzig afines de los ' 40. El método se basa en que una solucion factible dada
puede ser megjorada s alguna componente de ¢, es negativa. El siguiente teorema
indicalo que sucede cuando ¢, = 0.
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Teorema 16

Si en e problema (PLg) se cumple que b>0 y ademés c, =0, entonces la solucién
basi ca correspondiente es Optima.

Prueba:

Se demostrara através de relgjaciones, utilizando € Corolario 1.1.

El problema (PLg) es el mismo que (PL,) aunque expresado en formadistinta.

Se obtiene una relgjacion de (PL,) ignorando la restriccion x, =b- Ax,, € problema
relgjado es:

Minz=Z+C\xy =Z+ D TX
X;0xy

(PLs )<sujetoa:

Xg, Xy 20

* (Xg,%y)=(b,0) €s una solucion optima de (PL,), porque c,>0 y ademés se puede
minimizar por separado en (PL, ).

* (Xs:%y)=(b,0) esunasolucion factible de (PL,) por serx\ =0,y b>0.

* (Xg X%y)=(b,0) dael mismo valor de lafuncién objetivo en (PL,) y en (PL, ), porque
ambos problemas tienen la misma funcién objetivo.

En consecuencia, (x;,x,) =(b,0) cumple todas las condiciones del Corolario 1.1, y por
lo tanto es solucién dptimade (PL,), luego: es solucion optimade (PLg).

Estructura basica del método simplex
1.— Tomar una solucién basicafactible.

2—Transformar € problemaalaforma (PL,) resolviendo las variables basicas.
3.—Si ¢;=0 [Jj FIN: se hall6 una solucion éptima.
4.—Si algin ¢, <0, aumentar X; hasta que algun (xg)j = 0. Se obtiene en ese caso

una nueva solucion basica. Volver a paso 2.

Formatableau del método simplex

Se acostumbra exponer los calculos manuales en una tabla (que puede ser facilmente
implementada en una computadora). Se explicara el uso através de un g emplo:
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Max 2x, + 3X,
sujetoa:
X, +X,<2
X +2%X, <3
X, % 20

El problema puede ser representado en lafigura siguiente:

La region factible es e contorno delimitado por los vértices (1), (2), (3) y (4). Las
lineas punteadas son la curvas de nivel de la funcién objetivo. La solucion optima se
encuentraen € vértice (3). Se hallara dicha solucion por € método simplex.

Se introducen en primer lugar las variables de holgura x, y x, parallevar e problema
alaforma standard. También se cambia € signo alafuncion objetivo para obtener un
problema de minimizacion:

Min—-2x, —3X,
sujetoa:
X +X, +X, =2
X +2X, +X, =3

x 20 i=1...4
O enformamatricial:
Min (-2,-3,0,0)x
sujetoa:
[1 11 O]X:(Zj
1 201 3
x>0 xO0O*
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Notese que las variables de holgura x, y x, son variables bésicas adecuadas: estan
expresas en funcién de las otras variables, y estan eliminadas de la funcién objetivo.

X =2-X% X,
X, =3— X —2X%,

El sistema de ecuaciones, en formatableau, tiene la representacion siguiente:

X1 X2 X3 X4 b
1 1 1 0 2
1 2 0 1 3

2 3 0 0| O

Alb
El tableau tiene la siguiente forma [07'—0} .

Las variables bésicas ya estan resueltas, €l tableau corresponde también a problema
transformado (PL.,).

Los puntos debajo de las columnas 3 'y 4 indican que |as variables x3 y X4 son basicas.

La solucién basica correspondiente se obtiene asignando el vaor cero a las variables
no bésicas (X1, X2).
Por lo tanto, la solucion basica es: x1 =0, X2 =0, x3=2, X4=3. Esta solucion
corresponde a vértice (1) en lafigura
La ultima linea del tableau muestra los costos reducidos. Debido aque ¢, <0y ¢, <0,
vale la pena aumentar x1 0 X, COMO €, s el mas negativo, conviene elegir xp como
nueva variable bésica El valor sombreado es aquel para el cua se obtiene €
Min,{o /& |a; > 0} El sistema de ecuaciones, canonizando la columna
correspondiente axp, tomalaforma

Xx X2 X3 X4 b

/2 0 1 -12 | 12
172 1 0 12| 32
12 0 0 32| 92

Puesto que solo c, <0, conviene elegir X1 como variable bésica, obteniendo:
X1 X2 X3 X4 b

1 0 2 -1 1
0 1 -1 0 1
0 0 1 1 | 5

Se ha obtenido una solucion Optima, pues c, >0,0j. Dicha solucion optima tiene las
variables no basicasigualadas acero y las variables basicasiguales ab :

X1=1,x2=1,%x3=0,%4=0.
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M étodo simplex, espacio de soluciones no acotado

Cuando ¢j < 0, la variable no basica xj correspondiente puede aumentar hasta hacer
gue algunavariable béasica alcance € valor cero.

Si ocurre que aj jsO i, ninguna variable bésica disminuye su valor a aumentar X,
obteniéndose soluciones factibles para cualquier valor (positivo) de X;-

Ademas, como G <0, la funcién objetivo disminuye con e aumento de X, de modo
que decrecera hacia—o cuando Xj aumente hacia +co.

En estas condiciones se tiene un valor 6ptimo no acotado, en un dominio infinito de
soluciones factibles.

El ggemplo siguiente ilustra estos conceptos.

Max X, + X,
sujetoa:
X =X, <1
X, =% <1
X, X, 20
Laregion factible eslade lafigura siguiente:
2
1
©
b2

1 2
Introduciendo las variables de holgura x3 y X4, y cambiando el signo de la funcion
objetivo, & problema adquiere la siguiente forma:

Min—x, — X,

sujetoa:
X=X, +X =1
X F X+ X, =1

xj20

X3y x4 son variables basicas adecuadas y € tableau es € siguiente:

X1 X2 X3 X4 b
1 1 1 0 1
-1 1 0 1 1
-1 -1 0 0| o

1
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La solucion basica correspondiente es x4 = 0, X2 = 0, X3 = 1, X4 = 1, que corresponde
a punto 1 de lafigura x1 y X2 tienen e mismo costo reducido negativo, se decide
intoducir x1 como nueva variable basica

La varisble sdiente e la X (bésica) correspondiente  al

Min{b /a,/a, ) 0} = Min{% -}, lo cual ocurre en lafila 1. El elemento ajq se llama

“pivot” y se utiliza para reformular € sistema de ecuaciones de modo que la columna
correspondiente a x1 sea canonica. Se obtiene el siguiente tableau:

X1 X2 X3 X4 b
1 1 1 0 1
0 0 1 1 2
0o 2 1 0o | 1

La solucion basica correspondienteesx1 =1, x2 =0, x3 =0, x4 = 2, que es el punto 2
delafigura

En este caso sdlo x2 tiene costo reducido negativo y en consecuencia es la Unica
candidata a ser variable basica. La variable sdliente se hadla a partir de
Min {5/512|512 > 0} = Min{-,-} = =, es decir que ninguna variable basica limita e
crecimiento de x2 por lo que se tiene un valor éptimo no acotado. Se observa en la

figura que eligiendo la arista [2, ) se puede obtener valores arbitrariamente atos de
lafuncién objetivo.

A modo de resumen de los dos Ultimos capitulos se presenta € siguiente diagrama de
flujo del método simplex:

Dado un tableau reducido con solucién basica factible

FIN: solucién basica optimal

FIN: valor 6ptimo no acotado

Determinar la variable basica saliente

de acuerdo con bk/akj =Min{p, /aij 12> 0}

Por pivotacion en el elemento akj se obtiene el nuevo tableau

M étodo simplex —terminacion
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Hasta ahora se han discutido dos criterios de parada del método simplex:
. Si ¢ >0 se haalcanzado una solucion Optima

. Si para todo ¢, <0 ocurre que a; <0,0i se puede afirmar que no hay valor
optimal acotado (ni  solucion Gptima.

La pregunta es. ¢debe darse, necesariamente, alguno de estos dos casos?

Sea X (con t; <0) una variable no basica, que ha sido seleccionada paraingresar ala
nueva base. Se introducira xj en sustitucion de aguella variable basica xj parala cual

sedcanzad Min{l:_)j /a5, >0}.

Cuando dicho minimo se alcanza para dos 0 mas variables basicas simultaneamente,
se dice estar ante un caso de degeneracion.

Ya sea que haya o no degeneracion, e incremento en la variable Xj es
AX, :Min{ﬁ/aj‘aj >0}2 0, y la funcion objetivo decrece Az=cAx, <0. Una

variable basica decrece hasta hacerse nula, y si hay degeneracion una o més variables
basi cas contintian siéndol o, pero con valor cero.

Si  hay degeneracién, en aguna iteracion  podria  ocurrir  que
Ax; = Min{ﬁ/éﬁ ‘éﬁ > 0} =0 y por lo tanto: Az=0, es decir que €l valor de lafuncion

objetivo no cambiaria a cambiar de base. En estas condiciones no se puede asegurar
que € método no retornara a un vértice ya analizado. Si esto Ultimo ocurriera (el
retorno a una soluciéon ya analizada) se estaria ante la presencia de un fendbmeno
[lamado “cycling”, que obstruye la terminacion del método en tiempo finito.

Existen estrategias “anti—cycling” para lograr que € método simplex termine en
tiempo finito, sin embargo, debido aque € “cycling” casi nunca sucede en la préctica,
estas finezas no suelen estar implementadas en |os programas comerciales.

Si no hay degeneracion, en cada paso del método simplex se obtiene una solucion
factible cuyo costo es estrictamente menor que € de las anteriores, por o tanto no se
puede retornar a una solucion ya analizada. Ademas € método es finito, porgue en
cada paso se eligen m variables basicas entre n posibles, hay C! formas de hacerlo
(aungue no todas ellas dan soluciones factibles). Por este motivo se puede afirmar que
existe un numero finito de soluciones bésicas, y en consecuencia: s no hay
degeneracion € método simplex llega en una cantidad limitada de pasos a una de
las dos alternativas planteadas al principio.

La cantidad de iteraciones requeridas para resolver un problema por € método
simplex crece linealmente con el nimero de restricciones, mientras que €l trabajo
requerido en cada iteracion crece aproximadamente con €l cuadrado del nUmero de
restricciones.

Fasel - Encontrar una solucion factible

Segun lo visto hasta ahora, € método simplex comienza en una solucién bésica
factible. A continuacion se investiga e problema de obtener dicha solucion factible
inicia.
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Supodngase que se busca una solucion factible en el espacio de soluciones:

Ax=b=0
(E){xzo

Este problema se puede resolver con la ayuda del método simplex. Se introduce en
primer lugar un conjunto de variables artificiales y = 0, que miden la diferencia entre
el lado derecho y €l izquierdo de la ecuacidn (en una solucion factible estas variables
deberan ser nulas).

Se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

| AX+y=Db
(E){
X,y=0

Para el sistema (E') se obtiene facilmente la solucion bésica factibley = b, x = 0. En
cambio, una solucion factible de (E) debera tener y = 0. Para obtenerla se resuelve €
siguiente problema de PL, llamado fase I, € cua se puede resolver con € método
simplex porgue se tiene una solucion basicainicia factible.

Min >y,

i=1
(LR)ssujetoa:
Ax+y=b
X,y=20

Teorema:

(LP1) tiene siempre un valor 6ptimo finito = 0, dado por el método ssimplex. Si dicho

valor optimo es estrictamente mayor que cero, entonces (E) no tiene soluciones
factibles. Si e valor optimo de (LP1) es igual a cero, entonces (E) tiene soluciones

factibles y el método simplex brinda unade ellas.

Prueba:

Si e vaor optimo de (LP1) es estrictamente mayor que cero, Siempre existe por 1o
menos una yj > 0, por lo tanto: (Ax), =b -y #b Yy en consecuencia no existen
soluciones factibles de (E).

Si el valor optimo de (LP7) esigual acero: >y, =0, como ademéas y = 0 se concluye
quey =0y lasolucion éptimade (LP1) esfactible para (E).

¢

En resumen, e método simplex funciona del siguiente modo: En primer lugar, Si es
necesario, se aplicalafase | para encontrar una primera solucion factible. A partir de
dicha solucion basica, se aplica la segunda fase, optimizando la funcion objetivo
original.
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El ggemplo siguienteilustra el método:

Min 3x, + 2x,
sujetoa:
X +X, 22
X +2%,23
X, % 20

Este problema se representa gréficamente en la figura que sigue:

)

\ \1 \ \2 \ \3

En primer lugar se agregan las variables de holgura x3 y x4 que permiten llevar €
problema alaforma standard, obteniendo el siguiente tableau:

X1 X2 X3 X4 b

1 1 -1 0 2

1 2 0 -1 3

3 2 0 0 | 0

Puesto que no hay ninguna base por la cual sea intuitivo comenzar, se introducen las
variables artificiales y1 e yp. Enla fase | se minimiza y1 + yp, lo cua arroja €

siguiente tabl eau:
X1 X2 X3 X4 Y1 Y2
1 0 1 0
1 -1 0 1

ojlwnN T

1 -1

2 0
3 2 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1 0

La ultima fila es la funcién objetivo de la fase |, en tanto que la tercera fila es la
funcion objetivo original, que seréd minimizada en la segunda fase de la resolucion.

Para la primera fase y; e Yy, son variables basicas adecuadas para comenzar la
resolucion de la primerafase. Sustrayendo delafila4 lasfilas 1y 2 se obtiene:
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X1 X2 X3 X4 Y1 Y b
1 1 -1 0 1 0 2
1 2 0 -1 0 1 3
3 2 0 0 0 0 0
2 -3 1 1 0 0 5

La solucion béasica correspondiente esyq = 2, yp = 3, y las demés variables iguales a
cero.

En estasolucion ¢, <0 y ¢, <0 se puede elegir tanto X7 como X2 para ser ingresada en
la nueva base, sea x1 la variable seleccionada. La variable saliente se determina de
acuerdo a Min{ﬁ/alﬁ.l >0} =Min{2/1,3/1} =2, lo cua ocurre en la primera fila
Se canoniza el sistema de ecuaciones tomando como elemento candnico € ajq,
obteniendo & siguiente tableau:
X1 X2 X3 X4 y1
1 -1 0 1
1 1 -1 -1

-1 3 0 -3

b
2
1
-6
-X

-1 -1 1 2

e |lolo|lor
¢ Ololkr oS

;
La solucion basica es x1 = 2, y2 = 1, las demas variables iguales a cero. Se elige
introducir la variable xp, por lo que € elemento “pivot” para la canonizacion del
sistemasera e aps.

X1 X2 X3 X4 Y1 Y2 b
1 0 2 1 2 -1 1
0 1 1 £ -1 1 1
0 0 4 1 -4 1 5
0 0 0 0 1 1 0

Llegado este punto de laresolucion setiene x1 = 1, xo = 1, y € resto de las variables
iguales a cero. Como y1 e yp son iguales a cero, se ha alcanzado una solucion factible
del problemaorigina y comienzalasolucién delafasell.

La linea de costos de la funcion objetivo del problema auxiliar ya no interesa, por lo
cual selaeliminadel sistema, y lalinea de costos pasa a ser la tercera fila (costos de

la funcion objetivo del problema original), tampoco interesan las columnas
correspondientes alas variables artificiales:
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X1 X2 X3 X4 b

1 0 -2 1 1

0 1 1 -1 1

0 0 4 -1 -5

L] L] T

Tomando como pivot el elemento aj4, se obtiene e siguiente tabl eau:

X1 X2 X3 X4 b

1 0 -2 1 1

1 1 -1 0 2

1 0 2 0 -4

Como ahora ¢t = 0 se hallegado al optimo. La solucion es x1=0, xp=2, x3=0, x4=1.

La estructura del método simplex puede ahora ser resumida del siguiente modo:

Introducir variables artificiales y/o de holgura en caso de necesidad

SI

4{> Resolver el problema “Fase I”

¢es el valor 6ptimo = 0?

NO

¢ Hay variables artificiales?

Sl

NO

FIN: el problema no tiene solucién factible

Resolver el problema “Fase II”

I nter pretacion del tableau del simplex

Se analizara el tableau smplex en el cual las xg son variables basicas. Supongase que
fueron introducidas variables artificiales, y que las columnas fueron ordenadas de
modo que las variables xg estan todas a principio. Al comienzo delafasel e tableau
tiene laforma siguiente:

Xg Xy Y

A, A, I Db

cg ¢, 00
Unavez canonizado € sistema, € tableau cobrala siguiente forma:
y
I

=T
Cy

2 Z:(>| X
ol T
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Las operaciones que se readlizan para obtener una fila a partir de la anterior
corresponden a haber multiplicado desde la izquierda con cierta matriz M que se
determinara

MA; =1 = M=IA'= M = A
por lotanto: A, = MA, = AJ'A,, cosa que ya se sabia.
=M =AM = A'
b = Mb = A;'b, |0 cual también se sabia.

La linea transformada de costos se obtuvo sustrayéndole en forma sucesiva mdltiplos
de otras lineas. Por lo tanto, es valido para cierto “vector de multiplicadores’ 1, que
¢’ =c"-n"A. Lalineade costos reducidos transformados es:

(ce-T'Ag) (cy-TA,) (0-ml) (0-1'b)

Se acostumbra llamar “multiplicadores smplex” alas componentes de Tt
Debido aque ¢, =0 se cumple que:

L= A, =1 =clAl

Cy =Cy ~CaAg Ay

¢, =0-m'l =-1 =-c{A

0-m'b=-cl A =-c} b =-z =—valor actua delafuncién objetivo.
El tableau transformado se ve ahora de la siguiente forma:

Xg Xy y
I (A= AAY) A b=A'
0 (Gl =c\-TA) (-1 =clAl) (-z=-m'b)

Costosreducidosy multiplicadores ssmplex

Se acaba de comprobar que el vector de multiplicadores ssimplex satisface las
siguientes igualdades:

T =A'=cg=mA
Cu=cy —T A
Por o tanto, el costo reducido ¢; de Xj se puede escribir como ¢; =¢; -m'a;, siendo &

laj — ésima columna de la matriz A. Esto significa que con la ayuda de los
multiplicadores smplex se pueden hallar los costos reducidos de las variables, que no
estaban en la formulacién original del problema. Esta observacién es de fundamental
importancia en € uso avanzado de la programacion lineal.

Solucionesdualesy relacion entre primal y dual

El problema dual de un problema de progamacién lineal expresado en forma standard
(LPg) es:
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Max b'u
(LDg)<sujetoa:
A'us<c
Ya fue demostrado que las variables u son los multiplicadores de Lagrange. A

continuacion se investiga la relacion entre los multiplicadores simplex y € problema
dual.

Supongase que (LPg) ha sido resuelto hasta su optimo y que xg son las variables
basicas.

La exigencia de optimalidad de (LPg) es ¢ =0, esdecir: ¢ -m' A, =0 que por medio
de unatrasposicion queda c,, = Ajm.

Por otra parte, larestriccion impuesta alavariable dual es c> ATu, lo cual implica que
Cg = Ajuy quec, = Alu.

Por lo tanto, si se cumple la condicion de optimalidad, los multiplicadores simplex
constituyen una solucion factible del problema dual, ya que ademas cumplen
Cg = AIT=>Cy 2 Al

Tt seria ademas una solucion optima del problemadual si arrojase el mismo valor de la
funcion objetivo que la solucién 6ptima del problema primal.

El valor optimo de la funcion objetivo del problema primal es z=c} b =c)As'b. El
valor de la funcion objetivo del problema dual evaluadaen u = 1tes: b'n , que se
puede escribir: b’ 7=b" (Ag )_ch =cLA'b=2.
Por lo tanto: los multiplicadores ssimplex correspondientes a la solucién éptima del
problema primal, constituyen una solucion optima del problema dual.
Se acaba de demostrar € siguiente:
Teorema:
Sea x; = AS'b, x,, =0 solucién bésica éptimadel simplex (o sea ¢ =0) paraun problema
de programacion lineal expresado en forma standard:
Minc' x
sujetoa:

Ax=b

x=20

(LFs)

Entonces " =cJ A;* (el vector de multiplicadores simplex) es una solucion optima del
problema dual; ademas, los val ores 6ptimos de ambos problemas coinciden.

¢

Se veran a continuacion algunas relaciones entre casos particulares de problemas
primal y dual:

Cuando € problema primal se resuelve aplicando € método simplex puede ocurrir
cualquiera de los casos siguientes:
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1 lafase | da un valor éptimo > 0, es decir que € problema no tiene soluciones
factibles.

2 lafasel daunvaor 6ptimo =0y lafase Il daun 6ptimo finito.
3 lafasel daunvalor optimo =0y lafase |l indicaun valor 6ptimo no acotado.

Puesto que e dua es un problema de programacion lineal, estos casos pueden darse
también en € problema dual

Si en e primal ocurre (3), e problema dual no puede tener soluciones factibles, por 1o
tanto, en e dual ocurre (1).

Andlogamente, si en € dual ocurre (3) en e primal ocurre (1).

Si en e primal ocurre (2), también ocurre (2) en el dual. Por simetria, si ocurre (2) en
el dual, ocurre (2) también en e primal.

Queda por estudiar la posibilidad de que ocurra (1) en ambos problemas.
El siguiente es un gjemplo de que ésta posibilidad es cierta:

Min - x,

sujetoa:

(PL) X —X, 21

=X, +X,20

X, % =0

Este problematiene unaregion factible vacia, su dud tiene laforma:

Max u,

sujetoa:

(PD) u-u, <0
-u, +u, <-1

u,,u, =20

y tampoco tiene soluciones factibles.

El cuadro siguiente resume estas afirmaciones, se indican sombreadas las
combinaciones imposibles.

dual (1) dual (2) dual (3)

primal (1)
primal (2)
primal (3)
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3. GRAFOS

3.1 Introduccidn

El nacimiento del concepto GRAFOS se puede situar, por € afio 1730, cuando Euler
(matematico) se convirtié en e padre de la Teoria de Grafos a modelar un famoso
problema no resuelto, llamado & " problema de los puentes de Konigsberg” .

Un rio con dos idas atraviesa la
ciudad. Las islas estan unidas, entre s
y con las orillas, a través de siete
puentes. El problema consistia en
establecer un recorrido que pasara una
y solo una vez por cada uno de los
Siete puentes, partiendo de cuaquier
punto y regresando al mismo lugar.

Para probar que no era posible, Euler sustituyé cada zona de partida por un punto y
cada puente por un arco, creando asi un grafo, € primer grafo, disefiado para
resolver un problema.

Mostrar que e problema no tiene solucion equivale a mostrar A

que e grafo no puede ser recorrido segun - criterios

determinados.

Problema genérico: dado un grafo (con multiples lineas entre
pares de puntos) encontrar un camino gue recorra €l grafo
pasando por cada arista exactamente unavez. D
Solucion: El grafo debe se conexo, y - en cada punto deben incidir un nimero par de
lineas. Esta condicién es suficiente para definir 1o que se llamaun ciclo euleriano.

A partir de Euler  modelado mediante grafos fue desarrollando esta metodologia
hasta convertirse en la actualidad, en una herrramienta de trabajo para ciencias tan
diferentes como la Fisica, la Quimica, la Sicosociologia, la Economia, la Linguistica,
etc. La teoria de grafos esta intimamente relacionada con varias ramas de la
Matematicas como por eemplo la Teoria de Conjuntos, € Andlisis Numérico,
Probabilidad, Topologia, etc. y es la base conceptual en € tratamiento de problemas
combinatorios.

La eficacia de los grafos se basa en su gran poderio de abstraccion y la muy clara
representacion de cualquier relacion (de orden, precendencia, etc) lo que facilita
enormemente tanto la fase de modelado como de resolucion del problema. Gracias a
la Teoria de Grafos se han desarrollado una gran variedad de algoritmos y métodos
de resolucién eficaces que nos permiten tomar unamejor decision .

No se debe confundir € grafo con €l sistemareal a que esta asociado. El grafo es una
estructura que admitimos adecuada en lo concerniente a las propiedades que nos
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interesan, donde luego aplicamos las deducciones y reglas matematicas para obtener
datos y poder decidir.

Una aplicacion frecuente de la teoria de grafos es la del método de camino
hamiltoniano éptimo para decidir e camino a seguir por un cobrador, de tal modo de
economizar sus energias, las suelas de sus zapatos y su bolsillo.

El objetivo es halar un camino que pase por todos las casas unay solo unavez y que
nos de & costo menor en distancia. Dicho de otro modo, se deben buscar las
permutaciones de las casas de formatal que la distancia recorridatotal sea minima.

Se conoce la distancia entre cada par de casas, segun s las calles son flechadas 0 no
se orientardn 0 no las conexiones entre pares de casas.

Obsérvese que s se hicieran todas las permutaciones, suponiendo
un caso muy reducido de diez casas, se tendrian mas de 3 millones

A de permutaciones (10!).

N
A

ﬁ Si cada casa es representada por un vértice y cada camino entre

par de casas por una arista ponderada por la distancia minima

\
i” entre pares de casas, tendremos un grafo completo y simétrico

(cuando no hay calles flechadas).

El problema se reduce entonces, a obtener un camino hamiltoniano optimo. Todo
algoritmo conocido para encontrar ciclos hamiltonianos requiere a menos un tiempo
exponencial de caculo, o factorial en e peor delos casos.

Otro g emplo para e que grafos provee un natural modelo matemético :

Supongamos que & siguiente grafo representa una red de lineas de teléfonos (o de
comunicaciones). Estamos interesados en la vulnerabilidad respecto a interrupciones
accidentales.

b e
Problema 1: identificar esas lineas y centros
de conecciones que deben permanecer en
servicio paraevitar la desconeccion de lared.
No existe ninguna linea que eliminada g
desconecte e grafo (red), pero hay un vértice,
el vértice d, cuya desaparicion (ruptura)
desconecta e grafo.

d f

Problema 2: encontrar un conjunto minimal de aristas necesarias para conectar 10s 6
vértices. Hay varios conjuntos minimos posibles. Uno de ellos es el conjunto minimal:

{(ab),(b.c).(c,d).(d.e),(d.f)}.

Podemos enunciar € siguiente resultado general: dado un grafo G de n veértices, €
conjunto minimo de conexién de G (si existe) siempre tiene n—1 aristas.
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3.2 Definiciones Basicas

Grafo: Un grafo G esuna dupla G = (X, U), donde X es un conjunto finito y no vacio
de elementos llamados vértices y U es & conjunto cuyos elementos se componen de
subconjuntos de X de cardinalidad dos (2), |lamados aristas.

Los vértices de X se llaman usuamente X1, X2, X3,..., Xn Y Se representan como
puntos, las aristas up, U2, uz,..., Uy Se dibujan como lineas.

Grafo orientado: Un grafo G* es orientado, cuando sus aristas tienen asignadas
direcciones, 0 sea cuando existe una relacion de precedencia entre los elementos.
Sus puntos se llaman nodos, y sus lineas arcos. En estos casos U es una familia de
pares ordenados resultantes del producto cartesiano de X.

U OXxXX={uj= (Xk,Xj)Z 1 <i <|U|, 1<, ks[X], %k, X; X}

Ejemplo:
G* = ({x1x2.x3}, {(X1.x2), (X3,X1), (X3X2)}) - X2

En realidad, no existen dos especies de grafos, orientados y no X

orientados, sino que todos los grafos son orientados, pero por

razones conceptuales, es poco comodo considerar las lineas X3
orientadas para |os problemas de naturaleza no orientada.

Cada vez que apliquemos un concepto orientado en un grafo G = (X,U) ese concepto
deber ser considerado como aplicable de hecho, en un grafo orientado G* a que le
corresponde |a orientacion en los dos sentidos de cada arista.

Orden es el numero de vértices del grafo, el cardinal del conjunto X de vértices. | X|

Arcosincidentes a un nodo
S un vértice x es extremidad inicial de un arco u = (x,y) y X Zy, diremos que
el arco esincidente a x hacia e exterior. I"(X)={y / (x,y) O U}. I'()={y/ (y,X)
O U}

El nimero de los arcos incidentes hacia € exterior se llama semigrado
exterior dex y senota d* (x) = |17 (X)]

De igual forma se define arco incidente a x hacia € interior y semigrado
interior de x. Este Ultimo se nota como d=(x) = |17(X)].

Grado de x, esla suma del semigrado exterior e interior de x. O sea, es € nimero
de arcos con una extremidad en x.

d(x) = d*t(x) + d-(x)

Si todos los vértices tienen el mismo grado, €l grafo al que pertenecen se llama grafo
regular.
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3.2.1 Recorrido de grafos.

Cadena (concepto no orientado):
Es una secuencia de aristas de G, tal que cada arista de la secuencia tiene un
extremo comun con € arco precedentey otra con € siguiente.

L argo de una cadena, es €l nUmero de aristas de la secuencia.
Cadena elemental, es aquella que no repite vértices.
Cadena simple, esaquella que no repite aristas.

Camino (concepto orientado)
Es una cadena i = {u1, up,..,, uq} en la que para todo uj (con i <q) €
extremo terminal de uj coincide con €l extremo inicial de Uj+ 1.

Las definiciones de largo de un camino, camino elemental y camino simple son
anaogas a las de cadenas, con la salvedad de la orientacion.

Sender o, es un camino elemental (que no repite nodos).
Via, esun camino cuyos arcos se pueden recorrer en su sentido directo o contrario.

Ejemplo: roblema del camino entre dos puntos. El siguiente es un gemplo de como
modelar una porcion del universo, su probleméticay como resolverla.

Supongamos que un hombre debe pasar alaotra orilla de un rio llevando consigo una
ovea, un repollo y un lobo. El inconveniente que se le plantea es que solo puede
cruzar con uno de ellosalavez y sospechaque si dejasolos alaoveacon larepollo 6
con € lobo, laoveja se comerda repollo 6 e lobo se comerdalaoveja. Teniendo en
cuenta estas restricciones, € sujeto dibuja sobre la arena de la orilla un grafo y
aplicando alguna heuristica o algun agoritmo conocido, encuentra €l camino que
debe seguir parallegar alaotraorillacon su cargaintacta.

Utilice el siguiente procedimiento:
0) Dibuja € grafo: Existen 4 elementos que determinan las situaciones en cadaorilla,
ellos son:
H—-Hombre C-Repollo L —Lobo O-0Ovga
1) Enumera las situaciones en una de | as orillas comenzando por H,C,L,O.
2) Luego las ordena considerando:
a) se encuentrael hombre en esa orillao no: H vsnoH.
b) pasaje 0 secuencia de una situacion a otra. (obs. que no se puede pasar de
unasituacion en la que esté el hombre a otra en la que también esté)

3) Por ultimo buscaen el grafo un camino del estado inicial a estado final.
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3.2.2 Clasificacion De Grafos
Multigrafo, es un grafo no orientado con maltiples aristas entre pares de nodos.
Grafo simple, esun grafo sin bucles, sin miltiples aristas entre pares de vértices.
Grafo completo

Para todo par de vértices de G, existe por |0 menos una arista que los une.
Por lo tanto, un grafo completo de n veértices es aquel que tiene sus n vertices

mutuamente adyacentes.

n-clique, es un grafo completo simple de n vértices. Se nota K,

Ks

Subgrafo de G = (X,U) engendrado por € conjunto A O X, es un grafo cuyos
veértices pertenecen al conjunto Ay cuyas aristas son aquellas de G que tienen las dos
extremidades en A.

Grafo parcial de G = (X,U) engendrado por V [0 U, esée grafo G' = (X,V) cuyos
vértices son los mismos de G y cuyas aristas son las que conforman el conjunto
vV O U.

Subgrafo parcial de G, es un subgrafo de un grafo parcial de G.

Grafo bipartito, es un grafo cuyo conjunto de vértices puede ser particionado en dos
clases X1 y Xo de tal forma que dos vértices de la misma clase no sean jamas

adyacentes. Senota G = (X1,X2,U)

X1: conjunto personas
W X2 : conjunto profesiones
Grafo bipartito completo, es aquel en € que para todo elemento de X1 y todo
elemento de X5 existe por 1o menos un arco quelosliga.

K2,3.
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Un grafo simple bipartito completo con p elementos en X1 y q elementos en Xo se
nota Kp q.
Grafo Regular, esaquel en el que todos sus vertices tienen el mismo grado.

Grafo Ponderado G = (X, U, W) donde (X, U,) es un grafo y W es una funcion W: U
— Z* (Z*: enteros positivos) .

S u 0 U, w(u) es llamado €l peso de la arista u. Estos pesos corresponden, segun la
aplicacion, a costos, capacidades u otras propiedades de las aristas 0 arcos.

Cuando se desea asignar valores negativos o reales a los pesos de las aristas, se debe
tener especia cuidado en la eleccion de los agoritmos ya que la correctitud de los

mismos puede depender delarestriccion azZ*.

Grafo Conexo, esaquel en €l que para cada par de vértices de G, existe una cadena
guelosune.

En grafos orientados se definen 2 conceptos

a) Débilmente conexo: s existe una cadena (sin tener en cuenta la
orientacién) que une cada par de nodos distintos.

b) Fuertemente conexo: s para cada par ordenado de nodos x ey, existe un
caminoquevadexay.

Una componente conexa de un grafo G, es un subgrafo de G engendrado por los
vértices que pueden unirse a un Vértice xj dado, mediante una cadena (puede ser todo

el grafo G).
3.2.3 Ciclosy Circuitos

Ciclo, es una cadena simple, cuyos dos vértices extremos, inicial y terminal,
coinciden (no tiene en cuenta la orientacion).

Si queremos describir la orientacién en un ciclo designamos como:
ut = {uj : uj orientada en el sentido del ciclo}
u = {u; : uj orientada en el sentido contrario al ciclo}

Ciclo elemental, es un ciclo donde no se repite ningun vértice (salvo € primero gque
coincide con @ Gltimo). Lo notamos u® = (ug,...,Up).

Propiedad 1: Todo ciclo u® es una suma de ciclos elementales sin aristas comunes.

Propiedad 2: Un ciclo es elemental si y solo si es un ciclo minimal (es decir que no
se pueden deducir otros ciclos por supresion de aristas).
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Seudociclo, es una cadena donde los extremos coinciden pero que una misma arista
puede figurar mas de una vez (también consecutivamente).

Cociclo del conjunto de vértices A, es @ conjunto de aristas incidentes a A, del
tipo 1(A) no vacio y particionado en dosclases|(A) y I-(A).

7N
\

/

Ciclo Euleriano es aquel que incluye todas las aristas del grafo una sola vez,
conteniendo cada vértice por 10 menos una vez.

Cadena Euleriana, es aquella que recorre todas las aristas una sola vez ( = simple)
tocando todos los vértices del grafo.

Todo multigrafo que posee un ciclo Euleriano es conexo y todos sus vérticestienen
grado par .

A partir del siguiente gemplo daremos una idea del

a b
mecanismo utilizado por Euler para demostrar que la
N d e S conexidad y € grado par de todos los vértices de un
h multigrafo, son condiciones necesarias y suficientes
K para garantizar la existencia de un ciclo Euleriano.
i j m
n [0}

Tenemos este grafo que es conexo y sus Vértices
tienen grado par.

1) Primero se comienza por trazar un camino simple desde un vértice, p. § a
Supongamos gue recorremos a-d-j-n-o0-k-1-h-f-e-b-a. Volvimos aa.

f La propiedad del grado par, significa que siempre podemos

d abandonar cada vértice al que entramos, exepto a. Es decir
_ I K E h gue cualquier cadena que trazemos desde a debe volver a
J | a, formando un ciclo.
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2) Las restantes aristas del grafo ®

inicid , conforman un grafo no

conexo, pero todos sus Vértices h
mantienen € grado par, ya que a

retirar e ciclo encontrado, se redujo ®

cada grado en una cantidad par . i j
Cada subgrafo conexo posee un ciclo

Euleriano: d-c-i-j-k-e-d y  h-g-m-h.

3) Estos dos ciclos pueden ser insertados en el ciclo encontrado en 2) en los vértices
comunes d y h respectivamente, originando un ciclo Euleriano a-d-c-i-j-k-e-d-j-n-0-k-
[-h-g-m-h-f-e-b-a, en &l grafo original.

,\_
3

Teorema E.1: Un multigrafo (no orientado) G = (X,U) posee un ciclo Euleriano sii
G esconexoy todos sus veértices son de grado par.

Una Cadena Euleriana es una cadena gue recorre todas las aristas del grafo una sola
vez incluyendo todos |os vértices.

Corolario E.2: Un multigrafo posee una cadena Euleriana, sii es conexo y tiene
exactamente dos vértices de grado impar.

Se puede demostrar observando lo que sucede al agregarle una arista cuyas
extremidades sean |os dos vértices de grado impar. El concepto de ciclo Euleriano es
utilizado en la planificacion de redes de alta tension entre varias ciudades.

3.2.4 Arbolesy Algoritmos de Busqueda

Refiriendonos a concepto de grafo no orientado en el estudio de grafos finitos, se
introduce e concepto de un tipo especial de grafo, usado en una vasta variedad de
aplicaciones.

Arbol, esun grafo finito, conexo, sin ciclosy con por 10 menos 2 vértices .

N

Bosque, es un grafo donde cada componente conexa
es un arbol, es decir es un conjunto de arboles no

conexos entre si. Ademas es un grafo sin ciclos por
estar compuesto por arboles.

Arborescencia, es un arbol dirigido con un nodo llamado raiz, tal que existe un
Unico camino desde la raiz a cualquier otro nodo del arbol. Ese camino es elemental
y simple.
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Proposicion: Una arborecencia posee una sola raiz

Es importante notar que la definicion de arborecencia es vaida para un arbol no
orientado, ya que, cuaquier vértice del arbol puede ser raiz y ademés un arbol no
posee ciclos. Al determinar una raiz, se determina la existencia de una sola cadena
gue conectalaraiz con cada uno de todos | os vértices restantes.

Entonces, un &bol lo puedo convertir en arborecencia tomando cualquier vértice
como raiz y asignandol e direcciones alas aristas desde €l nodo raiz.
Por lo tanto, designaremos como arbol, indistintamente a un arbol o arborecencia

La manera standard de dibujar una arborecencia es colocando laraiz aen lacima de
lafigura. Asi podemos definirle niveles alos vértices del grafo ( laraiz tienenivel 0).

El nimero asignado al nivel de un vértice x del arbol (T = (X,U)) corresponde al
largo de la cadena (Unico, el emental) que une ar con X.

Se llama padre de un vértice x, al veértice y, proximo anterior a X en la cadena
elemental y simple que va de laraiz a x, siendo x hijo de y dos veértices con €
mismo padre se llaman her manos. La relacion padre-hijo se extiende a ascendientey
descendientes de un vértice X. Ademés cada vértice x de T es la raiz de un subarbol
de x y sus descendientes. Los vértices sin hijos se Ilaman hojas, y todos los otros
vértices que tengan hijos se llaman vérticesinternosde T.

T se llama arbol m-ario, si cada vértice interno del arbol (arborecencia) T tiene m
hijos. En particular s m=2, T esun arbol binario.

Ejemplos: m=2 m=3

Teorema T.1: Un arbol con n vérticestiene n-1 aristas.
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Altura de un érbol (o arborecencia), es e nimero de aristas del camino mas largo,
es decir, €l nimero de nivel mas alto de cualquier vértice.

Arbol balanceado, es aquel arbol de altura h, en & cual todas sus hojas se
encuentran en e nivel h 6 h-1. Ver € gemplo anterior en e que la cantidad de
comparaciones a realizar se minimiza.

Los érboles se utilizan también en muchas aplicaciones para verificar la conectividad,
o la cantidad de ocurrencias de ciclos o subgrafos completos, en la busgueda de esas
propiedades o estructuras, muchos agoritmos utilizan 1o que Ilamamos un esqueleto
0 arbol de cubrimiento.

Esqueleto o arbol de cubrimiento (spanning tree) de un grafo G: es un subgrafo
que es un arbol y que contiene todos los vértices de G.

El esqueleto de un grafo puede ser construido ya sea por Busgueda Primero en
Profundidad: BPP (depth -first search: DFS) o por Busgueda Primero a lo Ancho:
BPA (breadth-first-search: BFS).

Algoritmo de Busgueda Primero en Profundidad

Sea G = (X,U), x, v pertenecen a conjunto X
DFS(x)
Visite y marque X
Mientras exista un vértice v no marcado adyacente a x
DFS(v)
fin mientras
fin

Usando BPP (o DFS), setomaagun vértice como raiz y se comienza a construir una
cadena desde la raiz. La cadena contintia hasta que no se puede continuar mas abajo
sin repetir un vértice que ya esta en la cadena. El vértice donde esa cadena debe
terminar es una hoja. Entonces se vuelve atras (backtrack), se retrocede un nivel a
padre de esa hoja, y se trata de construir una cadena desde ese padre en otra direccion
u otro vértice no incluido en la cadena anterior, y asi sucesivamente...

Algoritmo de Busgueda Primero a lo Ancho

Sea G = (X,U), X, v, s pertenecen al conjunto X, Q es
unacolao lista FIFO.

BFS(x)
Visite y marque Xx.
Insertex en Q
Mientras Q no esté vaciarealice
Saco el primer elemento sde Q
Par a cada vértice v no marcado adyacente as
visitey marque v
insertevenQ
fin para
fin mientras
fin
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Usando BPA ( o BFS), se toma cuaquier vértice x como raiz, insertando en la
cadena todas las aristas incidentes a ese x. Luego, sucesivamente, se van agregando
las aristas incidentes a los nodos adyacentes a x ,siempre que no estén incluidos en la
cadena que estamos construyendo, hasta que todos |os nodos hayan sido visitados .

Es importante notar que s e grafo no es conexo, entonces no existe ningun
esgueleto que lo recorra.

Algoritmo para verificar que un grafo es conexo
1) Use BPP ( 0 BPA) paratratar de construir un esqueleto del grafo.
2) Si todos los veértices del arbol son alcanzados en la busqueda, entonces se
ha encontrado un esqueleto del grafo y por lo tanto e grafo es conexo.
3) Si la busgueda no recorrio todos los vértices, entonces € grafo no es
CONEXo.

3.3 Conexidad. Clausura Transitiva.
Un grafo se puede representar para su manipulacion de las siguientes maneras :

a) Graficamente. Mediante puntos que representan 10s nodos y lineas que representan
las aristas del grafo.

b) Notacion de conjuntos. Y a sea por extensiéon (enumerando veértices y aristas) o por
comprension.

¢) Estructuras de datos, como por g emplo listas encadenadas, stacks, etc.

d) Matrices

3.3.1 Representacion Matricial

Unarelacion binaria en un conjunto X finito: X = {Xy, X,,..., X}, [X| = n,

es el subconjunto R = {(x;X;); X; R x;}, compuesto por € conjunto de pares ordenados
resultantes del producto cartesiano de XxX. Si (x;,xj) U R, decimos que x; esta
relacionado con x; y notamos x; R ;.

Larelacion R puede ser representada como una matriz nxn cuyos el ementos son:

R:[rij] Jlgxinj

LOSino

Podemos afirmar que todo grafo G es orientado, por lo que existe unarelacién binaria
entre pares de elementos de G =(X,U), que eslarelacion de adyacencia A.

Entonces, dado un grafo G=(X,U), de orden n, se puede representar la relacion de
adyacencia , mediante una matriz A=[g;] .., llamada matriz de adyacencia de G,

definida por
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jlsi XiAXj, (Xi,Xj)DU
A:[aij]:

Osino

Es importante observar que en un grafo no orientado la relacion de adyacencia es
simétrica y por lo tanto también lo seré su matriz asociada, ya que en el momento del
almacenamiento solamente es necesario tratar lamitad de la matriz.

Observaciones
1) Lamatriz de adyacencia es una matriz booleana, sus elementos son 0 o 1.
2) Z; x;; = semigrado exterior de x;
3) Z; xij = semigrado interior de X|

En aguellas aplicaciones en las que intervienen costos o propiedades propias de la
relacion entre los elementos del sistema, estamos ante un - Grafo Ponderado:
G=(X,UW)

En estos casos la matriz de adyacencia se define como:

JW(U)si X Axj, (x,xj)0U
Azlaij]z

Osno

Esta matriz es booleana solamente en aguellos casos en que w(u) = 1, para toda
aristau.

El concepto bésico en grafos es € de relacion binaria, ya que una relacion binaria
puede ser unarelacion de equivalencia, la que particiona a conjunto X de vértices en
clases de equivalencias.

Unarelacion binaria es unarelacion de equivalencia cuando es:
1) Reflexiva. x = x
2) Simétrica. X =y entoncesy = X
3) Transitiva. x =y, y =z entoncesx =z

Estas tres propiedades asociadas a un grafo G = (X,U), X={xj ; 1<i<n}, significan
que:
Xj =Xj s Xj = Xj 0 sl existealgun camino dexj axj y deXxj g Xj.

Definicion:
Un grafo o subgrafo es fuertemente conexo, s [I(x;,X;),X; # X;, L camino dex; aXx;.

Toda relacion de equivalencia particiona al conjunto X en clases de equivalencias
Xi={Xi1, - Xjp} que llamaremos componentes fuertemente conexas del grafo G.
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Por lo tanto, cada componente fuertemente conexa de un grafo G es un subgrafo
fuertemente conexo, Gj=(Xj,Uj), del grafo G.

Notar que la conexidad esthd muy relacionada a la existencia de caminos, existencia
que se puede verificar mediante |a propiedad transitiva

Definicion Unarelaciéon R estransitiva, en un conjunto X,

s Oi, j,k =1,2,.. | X |se cumple que X;Rx ;y XjRXk entonces  X;

j i Ry

Ahora bien la relacion de adyacencia A, no siempre es transitiva, observese €
siguiente jemplo donde xj A Xj, Xj A Xk no implicaque xj A Xk.

X]

i xk

Introducimos entonces € concepto de clausura transitiva o alcance delarelacién A
en el conjunto X.

3.3.2 Clausura Transitiva, Matriz de Alcance

Definicion: La clausura transitiva de una relacion A en el conjunto X es la relacion
T definida por:

J(Xi AXJ
Xj TXJ' < 3y0m=2 y.una secuencia de elementos XK1 Xk2,""ka 0 X

talesqueX; = X1, Xkt AXk(t+1) parat =12, ..., m - 1, Xgm = X;

Observacion: Laclausuratransitivade unarelacion A, eslarelacion A en si misma.

Si A eslarelacion de adyacencia en X, entonces la Clausura Transitiva en X es la
Relacion de Alcance definida por:
Ci,j = camino que va de xi a

x.ij o DCi

| , j Xj!

Xj es e canzable desde xj, 0 que Xj pertenece ala Clausura transitivade xj - lo notamos
LX) O (xj)

La relacion de alcance es una relacion transitiva y cuando ademas cumple con las
propiedades de simetria y reflexividad, es una relacion de equivalencia que particiona
aX en clases de equivalencia

X1, X2, .. Xm = OXj, Xj OXg k=12,..m severifica: Xj = Xj 0 Xj T X
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Cada clase corresponde a una componente conexa del grafo. Es decir que se pueden
determinar la componentes fuertemente conexas del grafo calculando la clausura
transitivaen el conjunto X de nodos.

x2 x3
x4 Xi= {X1 X2 Xg} X1=EX2 =Xg
X,= {x3, x4} X3= X4
x5
X X6 Xs= {x5} X5=x5
fig.CFC

Larelacion de a cance se representa matricialmente.

Definicion : Lamatriz de alcance esuna matriz T = [tjj]

1s X Tx;, (%, %;) OU
T=[t,]=
Osino
la que indica la existencia de caminos entre pares de nodos y se obtiene calculando
la potencia booleana de la matriz de adyacencia A.

Definicion: Matriz de potencias boolena de A es la matriz A(P) con p >0

1s 0C,,,I(C, ) =p
AP =[aﬁ“’)]=

Osino
A =1, AW =Ay AP =A() TA,  (Tproducto booleano).
Nota: aij(Z) = |:L=1,n(aik Dakj)

Teorema (Matriz de alcance): Sea Apxn |a matriz booleana de la relacion de

adyacencia en un grafo G de orden n entonces T = A(l UA)(S'l) [Js2n-16sla
matriz de alcance de G.

La experiencia indica que alcanza con calcular T = (I DA)(n'l)

Si d calcular T, tjj = 1 0 xi en X, entonces el grafo G es fuertemente conexo, o sea
que U x;, X; existe un camino de X; axj. En caso contrario, S tjj=0 para agun par X,
Xj, Xj no es alcanzable desde xj pudiendose diferenciar las distintas componentes

fuertemente conexas de G, clasificando grupos de nodos equivaente como aquellos
gue son alcanzables entre si.
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Si los nodos del grafo estdn ordenados por componentes, cada una de ellas se va a
caracterizar por un bloque o submatriz cuadrada de 1s en la diagona de la matriz T.
En estos casos se dice que la matriz T es triangular por bloques, es decir que esta
compuesta por bloques cuadrados dispuestos en la diagonal.

Justificacion del Teorema

Sea AP |aMatriz de Potencias Booleanade A, p= 0,
1s OC,,,I(C,) =p
8" =
Osino

Entonceslamatriz dealcance T = [,-1 . A ® cuyos elementos se definen

1< 0C,

ij?

I(C,,) - O

Osino

La suma booleana de todas las potencias posibles de la matriz de Adyacencia A,
implica un célculo poco comodo, entonces usamos €l siguiente lema.

Lema 1: Seaun grafo G deordenn, si /J/Cij ssimpley elemental entonces I(Cij) esa
losumon-1. (los otros camino no interesan).

Demostracion:
T=0p1A® gssng ( parano perder generalidad)
T -A® AP O A® A9 = (porprop.disty =A (1 L A ... A®Y )

T=A00A  Ds=n1 oo

Lema?2

Secumple: | [Ja [7. AV = o [JN®Y. 521 (sedemuestra por Induccion
Completaen s).

La experienciaindicaque para calcular lamatriz de a cance, alcanza con calcular
(n-1)
T= @ 0a)

Intuitivamente se justifica dado que | incluye x; = X; , para cualquier i,j , (recordar
definicion de relacion de alcance), ademas A (I 1A)™? = (1 O™
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Triangularizacion por blogues

Para una mejor manipulaciéon de las componentes fuertemente conexas y para una
mejor distincion de las mismas, se triangulariza la matriz de alcance T. Se define una
nueva base mediante un reordenamiento de los nodos, permutando las filas y
columnas de T. Siendo T la matriz del sistema de ecuaciones Tx = b, debo
transformar este sistema a otro equivalente con otra base que |lamaré Qx. Entonces

construyo una matriz Q, tal que QTQLQx = Qb. La matriz de este nuevo sistema es

QTQ! que implica un nuevo orden del conjunto X de nodos, a partir de las
componenetes fuertemente conexas del grafo.

Ejemplo: Lasiguiente matriz de adyacencia corresponde a grafo delafig. CFC:

x1|x2|x3|x4|x5|x6

xi1[1]1]ofo]o]1

x2[1]1]1]o]o]o0

'WA Ialolol1[21]0] °

x4loJfof[1]1]o0]o0

x5{o]JoJofo]1]0

x6|1]oJofo]1]1
1]1]ololola]a]a]1]o]1]1]1]1]0]0]0]1
1l1]1]ofofo]afafala]a]a]1]a]1]0]0]0
o[oJa[1]1]o]o]ola]1]a]o]o]o]1]1]1]0
ofol1]1]{o|o]o]o]1]a|{1]0]o]0]1]1]0]0
o[oJo[o|1]o]o]o]ofo]1]o]o]o]o]0]1]0
1lo]olof1]ofJ1]afolol1]1]1]o]0]0]1]0
1l1]ololofafa|a]a]olafafalafalafa]a]a]a]a]2]1]2
1la]1fofofolafalalalafafafala]alaa]a]a]2]2]1]2
o[oJa]1]1]o]o]of[1]1]1]ofo]o]1]a]1]ofo]o]a]1]1]0O
olol1]1]o]o]olof1]1]1]olo]o]1]1]1]o]o]o]1]1]1]0
o[oJofo[1]o]o]o]o]of[1]o]o]o]olo[1]ofo]0]0]0]1]0
1lololofafolafalofolafalalalafalaala]a]a]2]1]2

(1V A)2 (1V A4 (IVA)S=T

xl: {X15X21X6} ) XZ:{ X31X4} ’ x3 :{ X5}

1|10(0|0]|0|O
o{1({o0|0]|0]|O Mantengo X1,X2: X1 ==> X1, X2 ==> X7
ololololol1 Reordeno Xg, X3, X4, Xs:
olol1]lololo] =Q X3 ==> X4
0({0|0|1({0]0 s XX4 ==> X5
0|0of(0|0]|1]10 5:: 6

Xg==> X3
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=QTQt

o|o|o]r|r|+
o|o|o]r|r|+
o|o|o]r|r|+
olr|r]|r|r|+
olr|r]|r|r|+
S R

Las componentes fuertemente conexas de un grafo G, se pueden condensar en un
punto, formando un nuevo grafo G sin ciclos, cuyos arcos son aquellos del grafo G

gue unen distintas componentes, al que se llamagrafo condensado.

El siguiente es e G de la fig CFC. Los grafos condensados @’ —e
se utilizan en la planificacion del transito y de transporte
urbano. AN '

Procedimiento para condensar un grafo:

1) Condensar G.
2) Encontrar algiin camino hamiltoniano, si existe, en el grafo condensado Ge.

3) Encontrar un camino hamiltoniano en cada nodo del grafo condensado (en cada
componente fuertemente conexa de G).

4) S es posible, unir & o los caminos encontrados en el paso 3) con e encontrado en
el paso 2).

Supongamos que € grafo condensado del gemplo anterior describe el posible
recorrido de unalinea de dmnibus, y se desea determinar aquel recorrido que pasa una
solavez por cada una de las paradas (nodos del grafo).

Definicion
Un camino hamiltoniano en un grafo G, es aquel camino que pasa una y solo
una vez por cada veértice del grafo.

Si G esde orden n, €l largo del camino hamiltoniano es e del camimo elemental de
longitud maxima.
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3.4 Multiplicacion Latina - Camino Hamiltoniano

Procedimiento:
Se enumeran todos |os caminos elemental es posibles de longitud 1,2,... n-1.
Detenerse a encontrar todos los caminos de largo n-1.

S no existe Camino Hamiltoniano, se conoceran todos los caminos elementales
intermedios. La enumeracién de los caminos elementales se realiza mediante €
método de Multiplicacién Latina.

Los elementos de lamatriz Latinade largo 1, [M]® = ((m;™)) se definen
XX s (xi,xj) OU,i#

mij(l) :{
0 s (xix)OU, iz oi=]

Retirando |a primeraletra de los elementos distintos a 0 obtenemos [M’]® = (m';))
latina

X; S (xi,xj)) OU,i#
m.. (1):{

ij
0 s (xix)OU,i#oi=]
Los caminos elementales de largo 2 se calculan de la siguiente manera

(MI™ L MP® = M)
siendo
mij@) = Uiain m®0m y WY, donde
@ Dy @ 1) ® (D) =
o o m, - conc.m’,, = Sy Om, >y m = 1m i =1

m, . om =

0 s no.
MO =M® L M’(l), MBP=mO® L Mm@

Para encontrar |os caminos hamiltonianos nos detenemos en el paso n-1 (4, en nuestro
caso). Los elementos de lamatriz M™Y contiene la sucesién de nodos de cada uno de
los caminos hamiltonianos, si existe alguno.

Ejemplo:
A
E /\B
p @4
M(l) M (63}
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0 | AB|AC| 0 | AE oTB T ClolE
0 0 0o |[cD| o oo oDl o
0 0 [pCc| 0 | DE
EA | O 0 |[ED| O 0] 01 CJOIE
Alolo[D|o
ACD
0 0 | ABC | AEp | ABE
BCD
BEA 0 0 BED 0
M(2) 0 0 0 0 CDE | =
DEA 0 0 0 0
EAC
0 EAB | Epg 0 0
0 0 ABEDC 0 ABCDE
M(4) | BCDEA 0 0 BEACD 0
- 0 CDEAB 0 0 0
0 0 DEABC 0 0
0 0 0 EABCD 0

4. ESQUELETOS Y CAMINOS OPTIMALES

4.1 M edida de conexion de grafos

Cuerda deun esqueleto en un grafo conexo G, selellama a cualquier arista de G
gue no pertenece al esqueleto E.

Afirmacion:

Cualquier subgrafo compuesto del esqueleto y
una cuerda contiene un ciclo

cuerda
esqueleto

Numero ciclomatico v(G) de un grafo G, es e nimero de cuerdas de cualquier
esqueleto en G.

Proposicién: Sea un grafo G, m el nimero de aristas, n el nimero de vértices y c €
numero de componentes conexas, entonces v(G) =m-n + cC.
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Teorema: Sea G un grafo de orden n, n > 2. Las propiedades siguientes son
equivalentes en cuanto a caracterizar a G como arbol.

1) G esconexoy sin ciclos.

2) Gessinciclosy con (n-1) aristas.

3) G esconexo y con (n-1) aristas.

4) Gessinciclosy maximal. G esmaximal s al agregar una arista entre dos vértices
no adyacentes se crea uno 'y solo un ciclo.

5) G es conexo y minimal. G es minimal si suprimiendo una arista cualquiera del
grafo, éste degja de ser conexo)

6) Todo par de vértices estd unido por una y solo una cadena.

Teorema: Un arbol de orden n >2 admite por lo menos dos veértices que son
adyacentes a un solo vértice.

Teorema: Un grafo admite un grafo parcial que sea &rbol ( dicho de otra forma
admite un arbol parcial (esqueleto) s. s. i. es conexo.
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4.2 Esqueletosoptimales

Esqueleto Minimo de un grafo ponderado G = (X, U, W) de orden n, es aquel
esgueleto de valor minimo.

L os esguel etos minimos permiten, por egemplo, calcular € costo minimo de conexién
de un grafo. Los agoritmos de Kruskal y Prim encuentran un esqueleto minimo en G.

ALGORITMO DE KRUSKAL

Repita los siguientes pasos hasta que el conjunto T tenga (n-1)
aristas (T = n-1):

1) Al comenzar T =0 (vacio)

2) Agregue a T las aristas de menor valor que no formen un
cicloconlasaristasqueyaestanenT.

ALGORITMO DE PRIM
Repita hastaque e arbol T tenga (n-1) aristas:

1) Al comienzo tome cualquier arista que tenga €l menor valor
asignado.

2) Agregue a T la arista de valor minimo, conformada por un
vérticeen T y otro vértice que no pertenezcaaT.

Se puede demostrar que estos algoritmos construyen esquel etos minimos. El siguiente
teorema, demuestra la correctitud del agoritmo de Prim.

Teorema P1: El algoritmo de Prim es valido, es decir al finalizar e algoritmo, €l
grafo resultante E es un esqueleto minimo.

Demostracion:

Podemos afirmar gque por construccién, a finaizar € algoritmo, E es un subgrafo
parcia de G (conexo) y sinciclos ==> esun ESQUELETO.

A continuacion probamos que E es un esqueleto minimo y o hacemos por induccion
en laK-ésimaiteracion del algoritmo.

Al demostrar que en la k-ésima iteracion Ei estéa incluido en un esgueleto minimo,
estoy demostrando que al finalizar, En-1 €s un esqueleto minimo.

1.-Paso base
k=1, n=2, E; tiene una sola arista que esla minima (o una de ellas)
==> E; [ en algun esqueleto minimo de G. Se cumple.
2.- Paso inductivo
Suponemos verdadero parak = k-1 (k-1-iésimaiteracion), o sea que
Ek-1 U E' queesminimo.
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SeaV € conjunto de vérticesde Ex.1 : V ={ vj, vj U Ek-1)

El algoritmo toma una arista[i,j] devalor minimo, tal quei 0O0V,yj OV yloagregaa
Ek-1 obteniendo Ei = Ek.q U [i,j]

°Si[i,j] OE,==>Ek OE (esq. min) L.Q.Q.D

°Si[i,j] OE'==>E"U [i,j] contiene un ciclo C. Tomemos una arista [x,y] [ ciclo C,
y tal que[x,y] #[i,j] conx enV ey V. Consecuentemente w[x,y] =w][i,j] yporlo
tantoel grafoE"={ E'U [i,j] - [X,y] } tienevaor < € vaor deE' (*)

Como por construccion E" es esqueleto, entonces por (*) es un esqueleto minimo y
como Ey [ E" severificael paso inductivo.

Ekx O enunesqueleto minimo (E'oE") - L.Q.Q.D.
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4.3 Caminos optimales— Camino minimo
Algoritmo de DIJKSTRA
Este algoritmo calcula el camino minimo de un nodo a a otro nodo z en particular, ala

vez que calcula los caminos minimos desde €l nodo inicial a dado hasta cada uno de
los otr os nodos del grafo.

Algoritmo de Dijkstra

Sea G = (X, U, W) un grafo ponderado,
w(u) el largo asignado alaarista u,
m un contador de distancia,
(r, d(p)) etiquetadel vértice p,
r = antecesor de p en el camino desde a,
d(p) = distancia minima desde a hasta p.

Para valores crecientes de m, el algoritmo mar ca aquellos vértices que tienen m como distancia
minima desde €l vértice a.

1) Empezar con m = 1y marcar a con (-, 0)

2) Chequear cada aristau = (p,q) desde algiin p ya mar cado, hastaagin q sin marcar.
Suponga que p estd marcado con (r, d(p))

Si d(p) + w(u) = m, marcar g con (p,m)

3) SiOxsinmarcar: m:=m+1;
volver a punto 2
Si no: gjecutar el punto 4

Si solamente estamos interesados en el camino hasta z, al marcar z, seguimos con €l punto 4

4) Para cualquier vértice y, un camino mas corto de a ay, tiene largo d(y) (la 2da parte de la
etiqueta de y).

Ese camino lo puedo encontrar retrocediendo desdey, usando la 1€@
parte de las etiquetas de |os vértices encontrados en el retroceso.

Este algoritmo permite calcular cuan lgjos se puede llegar en 1, 2 .... m unidades.
Como esta especificado en Pero tiene una ineficiencia muy significante, Si la suma
d(p) + w(u) en 2) tiene valor por lo menos m'>m entonces € contador de distancia
m, deberia ser incrementado inmediatamenteam’ (m := m").

Ejemplo: Encontrar e camino minimo (mas corto) entre F y C del siguiente grafo
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m=1 no puedo marcar

m'=5, incrementom :=m'

m=5, marco | (F, 0+5)

m=6 , encuentro G, d(F) +1 =6 marco G (l,6)
m=7 marco A [0+7] (F,7) yD[6+1] (E,7)
mM=8 no marco

m=9 marcoH (G,9) y B (A,9) marcoC (D,9)
Encontré C, d(C) = largo del camino= 910

Retrocedo por la primera etiqueta: C->D->E->1->F.

El camino minimo es: F-1-E-D-C.

C 9
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5. REDES - FLUJOS

Red es un grafo ponderado, con un nodo a Ilamado fuente y otro nodo z llamado
pozo, terminal o resumidero (sink).

N=(X, U/W)
X={a,zx,1 <i=<n2}
U:{(Xi,Xj), ........ }

Consideramos redes orientadas. Es viable afirmar que unared siempre es orientada.

b 5,5 d

Se llama red de transporte cuando a cada arco u de la red se lo pondera asignandole
un par de nimeros enteros, positivos mediante las funciones capacidad, k(u),y flujo,

b (u).
w(u) = (k(u), ¢(u))

k(u) es la capacidad o cota superior de |o que puede transportar € arco uy ¢(u)
flujo o la cantidad de sustancia que realmente transporta el arco u.

Unared de transporte modela problemas del tipo:
- maximizar el flujo de petrdleo, através de unagran red de oleoductos;
- maximizar el nimero de llamadas telefonicas en lared de telefonia.
- otros.

Se transportan unidades de flujo de un sitio a otro a traves de una red, con ciertas
restricciones en cuanto a capacidades de envio en las lineas que componen lared. En
el caso del transporte de petrdleo, la capacidad de un arco representa la capacidad en
barriles por minuto de una seccién del oleoducto, € flujo es € fluido que se transporta
o envia.

Lo que se busca es maximizar un "flujo" desde el nodo a al nodo z, de tal modo que
el flujo (6 fluido) que pasa por cada arco no exeda su capacidad permitida.
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Es un problema tipico de Investigacion de Operaciones:

max { Flujo}
segun restricciones

La capacidad y flujo de los arcos pueden tener asignados otros valores, que no sean
enteros positivos, pero se debe tener especial cuidado a aplicar un agoritmo de
solucion que sea adecuado a esa caracteristica.

5.1 Corte minimo —flujo maximo

El conjunto de los nodos X se puede particionar en dos subconjuntos P, y PC, P U PC
=X,PnPC=1.

Definicion: Un corte en la red N es e conjunto de los arcos incidentes hacia €
exterior de P.

(P,PC) = { (xy) ,x [P,y [7 PC,PUPC=X,PnPC= 7}
Un corte me determina posibles caminos desde aaz
Enlared delafig. 4.1, s P={b,c}, P¢ ={ad,ez}, (P,PC) = {(b,d), (b,e), (c,€)};

Nota: {(ab), (a,c), (d,c)} O a corte, sin embargo en redes no orientadas, (P,PC)
denotatodas las arcos que van de P a PC.

Definicién: Corte a-z (fuente-terminal) esaquel enquea /Py z [PC.
Enlared delafig4.1, st P={ab,c}, (P,P€) esun corte a-z.

Definicion: Capacidad de un corte (P,PC) viene dada por k(P,PC) = X k(u) .

u/lktorte
Definicion: Flujo a-z, (flujo fuente-terminal) en unared N, esaquel en € que ¢@(u)
[7u [7U, losnodos fuente ay pozo z satisfacen las siguientes condiciones:

a) 0 s p(u)sk(u) Ju /M
b) g(uy=0, Ju/lJl-(@) y [u/At(2)
C) [Jx Za, [X ZZ, Zuﬂ+(x) P(u) = Zug-(x) d(u)

La condicion b) nos asegura que € flujo vaya de la fuente a pozo y no d revés. La
condicion c) implicaque € flujo parcial que entraaun nodo x, esigua al flujo parcia
que sale de x, esllamadalacondicion o ley de conservacion de flujo de Kirchhoff.
Si se suman las ecuaciones en c) sobre todas las X pertenecientes a un subconjunto P
de nodos de una red N que no contengan ni a ni z, se obtiene la siguiente expresion
como consecuenciade c:
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szP Zu[ll+(_x) o(u) = ZxDP _Zuul'(x) ¢(u) _
Obs: agunos ¢(u) se repiten en ambos miembros de la igualdad, ya que en ambos
lados se sumas €l flujo de aquellos arcos que van de un nodo en P aotro en P.

Por jemplo tomando P ={b,c}en el gemplo delafig. 4.1,
oot W) =5+2= % - d(u) =443
Tt 0W=5+3 =X - ¢(u)=8+0

Y p5t2+5+3==3%  4+3+8+0

Eliminando los flujos ¢(u) que se repiten en ambos miembros se obtiene una nueva
condicion
paratodo subconjunto P de nodos que no contengan ni ani z.

) Zpesy W) = Xets 9U)

Es decir que [JP que no contengani ani z, e flujo queingresaaP esigua a flujo que
sdedeP.

Teorema N.1
Para cualquier flujo a-z, ¢ en una red N, @ flujo que sale de la fuente a es
igual al flujo queingresa (entra) al pozo z

Demostracion: Suponga momentaneamente que N = (X, U, W) no contiene ninguin
arco (a,2). (nota: €l teorema esvalido tambien cuando existe un arco (a,2)).

SeaP={X-a-z} yPC={a z}

Por lacondicionb) deflujoaz: >+ o) = X e O(U)

Porc’) i 2 metp O(U) = 2 sy O(U)
Por b): ZuD(P’Pc) ¢(u) = ZuDI-(Z) ¢o(u) = flujo entranteaz

Flujo salientedea = ZuDI+(a) d(u) = Zuml-(z) d(u) = flujo entrante az LQQD
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La condicién b) de flujo a-z determina que € Unico flujo hacia P desde PC={a,z} debe
ser desde a

Cuantificacion deun flujo a-z : |¢].

|¢| es & valor del flujo az, y se define como la suma del flujo que sale de a,(
equivaente a decir que es lasumadel flujo que entra a z). Entonces, una cota superior
de |¢| es la suma de | as capacidades de | os arcos incidentes hacia €l exterior de a.

01= %% OW) S T KW

De la misma manera, la suma de las capacidades de los arcos incidentes hacia el
interior de z es una cota superior del valor del flujo |¢|. Ademas, |p| esta acotado
también por la capacidad de cualquier corte az, es decir, por la suma de las
capacidades de cualquier conjunto de arcos que cortatodo flujo deaaz.

En e glemplo primero, €l corte con P={ab,c), esdecapacidad k(P,PF) = 13es,
por lo que ningun flujo az en lared puede valer mas de 13. (Nota: en este caso ¢' ho
esvdidayaquealP.)

Teorema N.2: Para cualquier flujo a-z, ¢, y cualquier corte a-z, (P,PC), en una red
N,

|4] <k(P,PC)

Demostracion:
Expandimos la red N agregandole un nodo a con un arco u' = (a', a) de

capacidad infinita (significamuy grande), k(u') = e , a' OJPC,

) M
Pc
fig. 4.3
A U sele asigna @ vaor del flujo |¢], (u”) = ||, entonces ¢ se transforma en un
flujo a-z en la red expandida, la antigua fuente a ahora recibe su flujo de la super
fuentea'.
En estanuevared, N', s se puede aplicar lacondicion c') aP, yaque P no contienela

fuente
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Ztp O = 2 e 9(U)
Ademés por construccion de N', € flujo hacia P es de valor al menos || que es €l
vaor de ¢(u'), otros flujos podrian ingresar a P por arcos desde PC.

0 = 0U) < Types OW) = T OM) S Tpw KU = KPP
*)
6] < k(P,PC) L.Q.Q.D.

CorolarioN.2
Para cualquier flujo a-z, @, y cualquier corte a-z, (P,PC), enunared N,

|4 = k(P,PO) ssi
i) g(u) = 0, Ju [{PC,P)
i) g(u) = k(u), Tu AP,PO).

En este caso decimos que @ es un flujo maximo vy (P,PC) es un corte a-z de
capacidad minima.

Demostracion:

Considere las inecuaciones en (*) de la demostracion del Teorema N.2 y lared
expandida.

01= 6(U) S T e O(U) =Ty o5 O ST ey K(U) =K(PPO)

Directo
Si |¢] = k(P,PC) entonces se cumple laiguadad en la inecuacion (*) es decir, [¢p] =
2t O(U) > i) esverdadera,

(s fuese ZUD(PC,P) ¢(u) > |¢|, habrian otros flujos positivos hacia P).
Ademés ZUEI(P,PC) d(u) :ZuEI(P,PC) k(u) = k(P,P¢) lo que implica ¢(u) = k(u) O
udJ(P,PC), porque si no ZUD(P,PC) d(u) < k(P,PC) contradice la hipétesis.
Reciproco: vale e mismo argumento utilizado para demostrar € directo.
Por lo tanto laigualdad en (*) se cumple ssi i) y ii) se cumplen.

La ultima afirmacion del corolario, se deriva directamente del Teorema N.2

Cuandoen |¢p|<k(P,P€) secumplelaigualdad, seobtiene el valor méximo de |¢|
==> ¢ esun flujo maximo,

y también cuando se cumple la igualdad, se obtiene €l valor minimo posible de la
capacidad del corte a-z en consideracion,

==> (P,PC) esun corte a-z de capacidad minima.
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5.2 Bases Parala Construccion de un Flujo Maximo
Arco Saturado El arco u delared se dice saturado cuando k(u) = ¢(u);

Laholguradeun arco u eslacantidad libre de su capacidad, aln pasible de utilizar y
senotas(u) = k(u) - ¢(u)

Holgura minima en un camino que va de a a z, es la holgura minima entre todos los
arcos de ese camino.

Caminoa-z, L esuncaminoi queva delafuentealaterminal.

Ejemplo:

5 D 3,3 d 4

Supongamos que a la red de la figura no se le asignaron flujos a sus arcos.
Encontramos en esared e camino L1 = {(ab), (b,d) (d,2)}= a-b-d-z. La holgura

minimade L1 es 3, min s(u) = 3 [J u [JL1. Esto quiere decir que podriamos sumarle
un flujo de 3 unidades a cada uno de los arcosde L 1.

Luego identificamos € camino Lo = a-c-e-z, y hacemos lo mismo que con L1, en
este caso tambien sumamos 3 unidades, min s(u) = 3 O u OL». Con & mismo

procedimiento se podriair aumentando € flujo de los arcos pertenecientes a caminos
gue van de a a z, con su holgura minima, hasta encontrar un flujo que sea maximo.

Afirmacion: Cualquier flujo en unared N, se puede descomponer unidades de flujo
a-z encaminosquevandeaaz

Por gemplo € flujo de llamadas de teléfonos de un pais a otro puede ser
descompuesto en llamadas individuales; € flujo de petrdleo en su envio, puede
descomponerse en los caminos del envio de cadatonelada.

Unidad deflujoa-zenL, siendo L un camino quevadeaaz, esd flujo

o, cong (uy=1lsullL
y ¢ (u=0sulL

En base a esta unidad, se define lasuma de flujos a flujo de unared.
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¢ =¢ + ¢, + ¢, ODudu

El flujo delared ¢ sigue siendo un flujo az, slempre que ¢(u) < k(u), O u O caminos
en consideracion.

Si sesla menor holgura en un camino L, es entonces la holguraminimadel camino L
por lo que se puede sumar s*¢, a flujo delared.

s, = to +0, +b, ... (sveces).

¢=¢ +s* ¢

Este mecanismo nos sugiere una manera de construir un flujo méximo: aumentando el
flujo de la red mediante la suma de unidades de flujo &z equivaentes a la holgura
minimade los caminos a-z que asi |o permitan.

Volviendo a gemplo, a comienzo € flujodelared ¢ es ¢(u) =0 O ullU , luego
encontramos €l camino L1 = a-b-d-z y lesumamosa¢ flujo 3¢L1. Observar que L1

posee un unico arco saturado: (b,d), € de la holgura minima. Luego aumentamos en
30,,, L2 =a-c-ez. Continuamos con L3= a-b-e-z de holgura minima 2, que se usa

para aumentar €l flujo en 2¢, , y L4 = a-c-d-z- de holguraminima 1 € flujo aumenta
en¢ , Asiseobtiened flujoaz

¢ = 3¢Ll + 3¢L2 ¥ 2¢L3 + ¢L4

Luego de aumentar €l flujo con ¢ ,, todos los caminos que llevan a Z tienen holgura

minima 0 y en la busgueda de caminos con alguna holgura minima, no se puede
seguir mas alaque de a hastac.

Se han saturado todos los arcos de un corte a-z; [1 u O (P,Pc), P={ ac}, ¢(u) = k(u).
k(P,P€) =9=16| = ¢ maxima (por corolario N.2)

y €l corte es minimo, es el de capacidad minima, observar que a estar saturado, no se
puede enviar mas que k(P,PC) unidades desde a.

En este caso se tuvo la intuicion necesaria para encontrar 1os caminos que llevaron al
flujo maximo. Pero no siempre es tan facil.

Lasiguiente figura muestra otro procedimiento de aumento alared del emplo.
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Se empieza con L1 = a-b-e-z saturando &l arco (a,b), sumandole 5¢ , Luego Lo =&
c-d-z, saturando (c,d) y sumandole a flujo 1¢, ,. Queda nada mas que un camino sin
saturar L3 = a-c-e-z holguraminima 1, se sumando 1¢ , a flujo total.

b=¢+ 5<|)|_1 + 1¢L2 + 1¢L3

No hay mas caminos de a a z con holgura minima positiva ( >0 ), no es posible
aumentar mas el flujo. De a puedo Ilegar nada mas que hasta e pasando por c.

Queda determinado un corte saturado (P, PC), P ={a,c,e}. Luego observamos que
b]=7y k(P,PC) =12. = || <Kk(P, PC)

i El método de aumento puro, no siempre encuentra un flujo méximo!
Por €l corolario N.2 un flujo es de valor méximo ssi

i) ¢(u) =0, Oud(PC, P)
i) ¢(u) =k(u) Ou O(P, PC)

En este caso observamos que e arco u = (b,e) O (P, P) y ¢(u) =5#0

Se ha cometido € error de haber aumentado de entrada todas unidades libres de L1,
(5). Por eso en L3 no se pudo mandar mas que 1 unidad de flujo de Lz, y en L2 nada

mas que 1, (c,d) no lo permitia. En realidad se deberia haber reservado alguna unidad
de L paraasignarselaal 3, (c,e) si lo permitia

Con L4 = ab-d-z, se obtiene d flujo.

¢ = 3¢L1 + ¢L2+ 3¢L3 + 2¢L4

Este método de reservar unidades de flujos es muy complicado y poco controlable ya
gue igualmente no asegura encontrar el maximo. Existe una manera de ir corrigiendo
el aumento de los flujosy que evita caer en |os errores mencionados.

Enlared delafig 4.5, € arco (b,e) contiene 5 unidades de flujo que van de PC a P con
(P,P€) saturado, ¢(b,e) =5 > 0, esto se corrige reduciendo € flujo de (b,e). Como
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hacerlo? Por la condicion c) de flujo az, se lo puede reducir solamente, s se
compensa la reduccion del flujo desde b hacia e, con un incremento hacia e desde

cualquier arco u 0I-(€), con extremo inicial en P. Compensando desde PC se corre el

riesgo de encontrarse nuevamente con € caso de arcos que van de P¢ a P con flujo
positivo (ver corolario N.2).

El incremento de compensacion debe venir de la fuente a, ya que necesitamos
corregir € flujo en un camino desde a a e que contenga nodos en P. El Unico camino
de esas caracteristicas es K1 = a-c-e. Del mismo modo, la reduccion del flujo de b

hacia e, debe ser compensado por un incremento en algun camino desde b haciaagun
nodo en PC, ya que necesitamos corregir flujo en algiin camino de b az, con nodos en
PC. El Unico camino con esas caracteristicas es Ko = b-d-z. La minima holguraen Kq
es 2,y en Ko es 3,  minimo entre ellos es 2, entonces se disminuye € flujo de (b,e)
en dos, ¢(be) : = dp(be) - 2, y se aumenta € flujo de K1 y Ko en 2. Con este
aumento de correcion se obtiene el flujo maximo,en € corte a-z saturado con P=
{ac},PC={b,d,e,z}.

Observen que e procedimiento ha consistido en realizar una correccion en la cadena
K = a-c-e-b-f-z de 2 unidades de flujo.

Definicion Unidad de flujo a-zen unacadenaK quevadeaaz, esd flujo ¢, con
¢ () = 1 JulJK con direccionigual al dela orientacion dela cadena
¢, (u) = -1 en aquellos arcos con orientacion contraria a la de la cadena,
¢, (u) = Oenlosotros arcos.

¢, en realidad no es un flujo ya que tiene valores negativos en algunos arcos, pero el
flujo resultante de una correcion, ¢ = ¢ + ¢k si lo es. Aquellos arcos que van en la

direccion contraria a la de K, tiene valores positivos, > 0, que puedo reducir y existe
holgura en los arcos que van en lamisma direccion de K hacia z que puedo aumentar.

En e gemplo anterior se corrige sumando a ¢ un flujo cadenade 2 unidades, ¢ = ¢
+ 26k -

5.3 Algoritmo de Flujo Maximo

El algoritmo de aumento que a continuacion planteamos, de Ford y Fulkerson,
construye un corte minimo y un flujo maximo, corrigiendo e incrementando,
mediante el aumento del valor del flujo ¢ con unidades de flujo a-z en cadenas.
Iterativamente va construyendo cadenas de flujos desde a, de una manerasimilar ala
del camino minimo de Dijkstra.

A cada nodo q va visitando le asigna una etiqueta: (p%, D(q)) compuesta de dos
etiquetas:
1) p es e nodo precedente a q en la cadena de flujo de a a g, € indice
superior de p serd el signo de + s € Ultimo arco en la cadenaes (p,q) y €
signo de - si € Ultimo arco es (q,p).
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2) D(q) eslaholgura minima entre todos los arcos de |a cadena que van de a
aq. En un arco u de orientacion contraria @ de la cadena, la holgura es la
cantidad de flujo que puedo quitar.

En caso de aplicar este algoritmo en unared con un flujo ¢ preasignado, controlar que
¢ sea az.

Algoritmo de Flujo Méximo

1.- Marcar lafuente a con (-)
a es e primer nodo a examinar.

2.- Seap €l vértice que se examina cuya 2da etiqueta es D(p)

a) Examinar todo u = (qg,p) O I7(p)
S ¢(u) > 0y g no marcado entonces
marcar g con (p~, D(q))
siendo D(q) = min (D(p), $(u))

b) Examinar todo u = (p,g)0 1*(p)
Si s(u) = k(u) -¢(u) > 0y q no marcado entonces
marcar g con (p*, D(q))
siendo D(q) = min (D(p), s(u))

3.- S Z marcado, ir a punto 4.

Si no, elegir otro vértice marcado para examinar (que no haya sido examinado
antes) eir a punto 2.

Si no existen mas vértices marcados para examinar se ha determinado
un corte a-z saturado(P,PC) , con P &l conjunto de |os vértices
marcados. |¢|= k(P,PC) y por eso ¢ maximal ==> FIN

4.- Encuentre una cadena a-z K de arcos con holguras,
retrocediendo desde z como en € algoritmo de camino minimo.
El flujo aincrementar ¢ es cadenaflujo az, de valor D(z) unidades
o'=¢ + D(2)dk

Reasignar €l flujo, y se aplicar nuevamente el agoritmo a ¢', es decir volver al)

Teorema: Dado cualquier flujo a-z ¢, aplicando un numero finito de veces €
algoritmo de Ford y Fulkerson, se obtiene un flujo maximo. Ademas, s P es €

conjunto de vértices marcados en la etapa final del algoritmo, €l corte (P,Pc) es un
corte a-z minimo.

Corolario (Flujo maximo- Corte minimo)

En cualquier red orientada, € valor de un fluyjo maximo a-z es igual a la
capacidad de un corte a-z minimo.
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6. INTRODUCCION A LOS PROBLEMAS DE ORDENAMIENTOS

Ordenar es programar la gjecucion de la realizacién de un trabajo, asignando recursos
y fijando las fechas de g ecucién de | as tareas que |o componen.

Los problemas de ordenamiento son inherentes a toda organizacion. Estos problemas
se resolvieron en forma empirica, mediante diagramas de Gantt, hasta 1958. En esta
fecha aparecen € método PERT, o americano, y € método de los potenciales de B.
Roy que resuelven los problemas de ordenamiento en el caso particular en que las
restricciones son de sucesion y de ubicacion temporal de tareas. Estos dos métodos,
que llamaremos de camino critico, surgieron a partir de necesidades concretas de
proyectos de gran envergadura con una organizacion muy compleja debido a gran
nimero de tareas. A pesar de que € méodo del camino critico resuelve un caso
particular de los problemas de ordenamiento, y de los mas simples, se ha convertido
en elemento indispensabl e en la gestion de las organi zaciones.

L os problemas de ordenamiento aparecen en diversas &reas: informética (jobs, gestion
de recursos: procesos, memoria), construccion (seguimiento de proyectos), industria
(problemas de talleres, gestion de la produccion), administracion (empleo de tiempo).

En los problemas de ordenamiento distinguimos: las tareas, las restricciones
potenciales, los recursos y la funcion econoémica.

Las tareas son € comun denominador de los problemas de ordenamiento, su
definicion no es siempre inmediata ni- trivial. Cuando la duracién y las fechas mas
tempranas de comienzo de una tarea son conocidas, estamos ante un problema
estético, por e contrario, cuando € conjunto de tareas evoluciona con e tiempo de
forma no determinista, estamos ante problemas estocasticos y/o dinamicos.

Las tareas pueden estar ligadas por restricciones de sucesion y de localizacion
temporal, que Ilamamos restricciones potenciales. Ejemplo de restricciones de
sucesion: construir primero los cimientos de un edificio, luego las paredes, etc.
Ejemplo de restricciones de localizacion temporal: tal tarea no puede comenzar antes
detal fecha o setiene que terminar antes que tal otra.

L as tareas requieren de recursos para g ecutarse . Los recursos determinan dos tipos
de restricciones: diguntivas y acumulativas. Una restriccion diguntiva aparece
cuando, por gemplo, dos tareas usan la misma maquina y no se pueden ejecutar
simultaneamente. Hay una restriccion acumulativa cuando, por e€emplo, tres
procesadores estan disponibles para gecutar cuatro tareas, con lo cual una se retrasara
y debera necesariamente esperar lafinalizacion de alguna de las otras.

La funcion objetivo se determina segin cdmo se programen las tareas de forma de
optimizar segun un cierto criterio. Por giemplo, la minimizacion de la duracion total
de un trabgo (criterio més usado), respetando las fechas de los pedidos, o
minimizacion de un costo, etc. En forma genérica hay tres tipos de funcion objetivo
en |los problemas de ordenamientos: 1) uso eficaz de recursos, 2) demoraminimaen la
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de gecucion de las tareas, 3) cumplimiento de las fechas de finalizacion fijadas a
priori.

6.1 Conceptos Generales

Sean: | = conjunto detareas, n=numero detareas a gecutar (card 1),
dj = duracion delatareai,

¢j = fechade disponibilidad, o de comienzo mas temprana

fj = fecha en que deberia estar terminada latareai ("deadline")
tj = fecha de comienzo de gjecucion de latareai,

T; = fechade fin de g ecucion.

Si latareai no esinterrumpida, entonces: T = tj + dj.
Una condicidn necesaria para que un ordenamiento searealizable es:
Gsti<Ti<fj,0i0Ol

En ciertos casos, p.gj. S hay un retardo tal que Tj > fj, se podréa considerar un costo w;
asociado aesatareai.

6.1.1 Relacion entrelastar eas, Restriccion Potencial

En genera dos tareas cuaesquiera i, j [ |, no son independientes y pueden estar
ligadas por restricciones de anterioridad. Notaremos una restriccion potencial entre las
tareasj ei delasg manera:

tj = &j

En el caso particular cuando &jj = dj , estamos ante una sucesion simple. Sin embargo

no se puede representar mediante restricciones potenciales e hecho de que dos tareas
exijan e mismo recurso en & mismo momento y que por lo tanto no pueden
€j ecutarse simultaneamente.

El conjunto de restricciones potenciales se puede representar por un grafo ponderado
y los métodos de camino critico que estudiaremos trabajan esencialmente sobre este
grafo.

6.1.2 Modos de g ecucion de las tareas.

Las tareas se gecutan en forma continua o discontinua. Cuando unatarea i puede ser
gjecutada en forma discontinua, se dice entonces que es interrumpible ("preemtable™).
O sea que una tarea i es pasible interrumpible (“peemtable’) s cuando se esta
gjecutando y usando un determinado recurso, puede ser interrumpida por una tarea |
de mayor prioridad, y €l recurso pasa a ser utilizado por latareaj. En general e hecho
de tener este tipo detareas disminuye lacomplejidad de los problemas tratados.

6.1.3 Recur sos

Se distinguen dos tipos de recursos. renovables y consumibles.
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Un recurso es renovable si después de haber sido usado en una tarea, es utilizable
totalmente en las tareas posteriores. Ejemplos. maquinas, procesadores, archivos,
personal, etc. Un recurso es consumible si después de haber sido utilizado en una
tarea, ya no esta més disponible para las posteriores. Ejemplos. materias primas,
dinero, etc. Los recursos, sean renovables o no, pueden estar disponibles solamente en
ciertos periodos, sujetos a una curva de disponibilidad.

6.1.4 Criterios de optimizacion.

L os factores mas importantes en la evaluacion de un ordenamiento son: la utilizacién
eficaz de los recursos, la disminucion de la demora global y € respeto del mayor
numero posible de restricciones introducidas. A continuacion describimos algunos de
los criterios de optimizacion mas utilizados en problemas de ordenamientos:

a) Duracion total del ordenamiento: Si Trax €S la duracion total del ordenamiento, y
la fecha de comienzo es O, entonces T €S igual ala fecha de finalizacion de la
tarea que finaliza Ultima, es decir, Tmax = max {Tj}, O iCl. La minimizacion de
Tmax €S lamas utilizada y es probable que con este criterio se asegure ademés una
utilizacion eficaz de los recursos. Los métodos de camino critico tienen como
objetivo laminimizacion de T max.

b) Respeto de las fechas mas tardias de finalizacion: Muchos casos de problemas
reales, deben respetar |as demoras y esto se relaciona con las fj. Una propuesta es
tratar de minimizar €l retraso mayor. Si rj es € retraso de latarea i, entonces rj =
max (0, Tj - fi), Y Rmax = maxj[q {ri}. El criterio seria min(Rmax). Otro criterio
serialaminimizacion de la suma o la suma ponderada de los retardos, etc.

c) Minimizacién de un costo: Este tipo- de criterio puede expresarse de diversas
formas, por g emplo, minimizar la suma ponderada de fechas de finaizacion de
tareas; es usado para minimizar costos de stock.

d) Minimizacidn de nimero de interrupciones: Si en los problemas de ordenamientos
se autorizan las interrupciones y Si unatarea es interrumpida n veces, la suma del
numero total de interrupciones para todas las tareas es considerado un criterio de
optimizacion secundario importante. En multiprogramacion, por gemplo, a cada
interrupcién de tarea esta asociado un cambio de contexto, cuya duracién no es
despreciable. Observar que en el ordenamiento de actividades en la produccion de
bienes, puede ser tolerado un nimero importante de interrupciones en el uso de
recursos no criticos (cuyo costo de interrupcién es nulo) si ello redunda en €l uso
eficaz de los factores limitativos.

6.1.5 Representacion de las soluciones (diagrama de Gantt)

El diagrama de Gantt es un método grafico de representacion de la solucion; es una
valiosa ayuda para resolver en forma empirica el problema. El diagrama de Gantt no
es, en si mismo, un método de resolucién de problemas de ordenamiento.

Ejemplo: Sean 5 tareas | = (1, 2, 3, 4, 5) de duraciones d = (6, 3, 4, 5, 5) que usan,
respectivamente, 4, 1, 3, 2, 3 unidades de recurso 1 y 8, 7, 10, 10, 4 unidades de
recurso 2, y las fechas de gjecucion son: 0, 3, 6, 8, 10
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6.2 M odelado de los problemas de or denamientos

Clasicamente las tareas sujetas a restricciones temporales se modelan con un grafo
ponderado. Si se considera entonces € problema sin restricciones de recursos, |0s
algoritmos de caminos, aplicados a este grafo, permiten calcular las secuencias de
fechas més tempranas y més tardias, de comienzo y finalizacién de las tareas, como
veremos mas adelante. Se trata entonces de encontrar un ordenamiento optimal en €l
espacio de soluciones del problema, restringido solamente a ligaduras temporales, o
relaciones de sucesion en € tiempo. Este es llamado problema centra de los
ordenamientos. Existen variantes de modelado que permiten la introduccion de
restricciones de recursos, por jemplo redes de Petri temporizadas, grafos bivaluados,
entre otros.

6.2.1 El problema central delos ordenamientos.

Se trata de ordenar, en una duracién minimal, un conjunto | ={1,...n} de tareas sujetas
arestricciones temporales del tipo desigualdad de potencial:

ti-ti=gj, i,)0I

] 71 =)
donde tj (respectivamente tj) eslafechade comienzo de latareai (resp.j) y § jun real
cuaquiera.

92



ntroduccion 2 Iz Investiaacion de Operaci

El objetivo es minimizar (Tmax):

Min (maxj (t + dj))
sujeto a:
ti-t 2ai

6.2.2 Modelado: grafo potencial-tareas.

El problema centra se plantea fécilmente como un programa lineal, pero su
resolucion es mas eficiente asociandole un grafo ponderado G = (X,U,W), que
[lamaremos de potencial-tareas.
El conjunto de veértices X tiene asociado: a conjunto | de tareas, méas dos tareas
adiccionales, ficticias, unadeinicio que llamadatarea O y unadefin, latarean+1.

X =10{0, n+1}.
Las tareas 0y (n+1) tienen duracion nula.

El conjunto de arcos U contiene: arcos (0, i), con ponderaciones w(0,i) = 0, arcos (i,
J) asociados a las restricciones potenciales, con ponderaciones w(i,j) = &; , y arcos
(i,n+1) con w(i,n+1) =d; .

En este model o es importante destacar dos propiedades:

a) las restricciones redundantes pueden suprimirse. La redundancia de restricciones
se expresa de la siguiente manera: Si tres arcos (1,)), (j,K) y (i,k) son tales que gjk <
gj + gk, el arco (i, k) puede suprimirse.

b) tp=0, paraasegurar la positividad de una solucion.

Las desigualdades de potencial y sus arcos asociados permiten expresar una gran
variedad de restricciones, como ser:

Fecha de disponibilidad ¢;:
tj = ¢j, implicalarestriccion potencial (tj-tg) = Cj "—cb

Fecha mas tardia admitida de finalizacion, fj:

0 i
(ti +di) < fi, > (to-tj) 2 (dj - fj), di-fi
Sucesion larga, latareaj no puede comenzar antes del fin delatareai: j
= t+dj, >t -tj =0 dj

Sucesion inmediata: latareaj empieza exactamente cuando terminalatareai: (tj > tj+
d)y tistj+di 3(t-t)2diy (- ) =-dj

Observar gque con este modelo no se pueden tener en cuenta restricciones disyuntivas,
es decir, sus intervalos de gecucion deben ser diguntos (i antes quej o j antes que ).
Esto ocurre por gemplo, s dos tareas necesitan un mismoO recurso, cuya
disponibilidad no es suficiente para la gecucion de ambas en simultaneo, esta
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restriccion no puede ser representada por una conjuncion de desigualdades de
potencial.

Ejemplo: Sean 5tareas | = {1, 2, 3,4, 5}, y susresp duracionesd ={1, 3, 1, 2, 1}.
Lastareas estan sujetas a las siguientes restricciones temporal es:
latarea 2 comienzaen lafecha 3:
[t2-t0=> 3] y[tO-t12 > - 3]
las tareas 3 y 4 deben superponerse por a menos una unidad de tiempo:
[t3<t4+d4 -1] y [t4 < t3+d3 - 1]
latarea 4 puede comenzar solamente después del fin delastareas 1y 2:
[t4-t1>dl] y[t4-t2=>d2]
latarea 5 no puede empezar antes del comienzo delatarea 3
[t5=>13]

Este problema lo modelamos mediante un grafo de potencial-tareas(primerafigura), la
segunda figura resulta de suprimir |as restricciones redundantes:

6.3 M étodos de Camino Critico

El método de camino critico que presentamos es un método polinomial, no resuelve
mas que un tipo de problema de ordenamiento, muy sencillo, en e cual solo se
consideran restricciones potenciales. Existen variantes a éste método que permiten
introducir otro tipo de restricciones, aunque no asegura optimalidad.
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6.3.1 Conceptos gener ales

Definicion: Grafo conjuntivo: Un grafo conjuntivo es un grafo G = (X, U, W),
ponderado, con un nodo raiz 0 y otro final n+1, tal que existe un camino de valor
positivo entre la raiz y todo otro nodo del grafo, y un camino de valor positivo entre
todo nodo distinto del nodo final y el nodo final del grafo.

Definicion: Conjunto de potenciales. Un conjunto de potenciales sobre un grafo
conjuntivo G=(X, U, W) esuna aplicaciont : X R, tal quetg = 0y para todo arco
conjuntivo (i,j) de ponderacion w(i,j)=w; jr e tiene la restriccion potencial:

(tj - i) =wjj.

Teorema de Existencia: Una condicion necesaria y suficiente para que exista un
conjunto de potenciales sobre un grafo conjuntivo G=(X ,U, W) es que este grafo no
contenga circuitos de valor estrictamente positivo.

Demostracion:

(=) Por absurdo.
Sea[1,2,...r,1] un circuito de valor estrictamente positivo: Wiz +....+ Wy > 0.
Si existiera un conjunto de potenciales sobre G, tendriamos

to-t1= wp

tr-tr-1 > W
tl‘tr 2 er
Sumando tendriamos w1z + ...+ W< 0, absurdo.

(O) Por hipétesis, G conjuntivo (existe a menos un camino de valor positivo que va
de O ai) y no existen circuitos de valor positivo.
Por lo tanto, tomando un camino que va de 0 ai y suprimiendo circuitos de valor
negativo, se puede extraer un camino elemental de O ai de valor por lo menos la del
camino original. El nimero de caminos elementales es finito, entonces existe un
camino elemental de valor maximal de O ai. Notemos rj €l valor de este camino y
verifiguemos que R={rj} Ui OJ | esun conjunto de potenciales:
ro=0, rjesel valor maximo de los caminos elementales deOaj.
ri + w(i,j) es el valor de un camino de 0 aj pasando por i con un valor rj,
por lo tanto rj +w(i,j) < fj, w(i,j) = w;
0 sea

I’j—I’i 2 Wij, Di,jD| L.Q.Q.D.

Corolario 1: S un grafo conjuntivo no tiene circuitos, existe siempre al menos un
conjunto de potencial es asociados.

Corolario 2: S las ponderaciones de los arcos de un grafo conjuntivo son positivas o

nulas, existe al menos un conjunto de potenciales sii todos los circuitos son de valor
nulo.
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De ahora en adelante, suponemos que el grafo conjuntivo no contiene circuitos de
valor positivo.

Sea V(i,j) € valor maxima de un camino dei aj, por convencion V(i,i) =0y s no
hay caminodei aj V(i) = -co.

Lema 1: Paratoda pargja (i,j) de vértices setiene tj - 1 =>V(i,)).

Demostracion:  Seali, h,...,k, j] un camino dei aj devalor V(i,j),
Por definicion de potencial: th-tj > Wip, ..., tj-tk = Wi,
sumando todos | os términos obtenemos:

-t 2wjh + ..+ wij =V(ij). L.QQD.

Proposicion 1: Para todo conjunto de potenciales T = {tj}, setiene: rj <tj.

Demostracion: Segun & lema anterior, t-t, = V(0,i), luego V(0,i) = rj , t =0,

entonces,

0
r <t L.Q.Q.D.

Esta propiedad muestra que para el conjunto de potenciales R, las tareas se g ecutan o
mas temprano posible.

Conjunto de potenciales optimales, camino critico: En los métodos de potenciales
se buscard un ordenamiento de duracion total minimal. Este ordenamiento
correspondera a un conjunto. de potenciales tal que t,, sea minimal. Segin la

proposicion 1,t esminimal cuando se cumple laiguadad. Luego rp+1 = V(0,n+1),
0 sea e valor maximal de un camino que vade 0 an+1. Este camino se llama camino
critico y notaremost™ su valor.

Proposicion 2:
Sea F = {fj = [V(O,n+1) - V(i,n+1)] /iLX}. F esun conjunto de potencial es 6ptimo.
Ademas s T es otro conjunto de potenciales optimal, setendré: tj <f;

F es un conjunto de potenciales en e cual todas las tareas se gecutan lo mas tarde
posible.

Demostracion: Veamos primero que F es un conjunto de potenciales

S (i) DU, = wjj +V(j,n+l) < V(i,nt+l)
= wjj < [V(0,n+1) - V(j,n+1)] - [V(O,n+1) - V(i,n+1)]
= Wjj < fj - fj, y este conjunto de potenciales es optimal ya que
fne1= V(ON+1) =t
Si T esun ordenamiento optimal, tomemos j =n+len (lemal):tj< tj - V(i,}),
tj <th+1 - V(i,n+1) < V(O,n+1)- V(i,n+1) = fj, = tj <fj
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6.3.2 M étodo de potencial-tareas

Veamos € siguiente giemplo: se debe gecutar, en una duracién minimal, siete tareas
ligadas por las siguientes restricciones potenciales.

tarea | duracion | restricciones potenciales

latarea 1l precede alatarea 3
lastareas 1y 2 preceden ala4
latarea 3 precede alab
lastareas 3y 4 preceden ala 6
latarea 6 precedeala7

~No o~ WNE
NWOITO AN W

O

97N ®—4P®\\{*

C%o\fo\»o 3 »@Z

Grafo de potencial-tareas asociado

Un ordenamiento es un conjunto de potenciales T={tj:iL1X} sobre el grafo. La fecha
tj, es la fecha de comienzo de gjecucion de la tareai. Un ordenamiento de duracion

minimal es uno tal que minimizatp41, 0 seadevalor ty+1 = V(O,n+1) =t*.

Entre los ordenamientos optimales, 10s ordenamientos mas tempranos, R, y los mas
tardios, F, son particularmente los mas interesantes, yaque rj < tj < fj.

Resolver los ordenamientos més tempranos y mas tardios Ry F que estan definidos
por V(0,i) =rj y fj = V(O,n+1) - V(i,n+1), equivale aresolver problemas de caminos
en grafos. Se usa € algoritmo de Bellman sobre grafos conjuntivos, agoritmo de
complgidad O(m), m = nro. de restricciones potenciales. Lo mas comun son grafos
con ponderaciones estrictamente positivas en sus arcos, y la existencia de circuitos
implica la no existencia de soluciones. En presencia de circuitos de valor negativo se
puede por g emplo utilizar e agoritmo de Ford (O(n3)).

Aplicando e algoritmo de Bellman a g emplo anterior, encontramos:
h=r=r=0r,=3,r,=r,=7,1,=13,r,= 16, r;= 18;

el calculo de las fechas més tardias es anal ogo,
f,=0,f,=4,1,=0,f,=9,f,=7,f,=f,=13,f,= 16, f,= 18,
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Precondicién: El grafo no tiene ciclos.

Algoritmo de Bellman paralas fechas més tempranas rj y més tardias f;

Marcar el nodo 0 conrg =0,

Mientras existan nodos sin marcar;
Seaj un nodo no marcado
con todos sus predecesores marcados,
marcar j con rj = max gy g)(Tj+Wjj);
Fin Mientras

Marcar €l nodo n+1 con f 1= rpe1

Mientras existan nodos sin marcar;
Seai un nodo no marcado
con todos sus sucesores marcados,
1 . — 1 + - e .
marcar i con fj = min; (i)(fj-w”),
Fin Mientras

6.3.3 Holguras

Los mérgenes u holguras tienen por funcion evaluar la demora o € retardo permitido
en una tarea, sin modificar "demasiado” los resultados. Definiremos e margen u
holguratotal Mj, laholgura o margen libre mj, y e margen seguro u;.

Holgura total Mj de una tarea i es € tiempo que se puede retardar una tarea sin
afectar la fecha de fin de proyecto. M; es entonces, la diferencia entre la fecha més

tardiay la mas temprana:
Mj = fj-rj.

Holguralibre mj de unatareai es el tiempo que se puede retardar esa tarea de forma
gue las tareas sucesoras puedan empezar en lafecha mas temprana:
mj = Min [jou+(i)] {rj-(ri+wij)}

Margen seguro uj de unatareai es el tiempo disponible para comenzar la gecucion
de una tarea, cuando las predecesoras empiezan en sus fechas mas tardias y las
sucesoras en sus fechas mas tempranas, si existey si no es nulo:

uj=Max {0, min [jOu+(i)] (fj-wij) - max [kOu-(i)] Fktwki)}

Camino critico: los caminos de valor maximal que van de 0 a n+1, juegan un rol
central en este método, ya que toda tarea que compone aguno de estos caminos tienen
un holgura total nula. Se dice que estas tareas son criticas ya que si se retardan A
unidades de tiempo, el ordenamiento se retardara también A unidades.
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Proposicion: se cumple que uj < mj < M;
Demostracion:
= Mizm

Mi=fi-r [definicion de M)

=min [jOU+(@)] {f; - wij} -ri [definicion defi]
=min [jOU+(i)] {f; - wij-r;i } [propiedades de min]

= min [jOU+@)] {f; - (ri + wi)} [aritmétical
> min [jOU+G)] {r; - (r + wi)} [f; >=r]
=m; [definicion de mj]

Queda probado que M; = my;

=m 2
m; = min [JOU+()] {r-(ri+wi)} [definicion dem|]
=min [jOU+@)] {rj- wi)} - i [propiedades de min]
=min [jOU+()] {rj- wij)} - max [kKOU-(i)] {rc+ wia} [definicion deri]
= max {0, min [jOU+(i)] (r;-wij) - max [KOU-(@i)] (fctwiq)} - [-re >=-fi]
= Ui [definicion de u]

Queda probado que m; > u;
6.3.4 Optimizacion de la funcion de costos

Por razones técnicas o econdmicas la duracion de cada tarea puede estar limitada
entredos cotas: lj y Sj (li <di < S). El tiempo Sj corresponde a la duracion normal de
latareai, y es la duracién correspondiente a un costo minimo (inversion minima en
recursos de forma cumplir con latareai). El tiempo Ij por e contrario corresponde a

la duracion de la operacidon acelerada a méaximo (invirtiendo todos los recursos
necesarios y disponibles) y por consiguiente su costo sera también maximo.

Sean C;j € costo total delatareai y d; laduracion delatareai. Fijado un valor parad;;

S se pretende que la tarea dure menos que dicho valor, en general, esto implica la
utilizacion de un nimero mayor de recursos y por consiguiente un costo mayor. Es
posible entonces, establecer una relacion funciona entre la duracion de latareai y e
costo asociado. Sea Cj = f(dj) la curva de costos de latareai en funcion de la duracion

de latareai. Es comun suponer que el costo crece cuando dj decrece hasta li, mas alla

del cua yano se puede efectuar € trabgo.

costo
Cijl— :

H = H I
li duracién 5j
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Disminucion del costo total de un programa: No se trata aqui de buscar € 6ptimo
de un programa, sino solamente de mostrar cémo los méodos de camino critico
permiten disminuir €l costo total actuando sobre las tareas no criticas.

El costo total del proyecto es: C = X[jgy]Cj. Para disminuir € costo total C,
manteniendo la misma duracion de gecucion, sera preciso disminuir los margenes
libres de las operaciones no criticas, dentro de los limites impuestos por las
restricciones. Disminuir € margen libre de una tarea equivale, segin la grafica
precedente, a disminuir los costos. Procediendo de esta forma puede suceder que se
Ccreen nuevos caminos criticos.

Variacion lineal del costo en funcion de la duracion. Programa lineal
paramétrico: Se supone que, para cada tarea tj la curva de costos Cj = f(d;) esde la

forma:

Ci =Kj-njxtj,conlj<tj< S

i . HEY
li duracion 3

El problema planteado se traduce a siguiente programalineal:
Min 2 [(i,j) U] (Ki - nixti)
suetoa lj<di<S,

2[(i,j)Oudi = a  Op del grafo conjuntivo.

Donde u representa los caminos que van de laraiz a fina, y a es un pardmetro que
representa la duracién total del proyecto.
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7. PROCESOS ESTOCASTICOS

7.1 Introduccion
7.1.1 Experimentos, espacio muestral, evento.

Un experimento es un proceso (0 un procedimiento) cuyo resultado se puede
observar, pero cuyo valor no podemos determinar anticipadamente con certeza.
Cada resultado posible del experimento se llama punto muestral y se denominaw.

Un espacio muestral es el conjunto de todos los resultados del experimento que a
priori se conocen como posibles:

Q={w: w esun resultado observable del experimento}.
Un espacio muestral define un modelo de experimento.

Un evento es un conjunto de puntos muestrales, pudiendo ser cualquier
subconjunto del  espacio muestral, un punto, una coleccién de puntos o € espacio
muestral completo.

Un evento A consiste en el conjunto de aquellos puntos muestrales w; que representan

resultados del experimento en los cuales A ocurre.
¢Como describir la variacion esperada (cuando € es numerable)?

1) Dado un espacio muestral discreto 2, se particiona 2 en una familia de eventos
diguntos (E) j=0.

2) Se supone que a cada evento le corresponde un nimero llamado probabilidad del
evento E, denotada P(E)), que es una medida de la posibilidad de ocurrencia del
evento E; en el espacio muestral, P(E) 2 0,2 P(E) = 1, DE0Q.

Laimposibilidad de ocurrencia de E; se denota: P(Ej) = 0. En ese caso, s €l espacio
muestral esfinito, es posible eliminar E;.

3) Se define un Algebra A sobre los eventos que conforman el espacio muestral.

Asi se obtiene laterna (2, A, P) que define un model o probabilistico de laporcion del
universo o sistema que se quiere estudiar.

Cuando 2 no es numerable, es necesario definir una sigma-dgebra y una medida P
sobre los eventos de la misma.

7.1.2 Variables aleatorias

Para operar naturamente con los eventos observados, se introduce e concepto de
variable aleatoria (v.a.).

Se llama variable aeatoria X a una funcién definida sobre un espacio muestral, es
decir unareglaUnicaque asocia un ndmero x; a cada punto j del espacio muestral.

Se nota (X = x;) a evento en € que X toma el valor X (con notacion de conjuntos,
podriamos dar &l evento como {w; | X(w) = x}).
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El dominio de la funcion variable aleatoria son los eventos, por o que a cada valor
posible de una variable aleatoria podemos asociar una medida de probabilidad,
definiendo asi la distribucion de probabilidad de la variable.

S X es una variable aleatoria discreta, y {x;, j=1,2,3,..} es el conjunto de los
valores que puede tomar , entonces

P(X=x)=p(x) =0, j=1,23,...y % p(%)=1.
es ladistribucién de probabilidades delav.a. X.

Siempre que p(X) satisfaga estas condiciones es licito hablar de una v.a. que asume
los valores x;, X,,..Xy con probabilidad p(x,), p(X,),.., Sin hacer mas referencias al
espacio muestral original; seformaun nuevo espacio con los puntos muestrales x,,
Xgyeer Xy

Si Y esunav.a. continua (su recorrido es e conjunto de los Reales, R), la probabilidad
de que tome un valor fijo es en genera nula, y existe una funcion f(y) llamada

funcion de densidad en R, que verifica la propiedad siguiente:

00

OBOR,  P(YOB)=[ f,(y)dy, y [ f,(y)dy=1

-0

Toda afirmacion acercade unav. a. X 0 Y se puede responder en términos de su
distribucién de probabilidad o de su Funcion de distribucion, F(a) (también notada
como Fx(a)).

D> p(x) silav.a X esdiscreta

[x<a
F(@=P(X<a)=1a

I f (X)dx silav.a X escontinua

—0co

Para describir las - distribuciones de probabilidades se utilizan ademas valores
tipicos, como ser mediana, término central, etc.
La Esperanzaes € valor tipico mas importante de unav.a. por su estabilidad muestral.
> ox;p(x;) si lav.a X esdiscreta
OxOX
E(X)={w
j xf, (X)dx silav.a X escontinua

Media, Vaor Esperado y primer momento son sinbnimos de Esperanza matemética
de una distribucién. El segundo momento es E(X2), e tercer momento E(X3), etc.

Sea X unav.a. con segundo momento E(X2) y esperanza E(X), se define un nlimero
[lamado Varianzadelav.a X, Var (X), como & segundo momento de X entorno a
su media
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DXZD:Q(XJ. ~E(X)Pp(x,) s X discreta
Var(x)= E(x ~E(X)F)=1 .
'[(x— E(x))’ f (x)dx si X continua

—o00

Esféacil demostrar lasiguiente férmulaalternativa: Var(X)= E(X2) - E2(X)

Dispersion es usualmente sinbnimo de varianza ya que es una medida burda de la
dispersion de lav.a. respecto de su media. Un valor elevado de la varianza indica que
X tomavalores a gjados de la media.

Se define como Desviacion Estandar alaraiz cuadrada de lavarianza

0:1/Var(X).

El coeficiente de variacion, r, es otra medida de la variacion de una distribucién, que
tiene la ventgja de ser adimensional:

o =-Nar(X) /E(x).

Ejemplodev.a. discreta:  Indicatriz deun evento

Sea A un evento cualquiera. Definimos la variable aleatoria "Indicatriz del evento A",
gue notamos por IND(A), aunav.a. binaria, que tomavalor 1 cuando €l evento A se
produce, y valor 0 en otro caso. Por |o tanto:

P(IND(A)=1) = P(A)

P(IND(A)=(0) = 1-P(A)
Esfécil ver que:

E(A) = 1.P(A)+ 0.(2-P(A))=P(A)
y que

Var(IND(A)) = E(IND(A) 2) - EZ(IND(A )= (12.P(A)+ 02.(1-P(A))) - P(A) 2
= P(A) -P(A) 2= P(A)(1-P(A).

Ejemplo dev.a. discreta:  Distribucion de Poisson

N esunav.a dedistribucién Poisson y pardmetro A>0 si:

k A=A
PIN=K)=p, (k) =25~ k20450
Se puede demostrar que.
1)P(N =k))0
o0 k A=A
2y el oy
o K

3)E(N)=Var(N)=A

Con frecuencia se supone que e numero de llegadas de clientes a un negocio,
durante un interval o de tiempo, o la demanda de un producto, se comportan segln una
distribucion Poisson. A es € parametro de la distribucidn, correspondiendo a la
intensidad de llegadas por unidad de tiempo.
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Aclaracion: Modelando siempre es necesario realizar simplificaciones de larealidad,
ahora, se debe simplificar lo suficiente para que & modelo sea tratable
matematicamente, pero no demasiado como para que € modelo ya no sea una
representacion del fenébmeno real.

Ejemplodev.a. continua:  Distribucién Exponencial

Decimos que unav.a. X continua es exponencial con parametro A, A>0, cuando:

de™™ x>0
fy (X)=
00 {0 K20

1-e™ x>0

P(X £ X) = ffx(t)dt :{

0 X<0

1 1

E(X)== Var(X)=—

()= 0=
Se puede demostrar que si X es unav.a. esponencial, entonces

1 1

E(X)== Var(X) ==

(X) y (X) 7

Generamente se procura trabgjar con v.a. que reflgen con la mayor simplicidad
posible | as propiedades real mente esenciales de los resultados del experimento.

En muchos casos la observacion de un experimento aleatorio no viene expresada
por una sola cantidad observada, sino simultaneamente por una cierta cantidad de
variables deatorias.

Definiciones

SellamaDistribucion Conjuntadedos v.a. X e Y discretas, definidasen un
mismo espacio muestral (discreto), alafuncion

PX=%, Y=Y = Pyxy (X, %) 0% % 0Q

gue asigna probabilidades a todos los eventos simulténeos que surgen de las
combinaciones de los pares de vaores (x;, ¥,) gue toman X e Y respectivamente.

(X=x, Y=y,) es e evento definido por € par de sucesos que satisfacen
simultaneamente |as condiciones X = x, e Y = .

Se dice que 2 variables son estocasticamente independientes s para toda
combinacion de pares de valores (X, Vi)

P(X =X, Y= Yk): P(X :XJ)P(Y: YK)
Estas nociones se extienden a un conjunto finito dev.a X, Y, ..., Z definidas en un
mismo espacio muestral. Estas variables seran mutuamente independientes s se

verifica que su probabilidad conjunta es igual a producto de las probabilidades
individuales de cada una de ellas.
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7.1.3 Probabilidad Condicional

P(An B)
P(B)

Parav.a. (caso particular del anterior):

P(Y =y, X =X )
P(Y = X=x.)= P(X=x)>0
( ykl j ) P(X :Xk) ( k)
Se deduce, extendiéndolo a mas de dos variables;

PV =y X = x W =w,) = PlY = y, | X = x W =w,P{x = x, [W =w,Jp(w =w,).

Paraeventos. P(A|B) = s P(B)>0

Célculo de la Probabilidad de un evento E, condicionandolo a la ocurrencia de
eventos exhaustivos y mutuamente excluyentes (teorema de la probabilidad total):

Sea {Bi 0 N} unaparticion de Q, es decir un conjunto de eventos B; tales que

@ sondosadosdiguntos: B, n B; =0,0i, jON

b) suuniénesQ: [ J B =0Q

Entonces P(E)=> P(EnB,), y s los eventos son taes que P(B,)#0 Ok,

k
tenemos que P(E) =S P(EB, JP(B,) (teorema de probabilidad total).
k

Si tenemos que Y es una variable aleatoria discreta, entonces los eventos  By= (Y=1,)

son exhaustivos y mutuamente excluyentes, es decir conforman una particion de Q,
por lo que E se puede expresar de la siguiente manera:

E=(Ev=y)JEY=y)J (EY=wl ]

00

ZP (E.Y=y) =2_PEIY = yi) P(Y = i)
k=1 k=1

Existe una propiedad andoga en e caso continuo, pero es necesario que la varianza
de Y seafinita si Var(Y)<co, entonces

P(E)=["P(EIY = y)t, (y)dy
Ejemplo 7.1.1:
Un cliente que entra a una tienda compra un sombrero con probabilidad p.

Si el nimero de clientes que ingresan por dia sigue una distribucion Poisson de valor
esperado A, ¢Cud esla probabilidad de que no se venda ningin sombrero en un dia?

Se define X como el nimero de sombreros vendidos y N como e nimero de clientes
guellegan alatienda.
Condicionandoen N
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00 00 -A3n
P(X =0)=YP(X =0|N =n)P(N =n)=>" (1- p)" A _giglin) g

n=0 n=0 nl

Esperanza Condicional
La esperanza condicional E(X|Y) es una nueva variable aeatoria definida en base a
dosvariables X e Y, definidadelasiguiente forma:

E(X]Y) :Z(pr(x =x|Y = y)]IND(Y =y).
y X

Tenemos que s Y toma € vaor y, entonces entonces E(X|Y) tomard €
valor: E(X Y =y) =D xP(X = x|Y = y) = > xpypy (X]Y)

Si X es independiente de Y, la esperanza condiciona sera una v.a. constante, de
valor igual alaesperanzaincondicional, ya que paratodoy,

E[x |Y:y]:ZXP(X =x|Y =y) =Y xP(X = x) = E(X)

Ejemplo 7.1.2:

Seap(x,y): p1) =05 p12=01 p21=01 p(22)=0.3.

o o P(x=xY=1) _ _
E[X|Y—1]—ZX:xP(X|Y—1)—zX:x PAEE ] = 1Py (1D +2pyy (2]1) =
_ P, P2 _5,2_7

p@® @ 6 6 6

7.1.4 Propiedades de v.a. Exponenciales

Propiedad 1
La propiedad fundamental de la distribucion exponencial esqueno tiene memoria.

Sedice queunav.a X no tiene memoriasi:
P(X>s+t|X>t)=P(X>s) [Ost=0
lo que es equivalente a

P(X >s+t, X >t)

P(X >1) =P(X >¥)

y entonces
P(X >s+t) = P(X >s)P(X >1).

-A(stt) — e—)\s -\t

Esta ecuacion se satisface cuando X es exponencial yaque € €

También se demuestra que la distribucion exponencia es la Unica distribucién

continua que verifica esa propiedad (asi como la distribucion geométrica es la Unica
distribucion discreta que verifica esta propiedad).
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Propiedad 2

Sea T; y T, variables aleatorias exponenciales independientes de tasa A1 y Az
respectivamente. Entonces T=min(T,,T;) es una v.a. exponencia de parametro
()\1"‘)\2).

Dem:

1-F; (t)=P(T, >t,T, >t) = (indep. T, y T, ) = P(T; >t)P(T, >t) =e e =g h+h)!

por lo tanto T tiene la distribucién de unav.a. exponencial de parametro (A1+A).

Ejemplo7.1.3
Considere €l negocio de venta de sombreros.
Si T, representa el tiempo entre lallegada de un clientey el siguiente, y T, € tiempo
de atencién a cliente, suponemos que ambos tiempos son exponenciaes (no tienen
memoria). Se quiere estudiar el comportamiento conjunto de ambas distribuciones.
Observemos € tiempo T transcurrido hasta que uno de los eventos T1 0y T, ocurra.
Interesa entonces:

T= min(Tl, T2)

Consideremos T <t
P(T <t) =1-P(T >t) =1-P(min(T,,T,) >t) =1-P(T, >t,T, >t)
=1-P(T, >t)P(T, >t) =1-¢ "t
Yaque T,y T, sonindependientesy si min(Ty, To) >t =( Ty >t, To >t)
Si dos v.a. exponenciaes independientes ocurren  simultaneamente, en conjunto se

comportan segin una distribucion. exponencial, con tasaigua ala suma de las tasas
individuales de cada una deellas.

Propiedad 3
Célculo de laprobabilidad de que una v.a. exponencia ocurra antes que otra.

Sean X, y X, v.a exponencialesindependientes, con respectivas esperanzas
VN yUA;,
Se deseacacular P(X; > X,) [similar para P(X,>X,)]. Condicionando en X,

P(xl < XZ) - T P(Xl < XZ |x2 = X)fXZ (X)dX = T P(xl < X)Aze_/]zxdx

0

0
= T (1- e )/lze‘”zxdx =1-1, T e ) dx
0 0

A5
/11 +/12

=1-

[+, dx =1~
0

Ejemplo 7.1.4:

Suponga un sistema de colas (negocio de venta de sombreros) con un solo empleado .
El intervalo de tiempo que transcurre entre la llegada de un cliente y el siguiente se
describe con una v.a exponencial X;, de esperanza 1/2 hora. El tiempo que le
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lleva d empleado atender a cada cliente se comporta segun otrav.a. exponencial,
X,, independiente de X,, de valor esperado 15 minutos.

¢Cud es la probabilidad de que un nuevo cliente llegue antes de que e servidor
termine de atender a cliente que esta atendiendo? ¢y viceversa?

X, = tiempo entre |legadas sucesivas

X, = tiempo de atencion & cliente

E(X;)) =1A;=0,5 horas, A, =2

E(X,) = /A, =0,25 horas; A, = 4

A\ 1

P(X,< X,)= ==
( 1 2) )\1+)\2 3

7.2 Procesos Estocasticos

7.2.1 Definiciones

En la seccion anterior hemos visto como realizar modelos que describan situaciones
correspondientes ala observacion del resultado de un experimento puntual .

Ahora estudiaremos las herramientas a utilizar cuando el experimento que queremos
modelar no es puntual, sino que evoluciona en € tiempo.

Para estos casos se introduce € concepto de proceso estocéstico, definiéndolo como
una familia de v.a. que describen laevolucion, através del tiempo, de un proceso
fisico o experimento.

Definimos un proceso estocastico X=(X,, tLT) como una familia de variables
aleatorias, cuyo indice tOT esllamado e conjunto de los indices (0 parametro de
tiempo) del proceso X.

Para cada tJT, X; es una variable aleatoria sobre el espacio de estado del proceso X.
Definimos € espacio de estado de un proceso estocéstico X como € conjunto
minimo E de todos los valores posibles que las v.a X; puedan asumir; cada uno de
estos valores es un estado posible del sistema.

Notamos (X; = €) el evento que indica que en €l instante t el proceso se encuentra en
el estado e.

Si E es un conjunto finito o infinito numerable de estados se dice que € proceso X es
de espacio de estado discr eto.
Si en cambio las v.a X, toman sus valores en un conjunto E continuo (por gemplo,

los redles positivos) se dice que el proceso es de espacio de estado continuo.

Cuando T es un conjunto numerable el proceso (X;, tZT) es de tiempo discreto
(también llamado sucesion estocastica 0 proceso en etapas). El caso més coman es
cuando T=N (los naturales) o T=N" (los enteros positivos).

Cuando T esunintervalo real, finito o no, € proceso es detiempo continuo.

Ejemplo 7.2.1

Consideremos un sistema de atencion al publico.

Podemos definir el proceso estocastico X tomando X, = nimero de clientes esperando
en € instante t. En este caso tenemos que E=N y T=R*, por |o que X es un proceso de
espacio de estado discreto y tiempo continuo.
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Si en cambio consideramos €l proceso estocastico Y tal que Y, = tiempo de espera del

n-ésimo cliente, tendremos que E=R* y T=N, por lo que Y es de espacio de estado
continuo y tiempo discreto.

7.2.2 Procesos estocasticos de tiempo y espacio de estado discretos

Estudiaremos a continuacion los procesos estocésticos de tiempo y espacio de estado
discretos X = {X,, N[N}, de parametro de tiempo que varia sobre los numeros
naturales. En este caso tenemos que e pertenece al minimo espacio de estado E del
proceso X, e E < ON>0ta queP(X,=¢€)>0.

Para estudiar estos procesos supondremos conocida la probabilidad condicional de
que e proceso esté en el estado e, en laetapa n, bago la hipdtesis de que sabemos
que el proceso estuvo en € estado e, en laetapa 1, en e estado e, en laetapa 2, y asi
hastala etapan-1:

P(X,=€,1X, =6, % =6, X, =€,.. X, =6,,)

Esto nos da las leyes de probabilidad que determinan e comportamiento del proceso
en cada etapa.

Definimos la evolucion del proceso como la sucesion de estados por los que va
pasando e mismo. Cada evolucion posible del proceso tiene una probabilidad de
ocurrencia dada por la distribucion conjunta de las probabilidades de ocurrencia en
cadaetapa, P(X, =€, X, =€, X, =6, X, =€, X, = §).

Para calcular esta probabilidad utilizamos € producto de las probabilidades
condicionales dadas para cada etapa:

P(X, =€, X\, =61 X, =6, X =6, X = &)
=P(X, =6 | X\ =61 X, =6, X, 26, X, = 6)P(X, =6 X, =6, X, = 6))
=P(X, =6, | Xp =6 X, 56, X, =6, X, =€) P(X, =6 | X, =€)P(X, = &)

=P(X, =g )[TP(X; =€ [ X, =6 X, =8)

Cada evolucion corresponde a un punto muestral de nuestro espacio de probabilidades
de base, por lo que la probabilidad de la unidn de todas las evoluciones posibles debe
ser 1.

Ejemplo 7.2.2

Consideremos € siguiente experimento. Sean A y B dos monedas distintas, con A
unamoneda normal y B unamoneda con una carade cadalado. Se elige al azar una
moneda entre las dos posibles. A continuacion se lanza la moneda elegida y se
observael resultado. Si es un nimero lanzamos un dado y observamos € resultado.

Si es cara, lamoneda se lanza nuevamente.

Este es un experimento que evoluciona en € tiempo, y donde ademés cada resultado
depende de | os resultados obtenidos anteriormente.
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L os estados posibles son:

A =lamoneda con caray numero fue elegida,

B = lamoneda con dos caras fue elegida,

C =€ resultado del lanzamiento de una moneda fue una cara,
N = €l resultado del lanzamiento de una moneda fue un nimero,
1 = @ resultado del lanzamiento del dado fue 1,

6 = o resultado del lanzamiento del dado fue 6.

Entonces el espaciodeestadoesE={A,B,C, N, 1, 2, 3,4, 5, 6}, discreto.
Ademas el proceso consta de tres etapas, por lo tanto T también es discreto.
Esas etapas son:

1 seleccién de una moneda,

2 unamoneda es lanzada,

3 selanzaunamoneda o un dado.

Sabemos que las probabilidades de que se elija A 0 B es de 1/2 para cada una:
P(X,=A)=P(X,=B)=05
Tenemos también:
P(X,=CIX =A)=P(X,=N|X,=A)=05
P(X,=C|X,=B)=1
Por ultimo:
P(X,=C|X,=C,X,=B)=1
P(X;=C|X,=C,X,=A)=1/2
P(X;=N|X,=C, X, =A)=1/2
P(X,=i|X,=N,X,=A)=1/6, i=12,..6

Entonces podemos calcular la - distribucion conjunta de probabilidades para cada
evolucion del proceso. Dado un proceso estocastico de tiempo y espacio de estado
discretos, es posible representar mediante un &bol de profundidad k todas las
evoluciones posibles de k etapas.

La raiz del &bol corresponde a estado inicia del proceso estocéstico. A cada
resultado posible de la n-ésima etapa del proceso estocastico le corresponde un nodo
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del nivel ntl del abol. Los arcos estdn ponderados por las probabilidades

condicionales de transicion entre estados del proceso. La utilidad de esta

representaci on grafica consiste en:

+ identificar todas las posibles evoluciones del proceso, como cadenas del &rbol,

« cacular laprobabilidad de ocurrencia de cada posible evolucion del proceso,

+ cacular las distribuciones de probabilidad de los caminos de las etapas
intermedias.

Pero cuando €l espacio de estado contiene muchos estados, o € nimero de etapas es

grande, no es posible utilizar este arbol.

7.3 Cadenas de Markov

7.3.1 Introduccion

Entre las diferentes clases de procesos estocasticos se destacan 10s procesos
markovianos, en los cuales e comportamiento y la evolucion futura del proceso
no dependen mas que del estado actual del proceso, y no de su evolucion pasada.

Las cadenas de Markov (C.M.) son procesos markovianos de espacio de estado
discreto. Al igual que para cualquir proceso, se distingue entre cadenas de Markov de
tiempo discreto y aguellas de tiempo continuo.

El resto de esta seccion se ocupa de las cadenas de Markov finitas de tiempo
discreto, es decir aquellas cuyo espacio de estado E es finito, y que evolucionan en
etapas 0 pasos (T es discreto).

Definimos formamente una cadena de Markov como una secuencia de v.a. discretas
{X,, n ON} que poseen |la propiedad siguiente:

P(Xpa = €a | Xo =€, X, =€, X, =8,) =P(X, = €0 | X, =8), OnON,Dey.@,. 6,6, OE
(siempre que estas probabilidades estén bien definidas).

Esta propiedad se interpreta como la afirmacion de que la probabilidad (condicional)

de que €l proceso acance € estado futuro x,,, dados |os estados pasados Xy, X;,...Xp.1

y e estado actual X, esindependiente de los estados pasados y depende solamente
del estado presente x, (el pasado no influye en & futuro més que a traves del

presente).
7.3.2 Cadenas de M arkov homogéneas

Cuando las probabilidades condicionales de pasge de un estado a otro son también
independientes de la etapa n decimos que la cadena correspondiente es homogénea
en € tiempo (las v.a. del proceso conservan su distribucion en una traslacion en €
tiempo) . Entonces las probabilidades condicional es se reducen ala expresion:
P(Xpi = i1 X, =i)=p;, Oi,jOE,On20
siempre que éstas estén definidas.
Los ndmeros p;, U i,jLE, se llaman probabilidades de transicion y definen la
probabilidad de que €l proceso estando actuamenteen el estado i pase a estado |
en su proximatransicion, independientemente de la etapa n en que se encuentre el
proceso. De aqui en més solo consideraremos cadenas homogéneas, salvo indicacion
contraria.
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A cada estado i[JE esta asociado un conjunto de probabilidades de transicion p;=0

gue describen € comportamiento de la cadenaen su proxima etapa, indicando cuales
son los estados | que pueden ser alcanzados desde € estado i y con qué
probabilidad.

El conjunto de los p;, U i,j U E forman la matriz de transicion de la cadena, que
notaremos P. Los elementos de P son las p;; ordenadas a partir de una numeracion
fija de los elementos de E (eventualmente puede ser una matriz infinita):

Q_pOO pOj pOr_
P=il|p, o o 0<i,j<r=|E|
r_prO prj prr_

Cada filai representa un estado presente i y cada columnaj representa un posible
estado futuro. Laentradai,j esla probabilidad de que la proximatransicion tenga al
estado j por destino.

Lamatriz P describe entonces para cada estado i [1 E cuales son los estados j [ E que
la cadena puede alcanzar en su préxima etapa’y con que probabilidad, por lo que
cada fila i es la distribucion de probabilidad (condicional) de la v.a X,,, dado que

X.=i. Al ser cada fila una distribucion de probabilidad, se verifican las siguientes
propiedades:

p, 20,0, jOE

> p, =10 0E

j0E

Una matriz cualquiera que verifica estas ecuaciones recibe € nombre de matriz

estocéstica. Cuando ademés la suma de las probabilidades de cada columna es 1 se
dice que P es bi-estocastica.

Ejemplo 7.3.1

Consideremos un sistema de comunicaciones que transmite los digitos Oy 1.
Cada digito transmitido debe pasar por varios nodos (0 centrales). Existe una
probabilidad p, 0 < p <1, de que e digito enviado desde un nodo continde
incambiado cuando Ilega a nodo siguiente y sea reenviado, pero con probabilidad 1-p
surgen perturbaciones en lalinea que modifican el digito.

Denominemos X, al digito enviado desde e nodo n, entonces X, es & digito
recibido en € nodo siguiente y retrasmitido. Para cuaquier n, X, solamente puede

tomar losvalores0 0 1. Entonces el espacio de estado esE = {0, 1}

Esta cadena es homogénea ya que las probabilidades de transicion no dependen de la
etapa en la que nos encontramos; para cuaquier par de etapas n y n+l, la
probabilidad de que e proceso continlie en el mismo estado cumple:

P(digito transmitido por la central n = digito recibido por la central n+1) = p, [n
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ntroduccion 2 Iz Investiaacion de Operaci

Definimos sus probabilidades de transicion:

P(X1+2=00X,;=0) = poo = P

P(X,.1=10X;=0) = pg; = 1-p

P(X,.1=00X,=1) = p;p = 1-p

P(X.=10X=1) =py; = p

Con estos datos se construye la matriz P de transicion, ordenada como el espacio de

estado E:
P=

0 p |1-p
1]1p|p

Vermos que se verifica
Zpij :Z P =1, Di,jD{Ql}
j i

por lo que lamatriz P es no solo estocastica sino tambien  biestocastica.
Grafo asociado a una C. M. finita homogénea

Sea X={ X,,n=0} una cadena de Markov finita de espacio de estado E={1,2,...r}, |E|=r,
y matriz de transicion P. Podemos asociar un grafo orientado ponderado G=(E,U,W) a
la cadena X de laforma siguiente:

+ E (espacio de estado de la cadena) es € conjunto de nodos

« U={u=(@,)lijCE, p;>0} esel conjunto de arcos orientados

+ W eslafuncion de ponderacion que asigna [Ju; O+ (i) laprobabilidad de
transicion p;; > O correspondiente, W(u;;) = p; > 0.

Como la suma de todas |as probabilidades de transicion p; para cadafilai debe ser
igual a1, entonces €l grafo asociado aunaC. M. finita homogénea no puede ser
cualquiera, sino que la suma de las probabilidades asignadas a los arcos incidentes
exteriormente a cada nodo debe ser igual al.

Aungue € grafo retiene nada més que las probabilidades de transicion entre dos
estado, su estudio es muchas veces suficiente para conocer cualitativamente la
evolucion del proceso.

Ecuaciones de Chapman-K olmogor ov

Hasta aqui nos hemos ocupado solamente de las transiciones en una sola etapa de una
cadena. Veremos a continuacion como estudiar de forma analitica la evolucion y las
probabilidades de transicion en n etapas de una cadena de Markov.

Definimosla probabilidad de transicidn en n pasos,
p{" =P(Xpm = i1 X, =0) , On,m=0, Oi, jOE
como la probabilidad de que el proceso, partiendo del estado i, llegue a estado |

luego de n transiciones adicionales. Como consideramos cadenas homogeéneas estas
probabilidades no dependen de cual eslaetapainicial m.
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Un caso particular de esta definicion se da cuando n=1:

P = P(Xpy = jIX, =i) = p; , Om20, Oi,jOE

que es la probabilidad de transicién en un paso ya estudiada, cuyos vaores
conforman lamatriz de transicion P.

Consideremos una evolucion (X,=e, X;=e;,X,=6,,X;=6,,...X,=€,) de la cadena X, que
en el grafo asociado corresponde a un camino (&,,e;,e,,€;,...6,). Recordemos que la

probabilidad de que e proceso siga estaevolucion es:

por def. prob.
condicional

P(X, =e,..X,=e,X,=¢e,) =
:P(Xn :en |Xn—1 :en—l1"'X1 :e11X0 :eO)P(Xn—l :en—l |X1 :el1X0 :eO)"'

por C.M.
homogenea

P(Xl =e | X, = eo)P(Xo = eo) = Pe e Pe e, - Pege Pe,

donde p, eslaprobabilidad de que el proceso en su etapainicial comience por €
estado g,. Entonces la probabilidad de una evolucién del  proceso es equivalente
ala probabilidad P(c) de un camino c en el grafo asociado (si conocemos el estado
de partida &,). Esta probabilidad se calcula como €l producto de las p;;, asignadas a
los arcos involucrados en e camino.

Si [lamamos Cn(i, j) a conjunto de todos los caminos de n arcos que unen g con g

entonces.
P(c) = probabilidad del caminoc

= > Ple)

j
G, (i, j)

Las ecuaciones de Chapman—Kolmogorov nos dan una relacion recursiva entre las
probabilidades de transicion en varios pasos. La primer formulacion de estas
ecuaciones es la siguiente:

pim =3 plpl™ | On,m=0,0i, jOE

kOE

Como justificacion intuitiva de esta ecuacion, vemos que p.p, representa la
probabilidad de que partiendo del estado i €l proceso llegarda estado j luego de
n+mtransiciones, siguiendo un camino que lo hace pasar por € estado kenla
n—ésimatransicion.

Por lo tanto, tomando la sumatoria sobre todos los estados intermedios k/E,
obtenemos la probabilidad de que € proceso acance € estado j luego de n+m
transiciones (se suman ya que cada camino es una evolucion del proceso y las
evoluciones del proceso son sucesos diguntos).
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n m
E
Demostraremos a continuacion | as ecuaciones de Chapman—Kolmogorov:
def def p( =j, X, = )Ee?alpmb'
ign+m) = P(Xn+m = J |X ) n‘;zx J_. -
o~ I)
def . prob.
_ Z P(Xn+m = j’ Xn = k1 Xo - |) condﬁonal
KOE P(Xo = i)
prop.de

por def .

= S P(Xpm = 1%, =K)P(X, =k|X, =i) = Y pMpl)  QED.

kOE kOE
En e caso particular m=1, las ecuaciones de Chapman—Kolmogorov se reducen a la
expr&ei on s’guiente:
l
pi" =3 pl'p,
kOE

Estaexpresion sugiere € uso de matrices para el calculo de las probabilidades pi(j”) .

Recordemos que si A esunamatriz nxm de elemento generico g; y B es una matriz
mxq de elemento genérico b, entonces AxB se define como la matriz nxg cuyo

smpllf

ij?
elemento genérico (i,j) estd dado por Za,kbkJ
Si Ay B son estocasticas, AxB tamblen €es estocastica.

Llamemos P"™ a la matriz estocastica de la n—ésima transicion, es decir cuyos
elementos son las probabilidades pi(j“) gue queremos obtener. Entonces las
ecuaciones de Chapman—Kolmogorov se pueden reescribir como

P = plIp(m  en e caso general,

P = plp  cuando m=1.

Una propiedad importante que se puede demostrar a partir de esta formulacion es que
la matriz de transicibn en n pasos es igual a la n-ésima potencia de la matriz de
transicion en un paso, P:

Pt = (P)
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Para demostrar esta afirmacion utilizaremos induccién compl eta:
+ Pasobase: observamos que PO =p, por definicion.
Paran=2, P® =ptd=plpl =pp=p?
« Paso inductivo: suponemos que paran-1 laformulaes cierta, pir1) = pn-1

Entonces

hip.de
- induccién

p0) = plr+) & 2 plr-0pl) = plr-p = prrip=pr QED

Clasificaciéon de estados en una C. M. finita homogénea

Para clasificar los estados de una C.M. finita vamos a definir la relacion de acance
entre |0s mismos.

Decimos gue € estado j es alcanzable desde i i y sOlo si es posible que € proceso
alguna vez alcance o se encuentre en el estado j, habiendo partido de i. Esto es

equivaente a pedir piﬂ”) > 0 paraagun n=0, yaque

siOn, p” =0, entoncesP(X pasapor j|X, =i) U{X =X, = }j z P(X, =j|X,=i)=0

n=1

si [N | p{) > 0, entoncesP(X pasapor j|X, =i)= F’(U{Xn =X, =i}j2 P(X, =jIX,=i)>0

Decimos que dos estados i y j se comunican (notacion i« j) cuando son alcanzables
el uno desde € otro (o de forma equivalente cuando existen n,m>0 tales que plﬁ”) >0y

pj(im) >0).
Se define asi larelacion de comunicacion que satisface | as siguientes propiedades:
1) Reflexiva, iHi OiOE - yaque por definicion:
p9 =P(X,=i| X, =i)=1>0
2) Simétrica, Siio | =i, Ui j0E
se verifica por definicion de la relacién comunicacion.
3) Trangitiva, s io]jy]jok=iok Oij,kOE
por hipotesisi | y j « k, entonces por definicion de larelacion de
comunicacion
h,m>0]| pi(j“) >0, pj(im) >0

0,t>0] pY) >0, pf) >0

Veamos primero que k es alcanzable desde i. Aplicando las ecuacidnes de

Chapman—Kolmogorov,
por H.

pi™) => pl"pl = plpl) > 0
10E
Entonces k es alcanzable desde i. Con & mismo procedimiento vemos que i es

a canzable desde k, entonces por definicion iy k se comunican.

Por lo tanto la relacion de comunicacién es una relacion de equivalencia en €
conjunto de estados del proceso, y por ende particiona a espacio de estado en clases
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disuntas de equivaencia. Si consideramos el grafo asociado a la cadena, podemos
ver que la relacion de comunicacion lo divide en  sus componentes fuertemente
conexas.

En efecto, la relacion de comunicacion implica la existencia de caminos entre ambos
nodos del grafo, esdecir quesi i y k se comunican entonces:

[h,m| [k, 0C(i,)) y [e,00C(,1)- Por lo tanto los dos estados i y k pertenecen a la
misma componente fuertemente conexa del grafo asociado ala cadena.

Cuando una C.M. finita y homogénea posee una sola clase, es decir si todos sus
estados se comunican entre s, i - j Oi,jlJE, se dice que lacadena esirreductible.

Ejemplo 7.3.3
Consideremos la siguiente cadena de Markov de espacio de estado E={0,1,2} con la
siguiente matriz de transicion:

72 » 0
P=1)2 7 X
0 % 7

Comprobamos que todos sus estados se comunican, por lo tanto esta cadena es
irreductible (tiene una sola clase en e espacio de estado).

Si observamos € grafo asociado, vemos posee una sola componente fuertemente
conexa, por lo tanto es irreductible (también podemos llegar a esta conclusion a partir
del hecho que la matriz es tridiagonal, por 1o que no se la puede triangularizar por
bloques).

14
1/2 13
12 1 23
v2 2
2
Ejemplo 7.3.4

Sea la cadena de Markov de espacio de estado E={0,1,2,3} y matriz de transicion P,
v % 0 0

no|% % 00
Yo Vo Vo N
00 0 1

Las clases de esta cadena son: {0,1}, {2}, {3}.
Nota: si bien los estado 0,1 y 3 son alcanzables desde el estado 2, |a accion inversa
no es posible. En particular, como p;; = 1, desde el estado 3 no es posible acceder a

ningun otro estado, por |o que decimos que 3 es un estado absor bente.
El subgrafo asociado tiene 3 componentes fuertemente conexas.
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Estadosrecurrentesy transitorios

Un estado i esrecurrente si partiendo de él existe la seguridad de que el proceso en
algin momento retorne a él. Un estado i es transitorio cuando partiendo de € existe
una probabilidad no nula de abandonarlo definitivamente (el proceso no retornara
jamés a ese estado).

Definimos ¢; la probabilidad de que € proceso, partiendo del estado i, retorne al

mismo: ¢, =P J(X, =i)( X, =i).

Entonces otra forma de expresar las definiciones es decir que el estado i es
«  recurrentes ¢, =1,

+ transitorios ¢;<1.
Defimimos R, e numero esperado de retornos a estado i (contando el pasajeinicid).

Definimos la variable aeatoria indicatriz del pasgje por € estado i en la n—-€sima

1,s{x, =i}
etapa, A :{O,si{xn #i)

Entonces z A, =nro.deetapasen lasqueel proceso estaeni,
n=0

props.dela
esperanza

yR=E(§AIXo=ij = EE(AJXO:i): P(Xn=i|x0:i)=ipnn)_

n=0 n=0
Proposicion

El estado i esrecurrentesi Y. pl") =0 (diverge)

n=0

El estado i estransitorio si Z pi(i") <o (converge)

n=1

Demostracion:

Supongamos que el proceso comienza su evolucion en e estado i, X;=i. Si i es
recurrente, con probabilidad 1 € proceso eventualmente alcanzard el estado i por
segunda vez. Repitiendo e razonamiento, vemos que el proceso pasara por €l estado |
unainfinidad de veces, con probabilidad 1.

Si en cambio i es transitorio, cada vez que € estado i es alcanzado existe una
probabilidad de no volver jamés igual a 1-¢;, por lo que tenemos que la probabilidad
de efectuar exactamente n pasgjes por € estado i (contando como uno la estadia
inicial) se puede expresar como:

P(X pase exactamenten vecesal estadoi | X, =i)=¢"*(1-¢,),

probabilidad en la que reconocemos una distribucién geométrica de esperanza finita
1/(1-¢,); entonces, € nimero esperado de retornos a estadoi es R =1/ (1-¢;) , que
esfinito.
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Por lo tanto, si logramos calcular |a esperanza del nUmero de retornos del proceso al
estado i, podemos saber si dicho estado es transitorio (esperanza finita) o recurrente
(nimero infinito de regresos).

Propiedad

En una C.M. finita homogénea existe por |o menos un estado recurrente (no pueden
ser todos transitorios).

Para justificar esta propiedad por € absurdo, supongamos que todos los estados
{0,1,2,....,n} de una C.M.F.H. son transitorios. Tomemos una trayectoria cualquiera
de la cadena. Al ser el estado O transitorio, existira una etapa N, luego de la cual el
estado 0 seré abandonado para siempre. Al ser € estado 1 transitorio, existira también
unaetapa N, luego de la cual € estado 1 tampoco seravisitado. Y asi sucesivamente

con todos los n estados. Si tomamos ahora N = max {N,, N,,....N.}, N esun nimero
natural por ser el maximo de un nimero finito de naturales. Consideremos las etapas
siguientes a la N, por gemplo la etapa N+1: por definicién del espacio de estado,
Xys1= | UE={0,1,2,....,n}; pero por ser N=N,,0kUE={0,1,2,....,n}, entonces X% K,
OkOE={0,1,2,....,n}, es decir X\,,;UE={0,1,2,....,n}, y hemos llegado a un absurdo.
Por |o tanto no todos los estados de una C.M.F.H. son transitorios, 10 que implicaque
existe a menos un estado recurrente.

Corolario1
La recurrencia es una propiedad de clase: s un estado i es recurrente, € i j,
entonces j esrecurrente.

Demostracion

por def.
comunicaci 6n

ioj = km20p>0ypM>o0

ppor prop.
anterior

irecurrente = > p” = oo
n=1
Aplicando las ecuaciones de Chapman—Kolmogorov dos veces, tenemos
On =0, p{m™) =3 plmp{v) = 313" plm gl plkd) > plm pin) gl
I0E I0E rOE
donde el miembro de laizquierdaeslaprobabilidad deir de j a j en (m+n+Kk) pasos
(incluyendo todos los caminos) y € de la derecha es la probabilidad de ir dej aj via
aquellos caminos gque pasan por i.
Sumando en n tenemos

ez ppl S pl =
n=1 n=1

>0 0 yaquei esrecurrente por H

Entonces | es también recurrente.

Corolario 2

El corolario anterior implica que la transitoriedad también es una propiedad de
clase: si i transitorio, i — j, entoncesj estransitorio.

Demostracion:

S j fuese recurrente, como por hipoltesis j~ i, aplicando € corolario anterior
tendriamosi recurrente, o que es absurdo. Por lo tanto j estransitorio.
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Corolario 3

El hecho de que la recurrencia es una propiedad de clase y ademas que no todos los
estados de una C.M.F pueden ser transitorios, nos permite afirmar que todos los
estados de una C.M. finitairreductible son recurrentes.

Demostracion:

Por definicion, una cadena de Markov irreductible posee una sola clase de estados.
Por lotanto, i « j,0i,j OE

Aplicando la propiedad anterior, como la cadena es finita, existe al menos un estado
iJE recurrente. Por el corolario 1, todos los estados que comunican con i son también
recurrentes, por lo tanto [jJE, j esrecurrente.

Ejemplo 7.3.5
Seala C.M. cuyamatriz detransicion es:
0 0 Y2 12
10 0 O
P=
01 0 O
01 0 O

Comprobamos que todos | os estados se comunican, por |o tanto pertenecen a
la misma clase, como ademés esta cadena es finita podemos entonces afirmar que
todos sus estados son recurrentes.

Ejemplo 7.3.6
Consideremos|a C.M. con matriz de transicion

[1/2 /2 0 0 O
12 y2 0 0 O
P={0 0 12 72 0
0O 0 22 120
14 1/4 0 0 1/2
Esta matriz esta triangulariiada por blogues. Podemos diferenciar 3 clases de
equivalenciaen el espacio de estado: {0,1}, {2,3} y {4}.

Las dos primeras clases son recurrentes. En cambio, la clase {4} estransitoria.
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Definimos f;(n) como la probabilidad de que € primer retorno a estado i se realice
en exactamente n etapas, dado que el estado inicial delacadenaesi:
f.(n)=P(X, =i,X, #i,0k=1...,n-1| X, =i)

El célculo de las probabilidades de primer pasaje en n etapas, fij(n), se pueden realizar
através de las siguientes formulas de recurrencia

fij(1)=pij

fij(2=pij@-fij(Dpjj

fij (n):pij(n)-fij 1) Pij (n-l)-fij (2)pjj(”'2)---'fij (n-l)pjj

Para un estado i recurrente, definimos m; como la esperanza del tiempo del primer
retorno a estado i:

m;, = nZ:, nf; (n)

Los estados recurrentes se pueden diferenciar en:
1) recurrentes positivos
2) recurrente nulos.

Un estado i es recurrente positivo, si partiendo dei, € tiempo esperado hasta que €
proceso retorne a estado i por vez primera es finito, es decir i m;<c. Es posible
demostrar que todos los estados recurrentes de una cadena de Markov finita son
recurrentes positivos.

Un estado es recurrente nulo S m,=c0. En este curso no trataremos este tipo de
estados ya que solo aparecen en cadenas de Markov de espacio de estado infinito.

Periodicidad

Sedice que e estado i es periddicos d(i)= MCD(n| pr) >O)>1, y es aperiodico
s d(i)=1.

Si un estado i es periédico de periodo d(i), e proceso puede retornar a dicho estado
solamente en | as etapas multiplos de d(i).

Propiedad (dem. trivial)
Si e estado i tiene un lazo (es decir, s p;>0) entonces su periodicidad sera 1.

Propiedad (sin demostracion)
Se demuestra también que la periodicidad es una propiedad de clase: si i tiene periodo
d(i), ei ~ j, entonces j tendratambién periodo d(i).

Propiedad (sin demostracion; ver p.ejemplo Chretienne-Faure, pag. 27)

Sea i un estado de una componente conexa C cualquiera. Entonces se puede
demostrar que para calcular la periodicidad de i, es suficiente con examinar todos |os
ciclos de la componente conexa:

d(i)= MCD(n|existeun ciclosimpledelargo nen C).
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Una cadena es aperiddica si todos sus estados [0 son, y periddica en caso contrario.

Ejemplo

[
z

J
En esta cadena, tenemos que p\” >0Opara n=4,68,...(2+ 2k). Por lo tanto, d(i)=2,
0 sea que € estado i es periddico de periodo 2. Como ademas la cadena es
irreductible, todos los estados de la misma tendran periodo 2.

Ejemplo

1/2
%@)f

Esta cadena es aperiodica, ya que € estado i tiene un lazo, por lo tanto d(i)=1, y como
existe una sola clase de estados, todos tendran periodicidad 1.

Ergodicidad

Sedefine un estado ergddico como aquel que esrecurrente positivo y aperiodico.
Un conjunto K de estados es ergédico si todos los estados que 1o componen son
ergodicos. Una cadena de Markov es ergddica cuando es irreductible y su espacio de
estado es un conjunto de estados ergodicos. Si una cadena de Markov es finita 'y
ergodica, diremos que es una cadenaregular.

Vector distribucion de estados

El vector de distribucién de estados de la cadena en la etapa n, Q(n), es un vector fila
estocastico (estocastico=suma de sus elementos igual a 1) que contiene las
probabilidades paralan-ésima etapa del estado de la cadena:

Q) =z mm) .. 7)) .. z). E={Lz,...,r},|E|=r,;m(n)ﬂ

donde 77,(n)=P(X, = j),j OE eslaprobabilidad de que el estado de lacadenaen la

n-ésima etapa sea j, independientemente del estado inicial.
Condicionando respecto del estado inicial, tenemos que

cadena
homogénea

()= 2 P(X, = 1%, =i)P(X, =i) = 3 p{"7(0)
i0E i0E

que expresado en notacion matricial nos da Q(n) = Q(0)P".

Podemos obtener el mismo resultado de la siguiente manera:

cadena
homogénea

iTj(n):ZP(Xn:j|Xn_l:i)P(Xn_l:|) = Zpijni-(n_l)

i0E i0E
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que corresponde a la ecuacion Q(n)=Q(n—-1)P, la cual aplicada recursivamente nos
permite llegar a Q(n) = Q(0)P".

Ejemplo:

Sea una CMTDH con dos estados, A y B, y matriz de transicion

204 | 2/4

34 | 1/4

Si ladistribucion inicid
Q(0)=(0,1), entonces Q(1)=(3/4,1/4), Q(2)=(9/16,7/16), Q(3)=(39/64,25/64)

Si Q(0)=(1,0), entonces Q(1)=(2/4,2/4), Q(2)=(10/16, 6/16), Q(3)=(38/64,26/64)

Si Q(0)=(1/2,1/2), entonces Q(1)=(5/8,3/8), Q(2)=(19/32, 13/32), ...

Definicion.

Un vector estocastico 1tes una distribucion estacionaria cuando si Q(n)=tt, entonces
Q(m)=r, paratodo m>n.

S Ttestacionaria, s Q(n)=Tt, entonces Q(n+1)=1t como Q(n+1)=Q(n)P, tenemos que
Q(n+1)=rP=1t Por lo tanto, toda distribucion estacionaria Tt verifica la ecuacion
n=nP.

Reciprocamente, todo vector Tt que verifique las ecuaciones n= 7P y Z 7T =1 sera
iCE

una distribucién estacionaria de la cadena de Markov de espacio de estado E y matriz

de transicion P. Estas ecuaciones constituyen un sistema lineal de n+1 ecuacionesy n

incognitas. Para resolver este sistema, debemos eliminar una de las ecuaciones

redundantes, que puede ser cual quiera exceptuando Z T=1

iOE

Es posible que una cadena de Markov admita mas de una distribucion estacionaria,
como vemos en e gemplo siguiente. Sea una cadena de Markov de matriz de
transicion P,

12 12 0
P=|12 12 o0
0o 0 1

Al plantear € sistema linea correspondiente para hallar la distribucion estacionaria
constatamos que es indeterminado, admitiendo infinitas soluciones, entre ellas estan
las siguientes: [1/2,1/2,0], [1/5,1/5, 3/5], etc.

Comportamiento asint6tico de una cadena de Markov
Estudiaremos ahora el comportamiento de las cadenas de Markov cuando e nimero
de etapas n tiende a infinito.
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Para esto, estudiaremos 0j OE,a; =lim7 (n)=1im Y 7(0)p{", que formulado en

OidE
notacién matricial se escribe @ =1imQ(n) = IimQ(0)P" = Q(0)IimP" . El limite de
Pn

puede estudiarse de forma genérica con técnicas de transformada z, fuera del acance
de este curso.

Cuando &:IimQ(n)zQ(O)Il'm P" existe y es independiente del vaor de la

distribucion inicial Q(0), decimos que a esladistribucion limite de la cadena

Se puede demostrar

1) Que para una cadena de Markov ergddica, siempre existe la distribucion limite, y
que ademas coincide con la distribucion estacionaria que es Unica en este caso.

2) Que para unacadenade Markov finita, irreductible y periédica, siempre existe una
nica distribucion estacionaria.

Para cadenas periodicas puede no existir una distribucion limite. Veamos el siguiente
gemplo.
Ejemplo 7.3.8

0 1
Sea la cadena de matriz de transicion P, P = (1 OJ' En esta cadena, s e estado
inicial X, del proceso es €l estado 1, en todas |as etapas pares |a cadena pasara por €l

01
estado 1, y en las etapas impares por €l estado 2. Podemos ver que P> = L 0} y

n- o

10 _ : .
p2" = {O J para todo n=0. Por |o tanto, no existe lim P", es decir que no tenemos

distribucion limite. Sin embargo existe ladistribucion estacionaria[1/2,1/2].

7.3.3 Propor cion de tiempo pasado en un estado

En una cadena de Markov finita irreductible podemos considerar la distribucion
estacionaria 7;, j JE como la proporcion del tiempo en el que el proceso vaa estar

alargo plazo en e estado j. Yahabiamos definido para un estado jCJE de una C.M
finita irreductible, la esperanza del tiempo de retorno a j, m;. De forma intuitiva,
como Tt es la proporcion del tiempo en que el proceso esta en €l estado j, y como la
cadena esta en €l estado j una unidad de tiempo por cada my; unidades de tiempo

. 1 . -, :
que no lo esta, tenemos entonces que 7z =—. Es decir que la proporcion de tiempo
m.
1
gue € proceso pasaen el estadoj es igua a lainversade tiempo medio entre las

visitas a |, paratoda cadena de Markov finitairreductible.
Ejemplo 7.3.9

Un vigilante tiene una manzana para cuidar. La vigilancia comienza en una de las
esguinas, dirigiendose a las otras de acuerdo alas siguientes probabilidades:
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P12 = Poz = Pag =1 P33 =1-p, Pps =p. Es decir que le lleva una unidad de

tiempo € ir de una esquina a la siguiente, y en la Unica esquina donde puede
permanecer mas tiempo es en la esquina 3, donde con probabilidad (1-p) decide
guedarse por otraunidad de tiempo.

El espacio de estado de esta cadenaes{1,2,3,4}, donde cada estado corresponde a una
esquina en nuestro problema. La cadena se encuentra en el estado i durante la etapa n,
X.=i, cuando € vigilante estd en laesquinai durante la n-ésima unidad de tiempo.

Como el espacio de estado de esta cadena posee una sola clase de equivaencia,
entonces la cadena es irreductible, y como es finita, entonces todos |os estados son
recurrentes positivos. Para estudiar la periodicidad, alcanza con ver que como €
estado 3 posee un bucle, por lo tanto d(3)=1; a existir una sola clase, todos los
estados tienen la misma periodicidad, 1 en este caso. Tenemos entonces que esta
cadena es finita, irreductible y aperiddica, entonces es ergodica. Por lo tanto, existe

una distribucion limite que coincide con la estacionaria, 71, =7, =71, = 2 p+11
Y
1
= .
3p+1l

7.4 Cadenasde Markov de Tiempo Continuo

Un proceso estocéastico { X, , t/T} es de tiempo continuo cuando T es un intervalo de
los reales (y por lo tanto, un conjunto no numerable). Como T es continuo, notamos
(X, =x) ad evento en que € proceso toma el valor x en €l instante t (denominamos
instante a un elemento del conjunto T).

Una cadena de Markov de tiempo continuo es un proceso estocastico de tiempo
continuo y espacio de estado discreto cuyo comportamiento en el futuro solamente
depende de su estado presente, es decir cuando la siguiente condicion se verifica:

p(st =j|x, =i, %, :x(u),Osu<t)= P(xt+s =i|x, :i)’

Oi, j0E,Ox(u)0®P:T - E, Os,tOT
(propiedad de ausencia de memoria).

En esta seccidn consideraremos solamente cadenas homogeéneas, es decir aquellas
cuyas probabilidades de transicion son independientes del instante de tiempo en €
que ocurren:

P(Xus =X, =i)=p;(s), Oi,jOE, Ot,sOT

Para las cadenas de Markov de tiempo continuo homogéneas podemos dar otra
definicion equivalente ala anterior, basada en |a propiedad de ausencia de memoria.
Diremos entonces que una cadena de Markov de tiempo continuo es un proceso
estocastico cuya evolucion respeta las reglas siguientes:

1. e tiempo de permanencia del proceso en el estado i es una variable aeatoria
independiente, de ley exponencial y parametro v, (por lo tanto, su media es 1/v,),
para todo estado i de E. Notaremos TP, a la variable exponencial del tiempo de
permanenciaen el estado .
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2. Cuando € proceso abandona el estado i, laeleccion del préoximo estado j serealiza
de acuerdo alas probabilidades de transicion p;; definidas paratodos |os estadosii |
de E. Estas probabilidades deben satisfacer p; =0, > p, =1, 0i OE.

0j0E

Es posible entonces considerar que una cadena de Markov en tiempo continuo es un

proceso estocastico cuyas transiciones de un estado a otro se realizan de acuerdo auna

cadena de Markov discreta, pero donde € tiempo de permanencia en cada estado es
unav.a. exponencial en lugar de un valor constante.

En una cadena de Markov de tiempo continuo, definimos el generador infinitesmal Q
/AR

como la matriz tal que g; = {p” ' J . El generador infinitesimal de una cadena

-V. 1=

I

de Markov en tiempo continuo cumple un papel similar a de la matriz de transicion

en tiempo discreto. En particular, la distribucion estacionaria de una CMTC X es

aquella que se obtiene de resolver e sistema lineal TQ=0, con larestriccion adiciona

21 = 1 ; s la cadena es ergddica, la distribucion estacionaria coincide con la

distribucion limite, que existe.

Grafo asociado a una C. M. detiempo continuo homogénea

Sea X={X,,n=0} una cadena de Markov de tiempo continuo de espacio de estado
E={1,2,..r}, |E|=r, y generador infinitesimal Q. Podemos asociar un grafo orientado
ponderado G=(E,U,W) alacadena X de la forma siguiente:

+ E (espacio de estado de la cadena) es el conjunto de nodos

« U={u=(@,)lijlE, p;>0} esel conjunto de arcos orientados

+ W eslafuncion de ponderacion que asigna [ u; O (i) laprobabilidad de
transicion p; =g /(-q; )> O correspondiente, W(u;) = p;; > 0; y acadanodo i UE la
esperanza del tiempo de permanencia 1/v;=1/(-q;).

Como la suma de todas |as probabilidades de transicion p; para cada filai debe ser
igual a1, entonces el grafo asociado auna C. M. finita homogénea no puede ser
cualquiera, sino que la suma de las probabilidades asignadas a los arcos incidentes
exteriormente a cada nodo debe ser igua al.

Aungue € grafo retiene nada més que las probabilidades de transicion entre dos
estados, su estudio es muchas veces suficiente para conocer cualitativamente la
evolucion del proceso.

Ejemplo 7.4.1

En un negocio de lustrar zapatos hay 2 sillas (sillaly silla2). Un cliente que llega
se dirige primero a la silla 1, donde le limpian los zapatos y le ponen pomada.
Después va ala silla 2 donde le lustran los zapatos. Estos dos servicios se consideran
variables aleatorias exponencial es independientes con parametros respectivos U, y H,.

Supongamos ademas que |os clientes entran segun una distribucién Poisson de tasal
y que cualquier cliente entrasolamente s las dos sillas estan desocupadas.
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Para anaizarlo como una C.M. en tiempo continuo, establecemos un espacio de
estados apropiado. En este sistematendremos siempre 0 6 1 cliente, siendo ademés
relevante e saber en que silla se encuentra e cliente por los tiempos del servicio.
Entonces E={0,1,2}, donde

+ estadoO - ningun cliente

+ estadol -uncliente enlasllal

+ estado2 -uncliente enlasilla2

En cuanto a los tiempos de permanencia en cada estado tenemos:

. TP, - intervalo detiempo hasta que llegael primer cliente, exponencia de
tasal. E(TR,) =Yv, =1=v, =1

. TP, - tiempo de permanenciadel clienteen lasillal, exponencial detasa i,
E(TR)=Yu,= v, =4

. TP, - tiempo de permanenciadel clienteen lasilla2, exponencial de tasa i,

E(TR,) =Yu,= v, =,

L as probabilidades de transicion son:
Por = P, = Py =1

El grafo asociado es:

1/v0 p01 :le

20

N

2

Comunicacion, clases de equivalencia, componentes fuertemente conexas,
recurrencia y transitoriedad:
Son conceptos analogos alos de las CM de tiempo discreto.

Periodicidad:
En CM de tiempo continuo todos |os estados son aperiddicos (no existe concepto de
estado periddico).

Ergodicidad:

Toda CM de tiempo continuo homogénea finita e irreductible es ergddica.

Si la cadena es infinita, puede no ser ergddica (una condicion suficiente para que una
cadenairreductible sea ergddica es que los valores v; estén acotados superiormente).

Vector distribucion de estados

El vector de distribucion de estados de la cadena en € instante t, Q(t), es un vector fila
estocastico (estocastico=suma de sus elementos igua a 1) que contiene las
probabilidades en el instante t del estado de la cadena:

Q) =[mlt) ) ... () ... 7). E={2...1},

E =r, Zr:nj(t):l
=1
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donde nj(t): P(X, = j), j DE eslaprobabilidad de que e estado de la cadenaen la

n-ésima etapa sea j, independientemente del estado inicial.
Condicionando respecto del estado inicial, tenemos que

cadena
homogénea

m(t)= 2 PX = J1%, =i)P(X, =i) = 3 py(t)m(0).

i0E i0E

Distribucion estacionaria.
Si Q(t)=Ttes unadistribucion estacionaria, entonces, Q(s)=T, [Is>t.

Todo vector /7que verifigue las ecuaciones 7Q =0 y Z 7T =1 sera una distribucion
iOE

estacionaria de la cadena de Markov de tiempo continuo de espacio de estado E y

generador infinitesimal Q. Estas ecuaciones constituyen un sistema lineal de n+1

ecuaciones y n incognitas. Para resolver este sistema, debemos eliminar una de las

ecuaciones redundantes, que puede ser cual quiera exceptuando Z T =1
iCE

Es posible que una cadena de Markov admita més de una distribucion estacionaria, en
cuyo caso € sistema lineal correspondiente para hallar la distribucion estacionaria
ser& compatibl e indeterminado.

Comportamiento asint6tico de una cadena de Markov

Estudiaremos ahora €l comportamiento de las cadenas de Markov cuando t tiende a
infinito.

Para esto, estudiaremos [j D E, @, = lim 7z, (t) = Iim " 72(0)p; (t).

Cuando a = !im Q(t) existe y es independiente del valor de la distribucién inicial

Q(0), decimos que o esladistribucion limite de la cadena.

Se puede demostrar que para una cadena de Markov de tiempo continuo finita y
ergédica, siempre existe la distribucion limite, y que ademés coincide con la
distribucion estacionaria que es Unica en este caso. (ver en las paginas anteriores la
discusion sobre ergodicidad).

Ecuaciones de balance de flujo:

S res una distribucion estacionaria, entonces para cualquier subconjunto A del
espacio de estados E, se verifica la siguiente propiedad (que corresponde a las
[lamadas ecuaciones de balances de flujo):

Z[ Zqij}ﬂi =2 (Z%jﬂ;-

iDA\_jOE/A JOE/ A\IDA
De manera reciproca, un conjunto independiente de n-1 de estas ecuaciones junto con
la condicion de estocasticidad pueden ser empleadas para generar un sistema lineal
cuya solucion es son las distribuciones estacionarias (S existen).
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7.5 Procesos de Poisson

Una subfamilia importante de los procesos estocasticos de tiempo continuo y espacio
de estado € conjunto de los naturales son |os procesos de conteo {Nt,t > 0}, gue se

caracterizan por cumplir las condiciones siguientes:

« N, ON,0t (ylointerpretamos como el nimero de eventos en el intervalo (O,t] )
. No =0

« N, 20,0t

s<t= N,<N,

Un proceso de conteo es homogéneo en e tiempo si e nimero de eventos en un
interval o depende solamente de lalongitud del mismo, y no de su instante inicial:

Or, <r,,$>0:0n20:P(N,,,~N,,.=n)=P(N,_ -N_ =n).

Un proceso de conteo es de incrementos independientes si € nimero de eventos
contados en interval os de tiempos digjuntos son independientes:

Os,t:0n,m=20: P(N, =N, =n,N_=m)=P(N, -N_ =n)P(N_ =m).

Un caso particular de los procesos de conteo son 10s procesos de Poisson. Un proceso
de conteo {Nt = 0} es de Poisson s verificalas siguientes propiedades adicionales:

+ ¢ proceso es homogéneo en e tiempo y de incrementos independientes.

« P(N, =1)=Ah+o(h)=p,(h) probabilidad de un evento en el intervalo (0, h].

- P(N,=2)=0(h), O(h)h—>oo probabilidad de més de un evento en (0, h].

A partir de estas condiciones se demuestra que la probabilidad de que ocurran n
eventos en € intervalo (O,t] corresponde a una distribucion de Poisson,

p,(t)=P(N, =n)= w, de esperanza E(N,) = At = Var(N, ).

Es decir que e proceso resultante de contar el nimero de eventos sucedidos en un
intervalo de tiempo t posee una distribucion de Poisson de tasa At.

Distribucion delostiempos entrellegadas

Consideremos un Proceso de Poisson {N,, t/7T}, notemos T, €l intervalo de tiempo
hasta que ocurre €l primer evento y paran > 1 notemos T, €l lapso de tiempo entre
(n—1)-ésimo evento y el n-ésimo evento.

La secuencia {T,, n=1,2,3....} es llamada secuencia de los tiempos entre |legadas
sucesivas.
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Determinemos la distribucion de lavariable aleatoria continua T,,.
Estudiemos primero T,.

El evento {T, >t} = {N(t) = O} corresponde a la no ocurrenciade ningun evento
del proceso en €l intervalo (0,t], entonces

P(Tl > t) = P(Nt = 0) = po(t) =e™.
Por lo tanto T, posee distribucion exponencial, de media I/A.

Veamos ahora T,

prol()j.. ioral ® porssrTlléll N

condicion: exponenci
PT>t) = | P(‘I'2 >t|T, = s)le (s)ds = jP(TZ >t|T, = s)/le‘”sds

0 0
Tenemos que
i oA omogEeo

P(T2 >t|T, = s): P(NHS ~N, =0]|N, :1) = P(N,,,-N_=0) = P(N,=0)=p,(t)=e™

Sustituyendo en la ecuacion anterior
of/le'“dszl

P(T, >t)= Ie'”‘/le'”sds= e‘”‘j)le‘”sdso = e'= F>(T2 >t|T1, = s)
0 0

Por lo tanto concluimos que la variable aleatoria T, también es exponencial, y su

esperanzaes 1/\.
Ademas T, y T, son independientes ya que P(T, > t|T; = s) = P(T> t).

Con e mismo esguema, podemos demostrar que T, T, T, etc., son variables
aleatorias exponenciales independientes, cuyo valor esperado es 1/ A.

Reciprocamente, una secuencia{T,, n> 1} de variables aleatorias exponenciales
independientes de esperanza 1/ A define un proceso de Poisson de tasa

A N, ={max{n/S <t}} con S, = Zn:Ti el instante en que ocurre e evento n.
=
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Ejemplo 7.5.1
Supongamos que lainmigracion aun pais se realiza segin un proceso de Poisson, de
tasa A = 1 inmigrante/dia. Calculemos la probabilidad de que € tiempo transcurrido
entre el décimo y el undécimo inmigrante exceda los dos dias:

P{T,>2} =e2"=¢€2=0,133

7.6 Procesos de Nacimiento y Muerte

Estudiaremos a continuacion una clase de sistemas cuyo estado esta completamente
determinado por e numero de individuos presentes en € sistema en cada instante de
tiempo. Supongamos que siempre que haya n individuos en € sistema:

1. los nuevos arribos @ sistema se realizan a unatasa exponencial A,

2. los individuos abandonan €l sistema a una tasa exponencial i,

Es decir que siempre que haya n individuos en € sistema, €l tiempo hasta la
llegada de un nuevo individuo es una variable aleatoria exponencial de esperanza
VA, e tiempo hasta la partida de un individuo presente en el sistema es una variable

aeatoria exponencial de esperanza 1/, y ambas v.a. son independientes.

Modelamos un sistema de este tipo a través de un proceso estocastico X={X, , t=0},
con X;=numero de individuos presentes en el sistema en €l instante t. Este proceso
estocastico, de tiempo continuo y espacio de estado discreto, es un proceso de
nacimiento y muerte. Decimos que |os parametros {/1”}::0 y {,un}:’:1 son las tasas de
nacimiento y muerte respectivamente de este proceso.

Propiedad
Todo proceso de nacimiento y muerte deparametros {1}~ y {x,}~, es equivalente

a una cadena de Markov de tiempo continuo con espacio deestado E={0,1,2,....} y
en laque desde cualquier estado n solamente hay transiciones hacia los estados n+1
y n-1 (donde n corresponde a nimero de individuos en € sistema model ado).

El grafo asociado a proceso de nacimiento y muerte tiene la siguiente forma:

)\O )\1 )\2 )\3 )\n )\n+1
QNSO O NS OESTNG IS C SR
ul “2 “3 “4 lJ'n+1 lJ'n+2

La relacion entre las tasas de nacimiento y muerte del proceso con las tasas y
probabilidades de transicion de la cadena son las siguientes:

1. Vo=Ao; Ui >0 v;=A+; tasadetransicion - sumade tasas de llegaday salida
2. probabilidades de transicion:
Por =1

Piisr = A /(A +) 1> 0 - probabilidad de que ocurra unallegada antes
Pii-1 = K /(A +1;) 1 >0 - probabilidad de que ocurra una partida antes.
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Algunos casos particulares de procesos de nacimiento y muerte son |os siguientes:

1. procesos de Yule A =nA,0n, =0, On (nacimiento puro, tasalineal).
2. modelo de crecimiento lineal A =nA,0n, p,=ny, On.
3. procesos de Poisson A=A [n, p,=0 On (nacimiento puro, tasaconstante).

Propiedad - Condicién de estabilidad de un proceso de hacimiento y muerte
A) Todo proceso de nacimiento y muerte con espacio de estados finito es estable.
B) Todo proceso de nacimiento y muerte con espacio de estados infinito y de

(=)

pardmetros {/1”}::0 y {,un}n:1 es estable (su cadena de Markov subyacente

posee una distribucion estacionaria Unica que coincide con la distribucion
limite) si y solo si se verifican las siguientes condiciones:

i” /]k<oo

n=0 k=0 luk+1

00 n
z Hea _ o
n=0 k=0 /]k+1

7.7 Sistemas de Colas

En un sistema de filas de espera encontramos diversos componentes: fuentes de
entrada, clientes, las colas propiamente dichas, y los servidores. Estos componentes
tienen comportamientos caracteristicos que deben ser especificados a describir €l
sistema.

Los clientes en un sistema de colas no tienen porque ser personas, pueden ser
[lamadas telefonicas, aviones, maguinas Yy los servidores pueden ser buffers de
memoria, pistas de aterrizae, equipos de reparadores.

Cuando estudiamos un sistema de filas de espera, interesa determinar diversos datos
del mismo. Entre los méas comunes encontramos:

« N numero esperado de clientes en € sistema,

« v numero esperado de clientesen la cola,

« pnumero medio de servidores ocupados,

« f, tiempo medio de esperaen lacola,

+ t. tiempo medio de permanenciaen e sistema.

En los model os mas utilizados de sistemas de colas, € sistema queda determinado por
la distribucion de probabilidad de los tiempos de llegada de los clientes, la
distribucion del tiempo de servicio, y e ndmero de servidores existentes. Nosotros
presentaremos sistemas de colas en los que ladisciplina de esperaen lafilaes FIFO
(el primer cliente en llegar es e primer cliente que es atendido), y donde las
distribuciones definidas son exponenciales. Estos modelos de cola se pueden
modelar como cadenas de Markov de tiempo continuo, {X(t), t>0}, procesos
estocasticos sin memoria, donde el comportamiento futuro depende solamente del
estado presente.
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Para caracterizar en forma suscinta uno de estos modelos, se utiliza la siguiente
notacion (llamada Notacion de Kendall): distribucion de llegadas / distribucién del
servicio / numero de servidores [/ tamafio de la fila de espera /poblacion total del
sistema/disciplina de la fila]. Las distribuciones de llegadas y servicios mas comunes
se especifican mediante un coédigo de una letras M para la distribucion exponencial
("markoviana'), Ek para la distribucion Erlang de k etapas, D para la distribucién
deterministica (tiempo constante), G para la distribucion "genera" (distribucion de
probabilidad arbitraria). Las disciplinas de la fila se suelen especificar con un
acronimo, del estilo “First In First Out” o “Primero Entrar Primero Salir”: los méas
comunes son FIFO (primero en llegar - primero en ser atendido), LIFO (Ultimo en
llegar primero en ser atendido), Random (eleccion aleatoria entre los clientes que
esperan), PS (processor sharing - atencién multiplexada entre todos los clientes que
esperan), etc.

Filas de espera con llegadas de Poisson y tiempos de servicio exponenciales

Puesto que a cada unade lastasas (Ao, A1, .., M1, K2, -..) deun proceso de nacimiento
y muerte se puede asignar cuaquier valor no negativo, esto proporciona gran
flexibilidad para modelar sistemas de colas. Una cantidad muy importante de los
model os més estudiados en la teoria de colas se basan en este proceso. Todas las filas
de espera con entradas de Poisson y tiempos de servicio exponenciales, pueden
modelarse como un proceso de nacimiento y muerte. Los modelos difieren
Unicamente en sus hipotesi s respecto a como varian lastasas A, 'y s con N.

Excepto para algunos casos especiales, € estudio analitico del proceso de nacimiento
y muerte es muy dificil cuando e sistema se encuentra en una condicion transitoria.
Se han obtenido algunos resultados sobre la distribucion de probabilidades de los
estados, pero son muy complicados como para tener aplicacion préctica amplia. Por
otra parte, es relativamente sencillo obtener una distribucion después de que €
sistema ha acanzado un estado estacionario (suponiendo que € sistema lo acanza).
Esto puede redizarse directamente del diagrama de tasas, como se explica a
continuacion.

Para andlizar un sistema de filas de espera debemos determinar las probabilidades
p,(t) Ot=0,0n0ON de que en e instante t haya exactamente n clientes en €

sistema. Estas probabilidades se [laman probabilidades de estado.

Estudiaremos los casos en que € proceso se rediza en régimen estacionario, es
decir cuando las probabilidades son independientes del intervalo de tiempo t:
p,(t)=p,, Ot=0,0n0ON

Bajo hipdtesis de regularidad del sistema, esta distribucion estacionaria coincide con
la distribucion de probabilidades limite del sistema. En ese caso, podemos interpretar
el valor p, como la probabilidad asintéticade que haya n unidades en e sistema, 0
también como la proporcion del tiempo total (cuando t — ) durante la cua hay n
unidades en € sistema.
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Para poder determinar las p,, haremos uso de la propiedad de equilibrio de flujos

(vista a estudiar las cadenas de Markov de tiempo continuo). Esta propiedad puede
reexpresarse en este contexto con la siguiente formulacion:

Para cualquier estadon (n=0, 1, ...) del sistema, latasa media (nUmero esperado
de ocurrencias por unidad de tiempo) ala que ocurren |os eventos de entrada a un
estado o conjunto de estados debe ser igual alatasa mediaalague ocurren los
eventos de salida de ese estado o conjunto de estados.

Este principio se expresa mediante |las ecuaciones de balance para el estado n o para
un conjunto de estados C,. Luego de construir las ecuaciones de balance para cada
estado, en términos de probabilidades estacionarias p, desconocidas, puede resolverse
el sistema para halar las probabilidades.

V eamos ahora como determinar |as ecuaciones de balance. Considérese €l estado 0. El
proceso entra a este estado solamente desde € estado 1. Por tanto, la probabilidad en
estado estacionario de encontrarse en € estado O (es decir, po), representa la
proporcion de veces que es posible llegar al estado 0. Dado que s € proceso se
encuentra en el estado 1, la tasa media de entrar al estado O es ;. Es decir, la tasa
media globa a la cual e proceso entra a estado O es pip;. Con & mismo
razonamiento, latasa mediaglobal alacua € proceso sale del estado 0 es A1p;.

Entonces, la ecuacion de balance para el estado 0 es

Map1 = AoPo

Para e resto de los estados, existen dos transiciones posibles, tanto hacia adentro
como haciafueradel estado.

Las ecuaciones de balance se resumen a continuacion:

Estados Ecuacion de balance
0 HaP1 = AgPo
01 HoP2 = A1 1
0,172 HsPs = A2 P2
01 ..,n1 HnPn = An-1Pn-1
0,1..,n1n Hn+1Pn+1 = AnPhn

Dado que €l sistema formado por las ecuaciones de balance hasta el n-ésimo conjunto
de estados contiene siempre n + 1 ecuaciones, podemos resolverlo en funcién de po.
Luego, imponiendo que los p, sean una distribucion de probabilidades, es decir que
sumen 1, puede hallarse po.
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Aplicando e procedimiento, |legamos a

Estado | Ecuacion de balance
0 P ‘A—O P
1 ’ul 0
A A A
1 P, =—tp =P
oM, ol
A AAA
2 p, =2 p, =220 p
lu3 /'13/'12/'11
—_ An /‘n/‘n 1" /1
n pn+1 - pn pO
/'In+1 /'In+l/'1n /'ll

Es decir, las probabilidades en estado estacionario son p, = = Aotz y p, paran =
/'Imun—l :ul

1,2...

A A A

pojzl. Por lo tanto,
:un:un—l /'11

Debe cumplirse que an =1, 0 sea I00+Z[

obtenemos la siguiente expresion para po:

1+Z{ -y ]

K ﬂn-l s

Po =

Resumiendo, |a distribucidn de probabilidades en estado estacionario para una fila de
espera con |legadas de Poisson y tiempos de servicio exponenciaes es.

1 A A

/1 pn -
1+Z( J Mooty

K un-l h

pO 0

Condicion de estabilidad del sistema

El resultado anterior y los siguientes se obtienen suponiendo que las tasas permiten
alcanzar un estado estacionario. Esto siempre se cumple si A, = 0 para algun valor de
n (es decir, cuando sdlo es posible un nimero finito de estados).

En € caso general, aplicando la propiedad vista para los procesos de nacimiento y

muerte, S la serie Zu converge, y la serie Z’u” i diverge, |a estabilidad
n=1 /'ln /’I n=1 /1 /11

del sistema esta garantizada, pues Py esta bien definido (y por ende, todas las deméas
probabilidades en estado estacionario).
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Cantidad esperada de clientesen e sistema

Con esta informacion podemos calcular la cantidad media de clientes en € sistema
como €l valor esperado del estado del proceso:

n=> np,
n=0
Numero medio declientesen la cola
Sea s € numero de servidores del sistema. El largo esperado de lafila esta dado por la
esperanza de la cantidad de personas en la fila (nétese que decimos la cantidad de
personas en lafilay no en el sistema). Supongamos que & proceso se encuentra en €
estado n (es decir, hay n clientes en € sistema). Si n < s, entonces todos los clientes

estdn siendo atendidos y lafilatienelargo 0. Si n > s, habrdn —sclientesen lafilay s
clientes siendo atendidos (fuerade lafila).

En resumen, el largo esperado de lafilaes:

7 =3 (n-9)p,

Cantidad esperada de servidor es ocupados

De manera similar, podemos definir la cantidad esperada de servidores ocupados. Sea
s la cantidad de servidores del sistema. Supongamos gque hay n clientes en e sistema.
S n < s entonces la cantidad de servidores ocupados es n. En cambio, s n > s la
cantidad de servidores ocupados es s (pues no hay mas de s servidores). Por |o tanto,

definimos
P=.nP, + > sp,
n=1

n=s+1
Observequesecumple n=v + p.
Ecuacionesde Little
Las ecuaciones de Little expresan que para cualquier sistema o subsistema dado, en
estado estacionario el nimero medio de clientes dentro es igua a la tasa media de
entrada de clientes por € tiempo medio de permanencia en ese sistema o subsistema.
Casos particulares: el nimero medio de clientes en € sistema, e nimero medio de

clientes en la cola, € tiempo esperado de permanencia en € sistema y e tiempo
esperado de permanencia en lafila satisfacen las siguientes igual dades:

n=At,
v=At,
Donde A es latasamedia de llegadas, que viene dada por A = z/}n P, -
n=0

Asimismo, si t,, ese tiempo medio de atencién, tenemos que p = At,,
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Tiempo esperado de permanencia en € sistema

Utilizando las igualdades de Little, tenemos que

t, =

|| o

Tiempo esperado de permanencia en lafila

Aplicando nuevamente las igualdades de Little, llegamos a

~—+
I
N <

Hemos obtenido ecuaciones para diversas medidas de interés (en estado estacionario)
sobre filas de espera con |legadas de Poisson y tiempos de servicio exponenciales sin
hacer suposiciones acerca de las tasas de llegada y de atencién. A continuacion
aplicaremos estos resultados “genéricos’ para establecer resultados en modelos
especificos.

A continuacién presentamos un estudio de algunos modelos simples de filas de espera
con llegadas de Poisson y tiempos de servicio exponenciales.

7.7.1 El modelo M/M/1

Esteesel mas simple delos modelos defilas de espera. Como hipétesis tenemos que
los clientes llegan de acuerdo a un proceso de Poisson de parametro A, y por lo
tanto los tiempos entre llegadas son exponenciales (M). Ademés estos clientes son
atendidos o servidos uno por vez, por un solo servidor (0 equipo) cuyo tiempo de
servicio también es exponencia (M) de parametro .

Cuando un cliente llega d sistema, y € servidor esta libre, es atendido por € mismo.
Si @ servidor no esta libre, & cliente ocupa € Ultimo lugar de la cola, y espera su
turno. Cuando € servidor termina de atender un cliente, éste abandona €l sistema, y
el servidor comenzard a atender a cliente que ocupael primer lugar de la cola

Si notamos NC(t) a numero de clientes en € sistemaen € instantet, entonces es
posible demostrar que { NC(t), t=0} es un proceso de nacimiento y muerte cuya tasa
de nacimiento esA, = A [ n=0, y cuyatasade muertees p,=p 0 n=1,

SISTEMA
- servidor
cccccec cccce 0
Fuente con unidades| o ———
dénticas filao cola
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Vamos a calcular las probabilidades de estado p, para nuestra fila M/M/1.
Considerando €l estado 0 (aguél en € gue no hay clientes en el sistema), vemos que
este estado se abandona solamente cuando ocurre un arribo, por lo que la tasa de
salidaesAp, (A esla intensidad de legadas, p, es |a probabilidad de que €l proceso se
encuentre en € estado 0, o lo que es 1o mismo la proporcién del tiempo total en que
el proceso esta en € estado 0). Las entradas al estado O se realizan desde el estado 1,
cuando un cliente abandona €l sistema. Latasade servicioespy la probabilidad de
que haya un solo cliente en el sistema es p,, entonces la tasa con que €l sistema entra
0 alcanza €l estado 0 es pup,. Aplicando el principio de equilibrio de tasas, tenemos
entonces la siguiente ecuacion: Ap, = up,.

Consideremos ahoralos estados 0 y 1. El proceso abandona este connjunto de estados
solamente por un arribo en e estado 1, que ocurre a una tasa A. Por otro lado, €
proceso ingresa a estado 1 desde el estado 2 cuando hay una partida. Entonces la
intensidad de entrada es pp,. La ecuacion a la que se llega luego de aplicar el

principio de equilibrio es (A )p; = Hp,.

Con un razonamiento similar para los demas estados, obtenemos las siguientes
ecuaciones, llamadas ecuaciones de balance:

© Apy = Hpy
s AP,= HPpy Un>0.

Reescribiendo, tenemos

. p:ip
1 /10

. pm:ipn , =21
7]

que puede ser resuelto en términos de p,,

Por ser p,, unadistribucion de probabilidad, tenemos que

w0 = ()" siua 1
. 1= =y 4 = p—.
gp” Z(#j o= Pk

n=0

La condicion de que A/p < 1 es necesaria para que la serie sea convergente. Es
también la condicion de estabilidad de este sistema de col as.
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Resolviendo ese conjunto de ecuaciones, |legamos a:
Py = 1- /]//1
P, =(A/u)'(1-A/p), n=1

Condicion deestabilidad delafila

Supongamos que A > 1. Como los cliente llegan seguin un proceso de Poisson de tasa
A, € numero esperado de clientes gque llegan en un intervalo de tiempo t, es At,
E(Ny)= At, Ot=0.

Si siempre hay clientes para atender, e numero de clientes atendidos es un
proceso Poisson de tasa |, ya que los tiempos de servicio, que son |os tiempos entre
Servicios sucesivos, son v.a exponenciales independientes de valor esperado 1/p.
Por eso e numero esperado de clientes atendidos en e mismo intervalo de tiempo
t esE(A(t))< pt.

Por ende el nimero esperado de clientes en e sistema durante € intervao de
tiempotes E(NC)=At-put = (A - )t = numero esperado de Ilegadas menos
nimero esperado de atendidos.

Si A >, cuando t— oo, entonces E(NC,) tiende a infinito, es decir que la cola
creceria indefinidamente sin limite y entonces no existiria régimen estable. En este
caso no tiene sentido intentar calcular las probabilidades p,,.

Entonces la condicién para que exista un régimen estable es que A<y, 0
equivaentemente A/u<1. Esta condicién puede ser expresadalo como lacondicion de
gue la esperanza del tiempo de servicio 1/u sea menor que e valor esperado del
tiempo entre arribos sucesivos 1/A.

Derivamos ahora los valores de a gunas cantidades en términos de las probabilidades
estacionarias.

NUmero esperado declientesen el sistemal
- L o (Y[, 2 A p) A
n=>np, =) n— 1——j=—[1——j:—
Zﬁ Zﬁ (,Uj ( p) @=-AuP " o) (u-2)
Tiempo medio de permanencia en el sistema

1

H=A

Es:

NS

Tiempo medio de esperaen lafila

t; =ts — E(tiempodeservicio) = ts o A
[ TR))
NuUmero esperado declientesen la cola
Laplicamos la siguiente identidad algebraica: XZ nx"* =L2, |XI <1.
n=0 (1+ X)
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_ _ 2
Utilizando igualdad de Little: v = At = A
up—2)

Tiempo de espera en el sistema

El tiempo de espera en e sistema es una variable aeatoria W. En e caso de la fila
M/M/1, su distribucion es exponencial de tasa (U—A). Esto nos permite derivar de otra

formael valor de ts = E(W) = 1

H—=A

Ejemplo7.7.1

a) Supongamos que los clientes [legan segiin un Proceso Poisson arazon de 1 cada
12 minutos y que € tiempo de atencion o servicio es exponencial de tasa un servicio

cada 8 minutos. Calculando, tenemos que _
te=24

. n=
b) Aumentamos la tasa de arribos en un 20%. Al calcular, [legamos a _
ts =40

Observamos que aumentando un 20 % la tasa de arribo, € numero esperado de
clientes en el sistema se duplica. Esto sucede porque cuando A/p se acerca a 1, un
pequefio aumento en la carga del sistema, A/l , lleva a una gran disminucién en el
rendimiento del mismo.

7.7.2 El modelo M/M/s

En este modelo, tanto las tasas de llegadas como los tiempos de servicio de cada
servidor son constantes (A y U respectivamente). Por |o tanto, podemos decir que A, =
A paratodo n. Para expresar 10s |, debemos tener en cuenta que ellas representan la
tasa media de servicio global, es decir de todo el sistema y no de cada servidor por
separado, cuando se tiene n clientes en e sistema. Dicha tasa globa corresponde a
tiempo que demore e servidor gque termine primero. Entonces, cuando se tiene n
servidores ocupados y cada uno tiene tiempo de servicio exponencia detasa, latasa
global de servicio® es ny. Es decir,

MU, =NU sSin<s
MU, =S Sin=s

2 Recordar que si se tiene n V.A. exponenciales independientes Ty, ..., T, de par&metros iy, ..., My
entonces min(Ty, ..., Ty) esunaV.A. exponencial de parametro X ;.
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Por tanto, el diagrama de tasas tomala siguiente forma:

)\

C S35

(sDu  su

Condicion de estabilidad

Empleando las condiciones de estabilidad precedentes, podemos deducir que un
sistema de este tipo alcanzara un estado estacionario s se cumple la siguiente
condicion: A <su

Distribucion estacionaria

En ese caso, la distribucion de probabilidades en estado estacionario de cada estado
(que se obtiene aplicando las ecuaciones genéricas de la seccidn anterior) estan dadas
por:

2

\H\

[51 Mup) , (Alpf 1

= s 1-(A/su)
Pn: )n 0<n<s
Pn:(/”/"z P sis<n

V= Z (n = S)F’n aplicando laférmula general de la seccion anterior

n=s

=2, iPu cambio devariablej =n—s
i=0
e (A )T

= Z J ( Sllu? (S sustituyendo P, por su valor
= S
j=0

) A e A)T A . .
= Poz j @ separando |os términos independientes de |

> Ccuando p<1

2 sabiendo que > jp' ™=
j ,Z) (L-»)

141



ntroduccion 2 Iz Investiaacion de Operaci

_ R u)(A1sp)
( A jz reordenando términos
d1-—
su

Tiempo esperado de permanencia en lafila

Aplicando laférmula genérica, tenemos

_RW/uy(Ais)1
g(l_;j

Tiempo esperado de permanencia en € sistema

t, =

SR

En este caso no utilizaremos la formula genérica. El tiempo de permanencia en €
sistemaes el tiempo de permanenciaen lafilamas el tiempo de atencion. Por tanto, €
tiempo esperado de permanencia en € sistema esta dado por

L=l
Y7

Cantidad esperada de clientesen e sistema

Utilizando las igualdades de Little y operando, tenemos

ﬁ:jﬂ:j{ﬁ+l}:,{f+i}:/]t_f+i:|7+i
U U U U

Cantidad esperada de servidor es ocupados

Utilizando los resultados anteriores paran y v tenemos

A
,0:_
U

7.7.3 El modelo M/M/1 con fuente de entrada finita

Supongamos ahora que la cantidad de potenciales clientes del sistema es finita
Denotamos con M e tamafio de la poblacion potencia. Por lo tanto, cuando la
cantidad de clientes en el sistemaes n, la cantidad de clientes fueradel sistemaesM —
n.

El tiempo que transcurre entre una entrada a sistema y la siguiente, tiene una
distribucién exponencial de pardmetro A. Por lo tanto, cuando hay n clientes en €l
sistemay M — n fuera, e tiempo hasta la proxima entrada es el minimo de los M —n
tiempos entre entradas (que son exponenciales de parametro A); por lo tanto e tiempo
hasta la proxima llegada tiene distribucion exponencial de parametro A(M —n).
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Lainformacion se resume en el siguiente diagrama de tasas:

M (M=) (M-2)A (M-n+2A  (M-n+D)A (M-nA  (M-n-1)A A

a

NN " "
ofoJog@oloSoRRgo
m H \u/ m H N

H H H
Es decir,
A, =(M —-n)A sn<M
A, =0 sn=M
M, = U paratodon>0

Condicién de estabilidad

Al ser A, = 0 a partir de n = M, & sistema siempre acanzard un estado estacionario
(por propiedades vistas en estabilidad de cadenas de Markov y procesos de
nacimiento y muerte).

Distribucién estacionaria

Aplicando las ecuaciones genéricas, hallamos la distribucién estacionaria del sistema:

i i[(Mwn)![an}

I n

Pn:(MM. )u(i] R pran=12..,M-1
-n)' u

P =0 paran=M

Cantidad esperada declientesen lafila

Aplicando la ecuacion genérica, tenemos

|7:i(n—1)Pn

M M
=>nR,->'P, separando los términos
n=1 n=1
M
=3'nP,-(1-P,) puesPy + ...+ Py=1-Py
n=1
A+ u . . .
=M - (1-p) Realizando diversas operaciones
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Cantidad esperada de clientesen e sistema

N H
n=>nP,=v+(1-R)=M —7(1— P,)

o

Cantidad esperada de servidor es ocupados

Utilizando |os resultados anteriores paran 'y vtenemos p=1-PR,

Tiempo esperado de permanencia en lafila

Aplicando la ecuacion genérica tenemos t_

;.|| <

Donde
aplicando la definicion
M
_ _ pues P, = (M —-n)P,cuando0<n<M
_Z::;(M AR, y P, =0enotro caso
separando términos

sacando las constantes fuerade la sumatoria

M
MA - An porserPo+..+Py=1
AM =n) sacando factor comun

Tiempo esperado de permanencia en e sistema

D& mismo modo, tenemos t_

>-|I 3|

7.7.4 El modelo M/M/s con fuente de entrada finita

Supongamos ahora las mismas hipétesis que e caso anterior, pero ahora con s
servidores. El diagrama de tasas queda

M (M) (M-2)  (M-s2N (MESYDA (M=9A (M-sn—DA A

SENS TBHE S

(sDu
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Es decir,
A, =(M —-n)A sn<M
A, =0 sn=M
M, =N paratodo0<n<s
U, =SU n=s

Condicion de estabilidad

Al igual que para e caso con un solo servidor con fuente de entrada limitada, €l
sistema siempre acanzard un estado estacionario, pues € numero de estados
alcanzables esfinito.

Distribucion estacionaria

Aplicando las ecuaciones genéricas, hallamos la distribucion estacionaria del sistema:

g oM (A M1 AY
o ‘}/hm ~n)in! [/,J +nzz;‘(|v| —n)lgs™ [/Jj ]

I n
—ﬁ(iJ R paa0sns<s
-n)Int{ u

I n

n:('\;lm[i] P, parassnsM
m-n)!ds"\ u

P.=0 n>M

n

Los cdculos de las cantidades de interés se realizan de manera similar a los casos
anteriores.

7.8 Propiedad PASTA
(Poisson Arrivals See Time Aver ages) (version sencilla, sin demostr acién)

“Para todo sistema de filas de espera en equilibrio, y tal que € proceso de llegada de
clientes es un proceso de Poisson, la probabilidad que un cliente a |legar observe a
sistema en un estado n dado esigua ala probabilidad asintética de que el sistema se
encuentre en ese estado (p,)”

Esta propiedad permite calcular diversas medidas. A manera de jemplo:
» laprobabilidad de que un cliente a llegar encuentre el sistema vacio, esigual
alaprobabilidad de que € sistema esté vacio, po;
e en un sistema con un numero finito de lugares de espera, la probabilidad de
gue un cliente a llegar sea rechazado es igual ala probabilidad del sistema se
encuentre en €l estado correspondiente a esa cantidad de clientes en espera.
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8. SIMULACION

8.1 Introduccion

La palabra simulacién es un término genérico que describe muy diferentes tipos de
actividades incluyendo: roles que se juegan en la vida socia 0 en experimentos
sicol égicos, juegos de videos compleos, model os a escala creados por ingenieros que
describen la conducta de puentes o aeropuertos, etc.

Para un computoélogo, estadistico, cientifico o gerente, se refiere a la construccion de
un modelo abstracto que representa algun sistema de la vida real, con la subsiguiente
descripcion a través del tiempo de los pertinentes a sistema como una serie de
ecuaciones y relaciones, generalmente através de un programa de computadora.

Definimos como simulacion de sistemas a la exploracion de mundos posibles y d
estudio del desarrollo en e tiempo de esos mundos.

Recordemos que:

Sistema: es una porcion del universo respecto de un observador o colaborador
definido (interior o exterior al mismo), compuesta por un conjunto de elementos y
rel aciones entre [os mismos.

Al estudiar un sistema, como observadores, podemos apreciar que hay determinados
objetos distintos, Ilamados entidades. También observamos interacciones entre ellos
(que llamamaos actividades), las cual es producen cambios en € sistema.

Pero para estudiar realmente un sistema se debe poder experimentar con é y ocurre
gue no se podré experimentar con el sistemareal siempre que:

a) € sistema aln no exista (Ej: a planificar alguna facilidad en la produccion- g.
redes en creacion -, o planificar € abastecimiento de materia prima para un
producto nuevo).

b) la experimentacion con e sistema sea muy cara (g: € modelo permitira
determinar si es cuerdo asignar cierta cantidad de dinero en un nuevo equipo).

c) la experimentacion con e sistema sea inapropiada (g: planificacion de las
actuaciones ante catéstrofes por parte de hospitales, policias y servicio de
ambulancias).

En algunos de estos casos es posible construir un prototipo y probarlo. Pero esto
puede ser muy costoso, 0 poco préctico y aveces imposible.

En consecuencia los estudios de los sistemas se realizan con un modeo de los
misSmos.
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8.2 Modelos

Un modelo es € cuerpo de informacién relativa a un sistema recabado con € fin de
estudiarlo, un modelo no es sdlo un sustituto dd sistema, es también su
simplificacion.

Ademés no existe un modelo Unico de un sistema, ya que cada objeto de estudio
establecido determinara la naturaleza de lainformacién areunir.

Existe una gran diversidad en |la manera de clasificar los tipos de modelos en €
estudio de sistemas.

A veces la clasificacion se realiza segun la naturaleza del sistema a estudiar, a saber:
1) continuo vs. discreto
2) deterministico vs. aeatorio.

Consideremos una primera division en model os fisicos y matemaéticos:

( Moddo
v ~— v

fisico mateméatico
! 5 |
estético dindmico estético dindmico

sl I

numeérico analitico numeérico
v

Simulacion

de Sistemas

Esta primera division se redliza para tener en cuenta que un modelo no es
necesariamente una descripcion matematicadel sistema, existen por gemplo: modelos
a escala que se utilizan en los taneles de viento, tanques de agua para estudiar €
disefio de naves acuaticas, modelos a escala de cursos de rios, de puertos (g: Puerto
delaPaloma, estudiado por e IMFIA), diversos tipos de model os.

La tercera distincion (nivel) se realiza segun la técnica empleada para resolver €
modelo.

En un modelo matematico, las entidades de un sistema 'y sus atributos se representan
mediante variables y las actividades mediante funciones que interrelacionan las
variables (g. restricciones).

Un modelo estético despliega las relaciones entre los atributos del sistema cuando esta
en equilibrio, sin mostrar la manera en que cambian los valores de los atributos (no
existen actividades).
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Un modelo mateméatico dinamico permite deducir los cambios de los atributos del
sistema en funcién del tiempo y dependiendo de la complegiidad del modelo, la
deduccion puede hacerse con una solucion analitica o por caculo numérico (g: €
comportamiento de la llanta de un auto en movimiento se modela con ecuaciones
diferenciaes de 2° orden).

L os model os matemati cos dindmicos que se pueden resolver analiticamente y que dan
resultados préacticos aplicables no son del todo comunes. Lo mas frecuente es que esos
problemas deban resolverse mediante métodos numeéricos y la simulacion es uno de
esos métodos.

Un gemplo de modelo matematico dinamico es e que describe las condiciones bajo
las cuales vibra la estructura de una aeronave, modelo gque se puede plantear pero no
resolver analiticamente. La cuestion de si habra o no vibraciones se puede determinar
numéricamente calculando las raices de determinadas ecuaciones asociadas. En este
caso los calculos numéricos no constituyen simulacion, ya que el caculo no sigue €
movimiento de la estructura de la aeronave en € tiempo, es sencillamente un
procedimiento para determinar las raices de una ecuacion, €s un método numérico
puro.

Se tratara de simulacion si los célculos tienen en cuenta los cambios producidos en €
tiempo, es decir si describimos a través de algun mecanismo la distintas variaciones
producidas en determinado intervalo de tiempo.

8.3 Smulacion de sistemas

Simulacion de sistemas es equivalente a la exploracion de mundos posibles. Es una
técnica identificada con la resolucion simulténea de tosas las ecuaciones del modelo
con vaores continuamente crecientes del tiempo, es decir la técnica de resolver
problemas siguiendo los cambios en el tiempo de un model o dinamico de un sistema.

¢Como se enmarca la simulacion en la Investigacion de Operaciones? La
simulacion se ha convertido en larama experimental del area.

Durante & curso se hace hincapié en e planteo y resolucion de los modelos
mateméticos en forma andlitica, ya que por lo general € enfoque analitico es superior
a de la simulacion en cuanto a la exactitud de la resolucién del problema. Sin
embargo muchos problemas son tan complegos que no se pueden resolver
anaiticamente, 10 que nos impedira tomar una decision. S6lo entonces se debera
recurrir alasimulacién, cuando sea el Unico enfoque préctico del problema.

Se debe destacar que a medida que aparecieron computadoras mas rapidas se
comenzo a experimentar mas y mas en la utilizacion de modelos numéricos y en la
simulacién hasta que en la actualidad esta técnica se usa en areas tan diversas como:

- construccion de prototipos de automoviles, aviones, armas de guerra

- medicina

- procesos de produccion

- model os econométricos

- problemas logisticos.
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Toma también gran importancia para algunas aplicaciones la ssimulacion gréfica o
icdnica, la cual, como su hombre indica, no solo esta basada en un modelo numérico
matematico que permite obtener los valores que se desea estudiar, Sino que permite
visudizar €l desarrollo dela simulacion.

Ventajas dela simulacion en computador as:

1) Permite estudiar y experimentar en las compleas relaciones e interacciones que
existen y ocurren en e interior de un sistemareal.

2) Permite experimentar sobre un sistema que puede no existir en larealidad (de otra
manera seriaimposible) y en este caso asiste ala decision de construirlo o no.

3) Se ahorramucho tiempo y dinero y se evitan riesgos.

4) Se logra independencia de la duracién real del evento. Por gemplo se puede
simular procesos muy largos como muy cortos:
- Estudiar € crecimiento de una cierta planta mediante simulacion en poco
tiempo, lo que en larealidad puede llevar mas de 400 afios.
- Estudiar las reacciones nucleares que son eventos que ocurren en
millonésimas de segundo.

5) Se puede estudiar como reacciona € sistema a introducir variantes, sin correr
riesgos (estudio de sensibilidad).

6) Se puede aplicar para verificar soluciones analiticas (Montecarlo). Ofrece mayor
facilidad para estudiar sistemas dinamicos'y no deterministicos

8.4 Etapas en € proceso de Simulacion de Sistemas

La simulacion se puede aplicar a una infinidad de tipos de sistemas lo que produce
una amplia variedad en la forma en que se desarrolla su aplicacion. A pesar de esta
variedad se pueden identificar determinados pasos basicos en un proceso de (estudio
de la) simulacion, en los que reconocemos |os pasos de una metodologia cientifica.
Estas etapas, que se enumeran a continuacion, no son totalmente secuenciales dado
gue muchas veces se debe reiterar y volver atrés, reaizando nuevamente etapas
anteriores.

1) FORMULACION DEL PROBLEMA

2) PLAN DE ESTUDIO

3) FORMULACION DEL MODELO MATEMATICO

4) CONSTRUCCION DEL PROGRAMA EN COMPUTADORA PARA EL MODELO

5) VALIDACION DEL MODELO

6) DISENO DE EXPERIMENTOS

7) EJECUCION DE LAS CORRIDAS DE SIMULACION Y ANALISISDE RESULTADOS

Los dos primeros pasos parecen obvios pero son de fundamental importancia; no

debe comenzarse ningun tipo de ssimulacién sin antes enunciar claramente el problema
y los objetivos de su estudio.
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Luego podra establecerse un plan de trabajo que permitira controlar e desarrollo del
trabgo, impidiendo que ele estudio se desbalancee concentrandose en agun aspecto
del problema a costade otro.

Un fracaso comun en los estudios de smulacion es concentrarse demasiado en estas
fases y extraer mas datos de |os necesarios o0 de |os que pueden validarse con los datos
disponibles.

En el tercer paso para construir un modelo, debemos
a) establecer la estructura del modelo, decidiendo cuales son los aspectos
significativos del problemaen el comportamiento del sistema.
b) reunir los datos necesarios que proporcionen parametros correctos para €
modelo

El cuarto paso, la construccién de un programa, es una tarea relativamente bien
definida y no necesariamente fécil. El modelo establecera las especificaciones de o
gue se debe programar.

En algunas ocasiones, |as etapas 3 y 4 pueden reaizarse en paralelo.

Se puede contar con lenguges especificos de simulacion que brindan a usuario no
solamente el lengugje en si, sino también un conjunto de conceptos de modelado que
se utilizan para describir € sistema, con herramientas de especificacion del mismo,
facilitando la conversion del modelo a programa de computadora, e incluso en
algunos casos liberando a usuario de mucho detalle de programacion, brindando
facilidades de generacion de codigo através de esquel etos estandar.

Simulacion Continua: 1130/CSMP, 360 CSMPy DYNAMO.
Simulacién a Eventos Discretos: GPSS, SIMSCRIPT, SDL/SIM.

Para ambos. SIMULA, lenguaje nordico orientado a objetos, que a pesar de su edad,
continua siendo e més elegante creado para simular, que engloba varios conceptos de
sistemas y modelado, entidad, atributos, actitudes...

Por supuesto que se puede programar simuladores en C++, ADA, PROLOG,
MODULA, FORTRAN , PASCAL, etc.

El quinto paso: vaidacion del modelo, requiere una gran cuota de juicio y criterio
comun, ya que las hipotesis hechas al establecer é modelo deben comprobarse
observando si e modelo se comporta como se espero.

En realidad se deberia validar e modelo matemético antes de iniciar la programacion,
pero generamente la razon de la ssmulacion es que € modelo no es mangable,
entonces por regla general la vaidacion se desarrolla examinando la version
programada del modelo (alavez que se pueden observar errores de programacion).

El sexto paso es € disefio de un conjunto de experimentos de acuerdo a las objetivos
del estudio. Una falla comun es la obtencion de una masa abrumadora de resultados
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gue se recaban sin plan determinado. Se debe tener en cuenta también e significado
estadistico de |os resultados ante la presencia de eventos aleatorios en la simulacion.

Por dltimo e séptimo paso es gecutar las corridas planificadas y estudiar o
interpretar |os resultados.

Si @ estudio ha sido bien planificado se habra planteado un conjunto bien definido de
preguntas y € andlisis tratara de responderlas. Por supuesto, estas etapas no son del
todo secuenciales sino que muchas veces debe volverse atras y afinar incluso los
objetivos e hipotesis planteadas.

8.5 Clasificacion detipos de simulacion

Lasimulacion se puede clasificar en trestipos:
1. Simulacion Continua
2. Simulacién aeventos discretos
3. Simulacién estadisticao Método Monte Carlo

- Simulacion Continua: modela sistemas continuos, donde el interés primordial son
los cambios suaves. Por gemplo & comportamiento de algunos parasitos (las
fluctuaciones en e numero de su poblacion con respecto a la poblacién de sus
anfitriones), la posicion relativa de un conjunto de astros, etc.

Para ello se utilizan conjunto de ecuaciones diferenciales que se resuelven
simulténeamente.

- Simulacion a eventos discretos: se aplica en sistemas discretos, donde € interés
primario esté4 en los eventos, siendo las ecuaciones que los describen ecuaciones
|6gicas que expresan las condiciones para que ocurra un evento.

La simulacion consiste en seguir los cambios en e estado del sistema producidos por
la sucesion de eventos.

Un evento describe la ocurrencia de un cambio en un instante de tiempo y por o tanto
puede provocar un cambio en € valor de algun atributo de una entidad o de la entidad
en si (crear o destruir una entidad, iniciar o detener una actividad), lo cual requiere la
construccion de un programa que permita seguir la secuencia de eventos.

Llamamos entidad a cualquier objeto de interés en € sistema, atributo denota una
propiedad de una entidad, y todo lo que provogue cambios en € sistema se conocera
como actividad del mismo.

El término estado del sistema indica una descripcion de todas las entidades, atributos
y actividades segln su existencia en agun instante del tiempo. El progreso o
desarrollo en e tiempo del sistema se estudia siguiendo sus cambios de estado.

Por ello es necesario llevar un registro del paso del tiempo, a que [lamamos "tiempo
de reloj" que es un nimero, inicializado en 0 a comienzo de la simulacion, y que va
indicando cuantas unidade3s de tiempo simulado han transcurrido desde € comienzo..
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Al menos que especificamente se exprese de manera contraria, e término "tiempo de
simulacién', significa el tiempo del reloj indicado y no e tiempo que ha necesitado la
computadora para realizar la ssmulacion (tiempo de computo) es més, por lo general,
no existe unarelacion directa entre ambos.

Si simuldsemos € sistema operativo de una computadora, en e que los eventos reales
ocurren en intervalos medios en fracciones de microsegundos, aungue la realizasemos
en una méquina de alta velocidad, notariamos que la smulacién tomaria facilmente
miles de veces més tiempo que la operacion real del sistema.

Por otro lado, para la simulacion de un sistema econdémico, en € que se ha estudiado
eventos que ocurren una vez a afo, es fécil realizar una operacion de cien afios en
unos cuantos minutos de célculo.

Existen dos métodos para actualizar e tiempo del reloj, a los que l[lamamos
mecanismo de control de flujo de tiempo.

a) € reloj avanza ala hora en que debe ocurrir € siguiente evento, conocido como
mecanismo orientado al evento.

b) & reloj avanza en intervalos pequefios (generamente uniformes) y en cada
intervalo se determina s debe ocurrir un evento o no, llamado mecanismo
orientado aintervalos, usado normalmente en simulacion continua.

Ejemplo:
Simulamos la llegada de barcos a un muelle, para contabilizar la cantidad de barcos
guellegan aé y su tiempo de espera para atracar.

Comienzo
<Max :=tiempo del periodo de simulacion>
<Sortear e tiempo de la proximallegada: T(prox 11eg)>
<Crear una entidad barco, asignarle atributo tiempo de llegada: barco.t(lleg)>
<Reloj := T(prox.lleg)>
Mientras reloj<Max
<Actualizar contador de barcos |legados>
<Actualizar la cola de barcos en espera por muelles segun €l tiempo
del Reloj y tomar los datos pertinentes>
S <hay algun muelle libre>
<Quitar € primero de la cola>
<Calcular tiempo de espera: Reloj-barco.t(l1eg)>
<Sortear tiempo de ocupacion del muelle>
<Ocupar €l muelle libre>
S no
<Colocar e barco llegado como ultimo en la cola>
Fins
<Sortear T(prox. lleg)>
Reloj := Reloj + T(prox. lleg)
Fin mientras
<Procesar |os resultados (estadisticos) de la corrida>
Fin
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- Simulacion estadistica: a veces llamada Método Monte Carlo, es e muestreo de los
mundos posibles de nuestro sistema, método que estudiaremos con mas detalle.

8.6 Generacion de numer os aleatorios

La generacion de valores de variables aeatorias tiene un rol preponderante en €
proceso de simulacion, para generar variables aleatorias es necesario contar con un
generador de nimeros a eatorios.

Los nimeros a eatorios deben tener las siguientes caracteristicas :

1) Distribucién Uniforme. Lo que significa que cualquier nimero que pertenezca a
rango de interés debe tener |la misma chance de resultar sorteado.

2) No exista Correlacion Serial. Lo que significa que la apariciéon de un nimero no
afecta de ninguna manerala chance de aparecer de otro nimero o de si mismo.

Por egemplo si un generador de nimeros naturales del 1 a 5 nos entregala sucesion 1
234512345.. lamismaes uniforme pero esta totalmente correlacionada ==> no
hay aleatoriedad.

Existen Tests para comprobar que un generador cumpla estas dos condiciones.
Veremos tres formas diferentes de generar nlimeros al eatorios:

1) Utilizacion de tablas de numeros aleatorios.
2) Numeros generados en forma aleatoria
3) NUmeros pseudoal eatorios

8.6.1 Utilizacion detablas de niUmer os aleatorios

Existen tablas de nimeros aleatorios, |as cuales pueden ser cargadas en lamemoriade
la méaquina, en 1955 la compafiia RAND (Research & Development ) publicé una
tabla con un millén de nlmeros.

Estas tablas se generan con métodos aleatorios puros como ser ruletas, extraccion de
nimeros al azar, dados, etc.

Tienen como ventgja € ser nUmeros aleatorios puros pero sus desventgjas son, entre
otras:

- pueden ocupar mucha memoria

- hay que cargar latablaen memoria

- la'sucesion de numeros esfinita

8.6.2 Numeros generados en forma aleatoria

En base a agun circuito o caracteristica de la maquina se generan nimeros que son
totalmente aleatorios.
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El método bésicamente consiste en interrumpir un proceso uniforme en forma
aleatoria (que es esencialmente lo que ocurre cuando la bola cae en un casillero de la
ruleta).

Estos métodos tienen la misma ventagja que e primero o sea que se obtienen nUmeros
aleatorios puros y como desventgjas se puede decir que s se desea generar lamisma
secuencia de nimeros mas de una vez, es necesario grabarla puesto que no hay forma
de asegurarse de obtener |a misma secuencia automati camente.

Veremos dos g emplos, uno en base a la utilizacion de un circuito especia y € otro
simplemente con un programay la participacion de un operador.

Ejemplo 1. HARDWARE GENERATOR

Es una tarjeta que se coloca en e dlot de un PC, genera nimeros aleatorios realesy su
costo en 1985 era de 600 dolares (lo que representa un costo que no aparece si
utilizamos generadores de nimeros pseudoal eatorios ).

Funciona de la siguiente forma:

Tiene un oscilador que envia pulsos que son contados por un contador digital.

Los momentos de arranque y parada del oscilador se controlan en forma aleatoria con
los pulsos que provee la descarga de un isétopo radioactivo (el primero prende €
oscilador y pone e contador en 0, & segundo apaga € oscilador y devuelve €
nUmero).

El nimeros de pulsos del oscilador que cuente el contador serd e nimero aeatorio
generado.

ler. pulso
| > ON pulso
ISOTOPO OSCILADOR
| > OFF
2do. pulso
» 0
+1
N CONTADOR

\_’ nro. aleatorio

Ejemplo 2. Programa que a ser interrumpido por € operador entrega un ndmero
aleatorio entre 1y 100.

While not exit
For i:=1t0 100
Char :=inkey
If Char=""then printi
End For
End While
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Como la maguina hace méas de 1 millon de operaciones por segundo existe una gran
disparidad entre el toque de tecla por intermedio del operador e programa y la
velocidad con que se g ecuta el loop, por 1o que no se podra gobernar € ritmo, yaque
s asi fuera el operador podria"manegjar” los resultados.

8.6.3 Numer os pseudoaleatorios

Se generan a través de una férmula e imitan los valores de una variable aeatoria y
cumplen lostests como s fueran esavariable aleatoria.

Se [laman pseudoal eatorios porque se obtienen realizando un conjunto de operaciones
sobre el nUmero generado antes ( recurrencia ) por 1o que no son reamente aleatorios
segun 1o expuesto antes. A pesar de esto muchos de los métodos de generacion de
numeros pseudoal eatorios se comportan correctamente y pasan todos |os tests.

Presenta la gran ventaja de ser un método muy veloz y barato y la mayor desventgja
es que son de periodo finito.

La secuencia de nimeros generados debe cumplir con las 2 hipotesis ya mencionadas:
1) Distribucion Uniforme
2) Independencia (no correl acionados)
y ademas son importantes | 0s siguientes aspectos :
a) las subsecuencias también deben cumplir 1) y 2)
b) deben ser secuenciaslargas y sin huecos (densas)
¢) algoritmos rapidos y que no ocupen mucha memoria

M étodo de Centros de Cuadrados

Este método fue planteado por Von Neumann en 1950. Se basa en tomar un nimero,
elevarlo a cuadrado y tomar los digitos del centro como nuevo nimero, luego repetir
el procedimiento.

Ejemplo con 4 digitos : 2061 - 4247721
2477 - 6135529
1355 - ..

Ladesventaja es que la secuencia generada por |o general es corta.

El g emplo anterior luego de 34 nimeros degeneraa O; y Si en lugar de empezar con
2061 empezamos con 2500, se repite 2500 en la primer iteracion (y por lo tanto, en
todas | as restantes).

Aln asi s se toman nimeros muy largo se puede llegar a secuencias de 100,000
numeros diferentes.

Método Congruencial Lineal
Este método es € utilizado por excelenciay se basaen lasiguiente recurrencia:
Zi :(A* Zi-1+C) mod M

de donde se deduce que::
Zi= A*Z1+C - (A*Z1+C) /M J* M
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(notacion: | x J: mayor entero menor o igual ax)
y se puede demostrar por induccion completaque :
Zn= (Zo* A" +(A"-D/(A -1) * C)mod M

Si se quieren obtener nUmero Uniformes (0,1) se normaliza €l resultado:
Ui = Zi M

- 213421,..

Ejemplos. g A=3,C=0,M
0,M - 3,0,0.,..

5
b)A=3,C=0,M=9

Se desprende del g emplo que en este método s se repite un NUMero ya se repite toda
la secuencia.

Presenta la ventgja de gastar poca memoria y ser muy rdpido. Ademas es muy facil
volver a generar la misma secuencia guardando un solo nimero ( acanza con partir de
lamismasemillaZy).

Es muy importante la eleccion de las constantes A, C, M y lasemillaZ, ya seaparala
velocidad de generacidn como sobre todo para el largo de la secuencia.

En la préctica para aumentar la velocidad de calculo se suele tomar M=a®, donde o es
€l nimero base de operacion de laméquina, por lo que en méaquinas binarias =2, esto
permite calcular muy féacilmente e resto y efectuar la normalizacion a U(0,1)
operando con desplazamientos y no con divisiones y multiplicaciones.

Con respecto a largo del periodo de la secuencia siempre seramenor o igual aM y es
deseable obtener e largo méximo (o sea M) aunque no siempre es posible. Cuando se
obtiene largo maximo se dice que e método es de Periodo Compl eto.

Se distinguen dos casos segun €l valor de C.
SiC=0, sellamaMETODO CONGRUENCIAL MULTIPLICATIVO PURO
Si C#0, sellamaMETODO CONGRUENCIAL MULTIPLICATIVO MIXTO

8.6.4 Tests o pruebas de Independenciay Uniformidad
Veremos a continuacion a manera de g emplo agunos test que como mencionamos

anteriormente se utilizan para comprobar la uniformidad e Independencia de las
secuencias de nimeros generados.

Test de x?

Este test sirve para probar la uniformidad de la secuencia de los niUmeros generados
(aungue se puede utilizar para comprobar otras funciones de distribucion ).

El método consiste en tomar n observaciones independientes de la variable a eatoria
(en nuestro caso los nimeros generados ) que [lamaremos Xy, X, ... ,Xn

Se divide d intervalo de variacion de la variable aeatoria (V.A.) en K categorias,
debiendo conocer la probabilidad Ps de que lav.a. caiga en cada categorias.

156



ntroduccion 2 Iz Investiaacion de Operaci

Sea Y lacantidad de valores de X; que caen en la categorias.
Tenemos entonces :

Yi+Yot+...+Yp=n
P Pyt .. +P, =1
K (v —
Construimos el estimador: V = Z%
s=1

Se puede demostrar que V es una V.A. con distribucion X2 con k-1 grados de
libertad paran — o

Se desprende que & n debe ser grande para que € test sea valido y ademas se debe
cumplir que nPs>5 paratodos.

Para aplicar el méodo se calcula el vaor de V y seandlizae mismo utilizando la
tablade x2 (ver por gemplo e Apéndice5 del Hillier-Lieberman).

Dado un nivel de significacion (por g emplo 0,05 0 95 %) nos fijamos en la tabla e
valor correspondiente aese nivel y alos k-1 grados de libertad. S V es mayor que €l
valor critico fijado en la tabla se rechaza la hipétesis de que la V.A. tenga la
distribucién en cuestiéon y sino se acepta.

Para probar que los nuimeros estén uniformemente distribuidos planteamos la
hipotesis de que tienen distribucion uniforme, por lo tanto dividimos € intervalo en K
categorias con la probabilidad de caer en cada unaigual a /K.

Ejemplo: tomo 10 categorias, 95 % de significacion, me fijo en la tablade x?2 y d
valor critico es 16,9.

Calculo V, con los Y; obtenidos contando los 1000 X; generados con €l programa ( n
=1000) y con Ps= 1/10 paratodo s.

Si para un caso concreto V resulto ser 3,76 ( 0 sea menor que 16,9 ) se dice que "se
pasa' la prueba y se puede concluir que € programa genera nimeros aleatorios
uniformemente distribuidos.

Test Serial

Este test sirve para probar la correlacion seria de la secuencia de nimeros observados.
Se agrupa la muestra en pares de vaores los cuales deben estar distribuidos
uniformemente y en formaindependiente. Lamuestraesde 2n valores.

Considero las n pargjas Xy, Xp+1 con Osj <n:

(Xo’xl) (Xz’xs) (X2n—2’X2n—l)
1 2 n-1

Cada pareja tiene probabilidad P(Xy, Xz+1 ) = /K2, y tendremos K2 categorias (que
son la cantidad de combinaciones posibles de |as parejas de valores ).

Se aplicad test de x2 con K21 grados de libertad con e mismo criterio que definimos
anteriormente.

157



ntroduccion 2 Iz Investiaacion de Operaci

Aplicando e método a mismo gjemplo que tomamos en la seccién anterior se calcula
el V pero ahoratendremos 102 = 100 categorias y cada unacon Ps = 1/100.

8.7 Generacion devariables aleatorias
Ahora pasemos aver como sortear variables aleatorias discretas y continuas.

Llamamos sorteo de lav.a. X a proceso de determinacion de un valor de estav.a. X,
mediante la transformacion de varios valores de otra v.a. u, uniformemente distribuida
en € intervalo U(0,1) llamada esta Ultima: semilla del sorteo, generadas con algunos
de los métodos de la seccion anterior.

8.7.1 Generacion de variables aleatorias discretas

Consideramos la v.a X, cuyos vaores posibles son X;, Xz,,....X, con probabilidad

respectiva py, Pz,....pn (POr lotanto > p, =1).

i=1
Dividimos un intervalo 0<y<1 en intervalos de longitud p1, p2,...,pn :
i=1 2 3 n
— | | —t—
0 P1 P+ P2 P1+ P2 +P3 1'pn 1 Yy

detal modo quea intervalo i le corresponden aquellos valores x; que cumplen:
i-1 i

2P Sx<> P,
i=1

j=1

entonces cada vez que realicemos un experimento para sortear X, tomamos un valor u
de distribucion U(0,1) y construimos e punto y=u. Si este punto aparece en €
interval o correspondiente a nUmero i aceptamos que X=x; en este sorteo.

Lavalidez de este método se debe a que al estar u uniformemente distribuida en [0,1]
la probabilidad de que u pertenezca a uno de los intervalos es igua alalongitud del
mismo.

P(OS Us pl): P:

0 P(p,susp, +p,)=p,

P(l_ Py =u Sl): Pn

Ejemplo: UnaV.A. X puede tomar los valores : rojo con prob. 1/6, azul con prob. 1/3
y blanco con prob. 1/2. Armo €l esquema:

rojo azul blanco
— | |
0 1/6 1/2 1
Sorteou = 00,1212 X =rojo
0,9432 blanco
0,6111 blanco
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0,4343 azul
Generacion de variables aleatorias con distribucion Geométrica

SedefinelaV.A. X con distribucion geométrica donde X es el nimero de pruebas de
Bernoulli (experimento con solo 2 resultados que llamaremos éxito o fracaso ) con
éxito antes de que ocurra un fracaso en la prueba (X+1)-ésma. La v.a. X tiene la
siguiente ley de probabilidad :

P(X =a)=p*(1- p) donde p eslaprobabilidad de éxito y (1-p) lade fracaso.
Se puede generar unaV.A. geométrica con el siguiente algoritmo :

Di:=0
2) Generar u, v.a. U(0,1)
3)Si u<p hacer i :=i+1 eiral paso?2
Sino devolver i como laV.A. geométrica de parametro p

8.7.2 Generacion de variables aleatorias continuas

Veremos algunos métodos para la generacion de v.a. genéricas'y algun gemplo de
v.a particulares.

El Método dela Transfor macion I nversa

Se utiliza para generar v.a. continuas.

X

Para generar una v.a X con distribucion Fy(x)= [ f,(t)dt , tomamos unav.a U de

—00

distribucién uniforme U(0,1) y hacemos X = F*(U).

Calculando, vemos que P(X <x)=P|F(U)< x|=PU < F, (x]]= F, (X), es decir
guelav.a. X generada de esta manera posee la distribucién deseada.

En resumen el método consiste en iguaar la funcion de distribucién a una V.A. U
uniforme (0,1) y poder despgar X en funcion de U, como ya sabemaos como generar
lasV.A. U(0,1), teniendo |as mismas generamos las X deseadas.

U=F(x)= X =F)

El problema se reduce a encontrar una expresion analitica de lafuncion inversaalade
distribucién. Esto no necesariamente es una tarea sencilla, aunque siempre existe
solucion dado que laderivadade Fx es fx , que es siempre = 0 y mondtona creciente.
Otro problema con e enfoque es & hecho de que aun cuando se encuentre la
expresion anditica de la inversa de la distribucion, su caculo puede insumir
demasi ados recursos.
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Interpretacion Geométrica :

Ejemplo: Distribucién Uniforme U(a,b)

Fe(x)=] bTladt , entonces se toma u= bTladt; integrando llegamos a

a

u= E—a = x=a+u(b-a), donde x sera una v.a. U(a,b) si tomamos u una v.a
-a

U(0,1) (que puede ser obtenida a partir de un nimero seudoaleatorio, generado con

los métodos vistos en la seccion 2).

Ejemplo: Distribucién Exponencia de parametro a.

Fo(x)=1-e™

Tomamos u=1-€™ = e > =1-u= -ax=In{l-u)= x = —(1/a)In(u)
yaquetomar laV.A. 1-u eslo mismo queu ( porque u es U(0,1)).

Entonces x=-(1/a) In(u) es una v.a. exponencia de pardmetro a con u v.a.
U(0,1) que se genera con uno de los métodos vistos en la seccién 2.

Generacion devariables aleatorias con distribucién Normal(0,1)

X esunaV.A. con distribucion N(0,1) si su funcién de densidad f, (x) = ﬁe‘xz’z

Describiremos €l método Polar parala generacion de v.a. N(0,1), ya que la funcion de
distribucién de unav.a. normal no tiene inversa de resolucion analitica.

1) Seanu;y W v.a dedistribucion U(0,1); definimos

v, =2u -1
v, =2u,-1
s=v’ +v,’

2)S =1 vuevoal
x =v(y=2In(s))/2
X, :vz(,/—ZInisi)IZ

Si no tomo , que sonv.a. N(0,1).
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El método genera2 v.a. por vez y se llama Polar porque es equivalente a hacer:

Generar R U(0,1) , © U(0,2m) y tomar
x =+/- 2RIn(R?) cos®

X, =+/—2RIn|R*|sen ©

Teniendo unav.a. X gque sea N(0,1) se pasadirectamente auna Y que es N(a,0?)

-(y-a)? /202

condensidad f,(y) :%e , tomando y = xo +a esN(a,0?).
Vi

Resumiendo, en una simulacién se toman muestras de distribuciones para proveer a
las actividades de tiempos reales, y establecer criterios realistas de decision.

Puede usarse muchas distribuciones diferentes; muchas veces es necesario hacer
hipétesis sobre a qué distribucion corresponden los eventos que se estudian, esto debe
ser realizado con especia cuidado, basando la eleccion de las distribuciones y los
valores de sus pardmetros en informacion recogida o brindada por las personas que
trabajan con el sistemareal asimular.

8.8 Méodo Montecarlo

L os primeros experimentos de simulacion se realizaron en el afio 1940 en EEUU bgjo
el nombre de andlisis MonteCarlo. Los pioneros fueron Von Neumann y Ulam que
publicaron un articulo intitulado "The MonteCarlo method" en 1949.

Las primeras aplicaciones realizadas fueron en el campo bélico (2da guerra mundial)
para € estudio de la bomba aodmica y las armas nucleares, estudiando el
comportamiento aleatorio delos neutrones y su difusion.

El método en si ya era conocido en estadistica, disciplina donde muchos problemas se
resuelven utilizando muestras a eatorias (de hecho, aplicando este método).

Entonces podemos definir el método MonteCarlo como € método numérico de
simulacion que permite resolver problemas matematicos mediante la simulacion de
variables aeatorias.

El nombre proviene del principado de Monaco, ya que € aparato mas sencillo para
obtener valores aeatorios es laruleta.
Propiedadesy caracteristicasimportantesdel M.M.C.

1) algoritmo de estructura muy sencilla.

Como regla se elabora primero un programa para la reaizacion de una prueba
aleatoria (una muestra, por ggemplo: escoger un punto aleatorio en una superficie, y
comprobar s ese punto pertenece 0 no a una figura de la superficie). Esta prueba se
repite N veces de modo que cada experimento sea independiente de |os restantes, y se
toma la media de todos | os resultados de |os experimentos.
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2) El error del valor obtenido es como regla proporcional a la magnitud

Vo?IN siendo o la varianza (constante) y N e nimero de pruebas. De esta forma,
para disminuir € error 10 veces deberemos aumentar N (volumen de trabajo) 100
Veces.

Es de notar que es imposible a canzar una elevada exactitud, por eso e Método Monte
Carlo resulta especialmente eficaz en la solucion de problemas en |0s que se necesita
conocer los resultados con una exactitud del 5 a 10% (intervalo de confianza 95%,
97,5%). La exactitud de los resultados se puede mejorar con técnicas de reduccion de
varianza, sin tener que aumentar € volumen de trabajo (N).

Un mismo problema puede ser resuelto utilizando distintas variantes del método, es
decir mediante la simulacion de distintas variables a eatorias.

El método es aplicable en situaciones de diversa indole:

a) Problemas aleatorios diversos, orientados a eventos o no.
Se resuelven creando un modelo probabilistico artificial, que cumpla con las leyes de
probabilidad que se dan en el sistemareal.

Ejemplos:
- estudio de la demanda de energia eléctrica en un cierto periodo: depende de
factores puramente a eatorios, como €l clima
- juegos de azar
- estudio de la cantidad de barcos llegados a un puerto por dia

b) Problemas mateméticos deterministicos.
Cuando los problemas deterministicos son imposibles de resolver analiticamente o
muy complicados se puede llegar a una solucién aproximada mediante el uso de un
modelo artificial cuyas funciones de distribucion y densidad satisfagan |as relaciones
funcionales del problema deterministico.
Ejemplos:

- cédculo deintegrales multiples

- ecuaciones diferenciales de orden mayor que dos.
Por ello se puede hablar del MMC como un método universal de resolucion de
problemas mateméti cos.

Utilicemos e método para calcular €l érea de un cuadrado de lado <1.

Planteamos un experimento aleatorio tal que colocamos unatabla como en lafigura:
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y hacemos que aguien con |os ojos vendados tire dardos a la tabla.

Los dardos van a perforar latablaen N puntos aleatorios. ¢Coémo podemos estimar €
areadel cuadrado S a partir de esos puntos?

Nos fijamos cuantos puntos estan dentro de S (sean N'); supongamos que N'=5, siendo
N=40. Entonces la estimacion del &ea de S estd dada por N'/N=5/40=1/8=0,125,
siendo € valor exacto en este dibujo 0,3*0,3=0,009.

Notese que € area buscada cumple la relacion N'/N (independiente de la forma del
areaincdgnita) y que cuanto mayor sea N mas nos vamos a acercar alarelacion /1.

Para que este método de calcular € area tenga validez, 1os puntos aeatorios deben
estar distribuidos en forma uniforme en la superficie total, y deben ser obtenidos en
forma independiente.

CélculodeTt

Veremos, a modo de gjemplo, como calcular una aproximacion del valor 11, mediante
el método MonteCarlo (este problema tiene soluciones eficientes en forma analitica o
numerica).

1) Tomamos un circulo de radio 1 centrado en e origen, sabemos que e érea del
cuarto de circulo inscrito en el ortante positivo es 1/4.

2) Sorteamos puntos en el ortante positivo de lado 1 y lo hacemos obteniendo dos
valores, uno para x (abscisa) y otro para y (ordenada) cada vez, obteniendo un
punto (X,y).

3) Contamos cuantos puntos de los sorteados caen dentro del érea del cuarto de
circulo (In) y cudntos fuera (Out), sabiendo que si x*+y*>1 e punto esta fuera, y si
no dentro.

4) El vaor estimado del &rea que queremos hallar es In/(In+Out), y ese valor sera
aproximadamente € de 174, por lo que Tt serd aproximadamente igual a 4*
In/(In+Out) (en este caso, N=In+Out).

Esta forma de calcular 11 es relativamente lenta y poco precisa, pero muestra laforma
de utilizar MonteCarlo, que en e caso de otras constantes es e Unico método
disponible.

Justificacion teorica

Sea X una v.a con esperanza E(X) = my varianza Var(X) = 02 Tomo una
sucesion de n v.a. X; independientes y con igual distribucién , siendo E(Xj) = my
Var(Xi) =02

Por €l teorema Central del Limitelav.a. Z =X; + Xo + X3+ .... + X, seaproxima (y es
asintéticamente igual) aunav.a. con distribucién norma N(nm, ng?).
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Aplicando la"reglade las 30", tenemos que paraunav.a. Y de distribucion N(a, 02):

a-3o0
[ f(t)at = 0,997

a-30

sendo fy(t) la funcibn de densdad de la v.a Y, por lo que
Pla-30<Y <a+30)=0997.

Aplicando esto alaV.A. Z tenemos:
P(Nm-30N < Z < Nm+30+/N )= 0997
P(m-30/VN < Z/N < m+35/VN)= 0997
P(-30/VN < Z/N-m<30/VN)= 0997
P(z/N -m <30/yN)~ 0997

P[in/N —ﬂswlmJ=O,997

Lo que significa que podemos estimar m , es decir la esperanza o valor medio de la
v.a X, caculando € promedio de las distintas muestras obtenidas: (in)/N,

sabiendo que con probabilidad muy cercana a 1, € error de este promedio esta
acotado por la cifra 30/VN. Esto sugiere que para que € método tenga un buen
resultado N debe ser grande y o pequefia, por 1o que es importante saber cual es €l
valor de la varianza obtenida, con ello sabemos cud es la dispersion de las muestras
obtenidas.

Lavarianza 0® se estima con el siguiente calculo:

Var (X) = Nl_l{ZN:(Xj)2 _%[JZN;XJD

j=1

Se debe tener especia cuidado en que todas las N corridas sean independientes entre
si, para asegurar que los valores X; son muestras de v.a. independientes y que por |o
tanto estamos dentro de las hipétesis del teorema central del limite.

Esta independencia se asegura utilizando distintas semillas en el sorteo delasv.a X ,
de acuerdo alo visto en | as secciones anteriores.
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