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Modulacién por codificacién de pulsos

La modulacién por codificacién de pulsos (PCM, Pulse Code
Modulation) es una técnica para la transmisién digital de mensajes
analdgicos.

Consiste en digitalizar la sefial analdgica (muestrear, cuantizar y
codificar) y transmitir en banda base la secuencia de bits obtenida.

La motivacion para hacer esto en lugar de transmitir directamente la
sefial analdgica con técnicas de transmisién analdgicas estd
vinculada a las ventajas de la transmisién digital:
> Alta inmunidad al ruido, distorsién e interferencias
> Posibilidad de emplear repetidores regenerativos para la
comunicacién analégica a larga distancia.

Limitaciones de PCM:
> Ruido de cuantizacién, que aparece en la conversién analdgica-digital.
> Incremento del ancho de banda de la sefial PCM en comparacién con
el ancho de banda de la sefial analdgica original.



Sistema PCM

» En el transmisor, la sefial analdgica a transmitir se digitaliza con un
conversor analdgico a digital, obteniendo una secuencia de palabras
M-arias.

» Parametros:

> fs: frecuencia de muestreo.
> n: largo de palabra del cédigo (cantidad de digitos por muestra).
> M: cantidad de simbolos del cédigo (caso binario: M = 2)

» Los simbolos de cada palabra se envian en serie codificados como
una seial PAM digital.
> Al tratarse de una sefial analdgica codificada, la sefial recibe el
nombre de PCM en lugar de PAM digital.

» En el receptor, la sefial PCM contaminada con ruido es reconstruida
con un receptor regenerativo. Luego, se obtiene la sefnal analdgica
mediante un conversor digital a analdgico.

> El receptor regenerativo reconstruye la sefial PCM con cierta
probabilidad de error de simbolos P. que depende de la (S/N)xg.

> La senal analdgica obtenida difiere de la original también debido al
ruido de cuantizacién producido en la conversién A/D.



Generacién de senal PCM y reconstruccion analégica

Generacién de senal PCM

Diagrama de bloques del transmisor PCM
Conversor A/D

En digitos
Filtro pasabajos| H N - PCM
AT o Cuantizador Codificador
— > antlaﬂa?{:g i S&H q niveles M—ario |+ p/S >
x(t) fe= f x(kTs) xq(kTs) r=nfs
T, : Ts/n

El mensaje que a transmitir es la sefial analégica x(t).

1. Filtro pasabajos antialiasing de frecuencia de corte W.

2. Conversor analdgico a digital: muestrea la sefal a f; > 2W vy
codifica cada muestra con una palabra M-aria de n digitos.

(a) Sistema de muestreo y retencién de frecuencia de muestreo fs > 2W.

(b) Cuantizador de g niveles.
(c) Codificador M-ario de n digitos.



Generacién de senal PCM y reconstruccion analégica

Generacién de senal PCM

Diagrama de bloques del transmisor PCM
Conversor A/D

H :n digitos
Filtro pasabajos| : Cuantizador Codificador Pa
—> antlaﬂa;l;g T S&H q niveles M—ario |1 P/s >
a(t) L= 5 ) 2q(KT,) : r=nf.
Ty ; Ts/n

3. Sistema conversor de paralelo a serial. La salida es una secuencia de
simbolos correspondientes a los digitos de cada palabra M-aria que
representa cada muestra.

» Como la frecuencia de las muestras es fs y cada muestra se codifica
con una palabra de n simbolos, la cadencia de simbolos es

r=nfs baudios = simbolos/s).
S (

> [n] = simbolos/muestra > [fs] = muestras/s



Generacién de senal PCM y reconstruccion analégica

Muestreo, cuantizacion y codificacién (q=8, M =2, n =3)
I
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Generacién de senal PCM y reconstruccion analégica

Tasa de sefalizacién y ancho de banda de transmisién

> Se requiere un cddigo con una cantidad de palabras suficiente para
codificar los ¢ niveles de cuantizacién,

M"™ >q, & n > logys q

» En el caso de codificacion binaria, el nimero de niveles es una
potencia de 2, g = 2™.

> Si el ancho de banda de la sefial analdgica es W, la frecuencia de
muestreo tiene que cumplir el teorema de muestreo, y por lo tanto,

fs = 2W.

» Ademas, la tasa de senalizacion de la sefial PCM es

r=mnfs



Generacién de senal PCM y reconstruccion analégica

Tasa de sefalizacién y ancho de banda de transmision

> Segln la tasa de sefalizacién de Nyquist, para que no se produzca
ISI, el ancho de banda de transmisién en banda base tiene que
cumplir que r < 2B7, y por lo tanto,

1
Br > TzinstnW

1
2

» El ancho de banda de transmisién de la sefial PCM es al menos n
veces el ancho de banda de la sefial analdgica original.
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Generacién de senal PCM y reconstruccion analégica
Ejemplo: codificacion de la senal telefénica

En el bucle de abonados, la sefal se transmite en banda base sin codificar, es
decir, se transmite la forma de onda analdgica tal como es capturada por el
micréfono del teléfono.

En la central telefénica, la sefial de voz es digitalizada y codificada PCM.
Los pardmetros de la digitalizacién y codificacién son los siguientes:

> La sefal se filtra pasabajos para limitarla en banda a W = 3.4 kHz.

> Se muestrea a frecuencia de muestreo f; = 8 kHz.

> Las muestras se cuantizan y se codifican con un cédigo binario de n = 8 bits.
> Esto implica que el niimero de niveles de cuantizacidén es

q=2" =28 = 256.

Por lo tanto, la cadencia de bits de la sefial PCM queda
r =nfs = 8 bits/muestra x 8000 muestras/s = 64 kbits/s

El ancho de banda de transmisidn es

1
Br > ir = 32 kHz.



Generacién de senal PCM y reconstruccion analégica

Reconstruccién analdgica a partir de la senal PCM

Diagrama de bloques del receptor PCM

Conversor D /A

PCM n digitos:
+ . Filtro pasabajos| :
ruido re:gﬁ?:;%:,g > S/P — De]cc}dlﬁca.dor > S&H »| reconstructor |+ >
Do 1 —ario N 74 i
(8/N)r PcM : ag(t) LL=W | yp()
..................................... S S | :
sincronismo T;/n T,

La senal recibida es una senal PCM distorsionada y contaminada con
ruido, con cierta relacién sefial a ruido en la recepcién de (S/N)g.

1. El receptor regenerativo produce una onda PCM limpia y casi libre
de errores si la (S/N)g es suficientemente grande.

2. El sistema de conversion de serie a paralelo tiene como salida los
digitos en paralelo de cada palabra M-aria.



Generacién de senal PCM y reconstruccion analégica

Reconstruccién analdgica a partir de la senal PCM

Diagrama de bloques del receptor PCM

Conversor D /A

J n digitos: H
ruido Receptor > S/P — DecodiﬁC§dor > S&H 'Fggzzsséitzié‘is '
> regenerativo o M —ario =W
(S/N)r PcM X 5 () Lfe=
sincronismo T, /n T,
3. El conversor D/A convierte la sefal digital en una sefial analdgica.

(a) El decodificador transforma la palabra del cédigo en el nivel de

amplitud correspondiente.

(b) El sistema de muestreo y retencién crea una sefial escalonada con los

niveles de amplitud dados por el decodificador. Esta sefial difiere de
la sefial del S&H del conversor A/D debido a la cuantizacién.

(c) El filtro pasabajos reconstructor suaviza la sefial escalonada para

producir la salida en el destino yp(t).



Generacién de senal PCM y reconstruccion analégica

Sefiales en las distintas etapas del receptor PCM

Muestreo, cuantizacion y codificacion (q =8, M =2, n =3)

I I I I
senal analogica

®  muestras cuantizadas
salida del S&H

salida del pasabajos

3A / —\ 011

2A 010

J— SN

i

X

—4A 100

0 T, 2T, 3T, AT, 5T, 6T, T 8T, 9T, 107, 117, 127, 13T, 14T,
010 010 010 011 011 011 010 110 100 110 000 010 001 110 101



Analisis del ruido en el sistema PCM

> La sefial analdgica reconstruida en el receptor difiere de la sefal
analdgica original debido a tres factores:

1. El valor de las muestras a la entrada del conversor D/A estd
cuantizado y por lo tanto difiere de los valores de las muestras
ideales con precisién infinita.

> La consecuencia es la adicién de ruido de cuantizacion.

2. El proceso de conversién digital a analdgico no es ideal. El sistema
sistema ideal es el conversor de tiempo discreto a tiempo continuo
(conversor D/C).

> En el proceso ideal, las muestras son convertidas a un tren de
impulsos (deltas de dirac) que luego es filtrado con un pasabajos
ideal.

> En el proceso de conversién D /A, las muestras son convertidas a un
tren de pulsos (salida del S&H) que luego es filtrado por un
pasabajos no ideal.

3. Error de decodificacién: el receptor regenerativo comete errores de
deteccién en los simbolos con cierta probabilidad de error P..

> Esto se manifiesta en un error en la amplitud de la muestra con el
simbolo erroneo.
> Se ignorard el efecto de la conversién D /A no ideal y se estudiard el
efecto de los errores de cuantizacién y decodificacién.



Analisis del ruido en el sistema PCM

> Ignorando el efecto de la conversién D/A no ideal, el ruido que
contamina una sefial PCM recibida tiene dos origenes:
» Ruido de cuantizacién:
> Es el ruido que aparece en la conversién A/D al truncar el valor de
las muestras al nivel de cuantizacién mas cercano.
> Este ruido es intrinseco de la representacién digital y estd presente
incluso cuando la sefial se transmite por un canal ideal sin ruido y
distorsién.
> Ruido de decodificacién:
> El ruido aditivo en el canal puede producir errores en la deteccién de
los simbolos en el destino.
> Un error en un bit produce una alteracién en la palabra del cédigo
recibida, representando un nivel de cuantizacién distinto que el de la
palabra original.
> En consecuencia, se produce un error en la amplitud de la senal
analdgica reconstruida.

» La senal detectada en el receptor es

> x[k] es la sefial original con muestreo ideal

#[k] = x[k] + eq[k] + ealk] > eq4[k] es el error de cuantizacién
> eq[k] es el error de decodificacién



Analisis del ruido de cuantizacién

» El objetivo es determinar la relacién seial a ruido de cuantizacién.

» Para esto, es necesario determinar la potencia del ruido de
cuantizacion.

Ruido de cuantizacion
» El error de cuantizaciéon se define como

> z[k] es la muestra k-ésima sin cuantizar

eqlk] = wq[k] — 2[k]

> x4[k] es la muestra k-ésima cuantizada

» Se vio previamente que si A es el A A
intervalo entre pasos de cuantizacién 2 2
sucesivos, se cumple que

» Modelo del error de cuantizacion:

> El error de cuantizacién eq[k] es un proceso aleatorio estacionario,
con muestras no correlacionadas entre si y no correlacionadas con las
muestras de la sefial original, z[k].

» La distribucién de probabilidad del error es uniforme en el intervalo
(=A/2, A/2].



Analisis del ruido de cuantizacién

Ruido de cuantizacion

» Bajo estas hipdtesis, se vio que la varianza , A?
del ruido de cuantizacién es % = 19
» Sean
» (. cantidad de niveles de cuantizacién A 2X
» X,,: escala completa del cuantizador q
» La varianza del ruido de cuantizacién se , X2
puede expresar en funcién de los Oq = 3¢2

pardmetros del conversor A/D como

» Pero interesa calcular la potencia del ruido de cuantizacién en
tiempo continuo (luego del conversor D /A del receptor) para
comparar con la potencia de la sefal analégica Sp el destino.



Analisis del ruido de cuantizacién
Ruido de cuantizacion

Diagrama de bloques del receptor PCM

conversor D /A

PSM n digitesy T
ruido Receptor ~ _l< Decodificador Filtro pasabajos|
regenerativo 5/P M —ario S&H rec;nsitr%ctor ;
PCM % c = ! l/l)
1A ]+ eq f)+((/u(f')
. . X2
> Se llegd a que el ruido de o2 = 2m
. .y . . q
cuantizacién ey [k] tiene potencia 3¢
» La potencia del ruido analégico Np = o2 2w
eqp (t) en el destino es (ver T fs

Apéndice)
» Sustituyendo 03 en funcién de los parametros del conversor, queda

Decrece al incrementar la cantidad de
X2 2w (1) bits ¢ para representar cada muestra y

N
PR r

al incrementar la frecuencia de
muestreo.



Analisis del ruido de cuantizacién
Relacion senal a ruido de cuantizacion en el destino
» La potencia de la sefal original es

S, &2 E{z*(t)} = lim %/Tx?(t) dt.

T—o0

» Asumiendo que el transmisor tiene ganancia que compensa la
pérdida del canal, la potencia en el destino es Sp ~ 5.

» Por lo tanto, la relacidon sefial a ruido en el destino es

S Sp S 2 e fs
(N)B N (N>D Txzaw O
> En el caso usual en que el factor de escala es X,,, =1 (Jz(t)] < 1)y

que la frecuencia de muestreo se elige como f; = 2W, la relacién
sefial a ruido de cuantizacién queda

S 2
(v), =55




Analisis del ruido de cuantizacién
Relacidn senal a ruido de cuantizacidn en el destino

» Si se emplea un cédigo binario de n bits para codificar las muestras,
la cantidad de niveles de cuantizacién es g = 2.

» La relacidn sefal a ruido expresada en decibeles queda

S n
(N>D = 10log,(3 x 227S,)

= 101log(3) + 20nlog;((2) + 101og(Sz)
< 4.8+ 6n dB.

donde se tuvo en cuenta que si |z(t)] < 1, S, < 1.

» Este resultado indica que la relacién sefial a ruido de cuantizacién se
incrementa 6 dB por cada bit que se agrega al cédigo binario.

» En un sistema de telefonia basica, donde se emplea PCM con n =8
bits para codificar las muestras, se tiene que

(S> < 52.8 dB.
N D



Analisis del ruido de decodificacion

Ruido de decodificacién

G(f) Receptor regenerativo binario
o AN L me Fito | _/\__ e
Transmisor ———>{ Canal _} H) .. S&H :
x(t) H(f) | y(t) y(tn)
Sky Ng ¥ J
| v

» El ruido de decodificacién es producido por los errores en la
deteccidn de los bits cometidos por el receptor regenerativo.

> El receptor regenerativo comete errores en la deteccién de los bits
(confunde un 0 por un 1 o viceversa) con probabilidad P..

> La probabilidad de error P. depende de la relacién senal a ruido en
predeteccidn.

> En el caso de ruido gaussiano, se vio que

Q

P. =

Q

L(S/N)r)
(S/Nx)

Unipolar NRZ
Polar NRZ



Analisis del ruido de decodificacion

» Se quiere determinar la influencia del error de decodificacién en la
relacién seial a ruido en el destino.

» Para esto, hay que calcular la potencia del ruido de decodificacion.

» Se asumiran las siguientes hipétesis:

» La sefal PCM usa codificacién binaria con palabras de n bits.
» La probabilidad de error es pequefia, por ejemplo, P, ~ 107°.

Potencia del ruido de decodificacion

» Probabilidad de detectar una palabra con error:

» Teniendo en cuenta que la probabilidad de error de bit P. es

pequeiia, se puede asumir que una palabra con error solo tendra a lo
sumo un bit erréneo.

> La probabilidad de que una palabra se detecte con mas de un bit
erréneo es despreciable.

» La probabilidad de que una palabra se detecte con el bit m-ésimo
erréneo y el resto de los bits sin error es

P(palabra con error en bit m — ésimo) = P.(1 — P.)" "

> Es la probabilidad de tener un error en el bit m-esimo y no tener error
(probabilidad 1 — Pe.) en cada uno del resto de los bits.



Analisis del ruido de decodificacion

Potencia del ruido de decodificacion

» Probabilidad de detectar una palabra con error:
» Si P. es pequefio, 1 — P. = 1y por lo tanto,

P(palabra con error en bit m — ésimo) ~ P.. 3

» Error en la amplitud causado por el error de un bit en la palabra

Amplitud  Codigo

> Se considera una palabra binaria natural de n L binario
bits de la forma 15A 4 1111
14A 1+ 1110
bn_l, bn_g, ey b1, bo 13A + 1101
12A + 1100
] ) ) . 11A -+ 1011
> Si la palabra tiene un error en el bit m-ésimo, 10A + 1010
con 0 < m < n — 1, la diferencia con la palabra 9A 1 1001
. ™ o 2X,,  8A + 1000
sin error son 2™ niveles de cuantizacién. A + o111
. . = 6A + 0110
» El error cometido en la amplitud de la sefial es sa L o101
4A + 0100

2X
o — 9mA — om ' 4 3A + 0011
m ) 2A + 0010
A+ 0001

—_ 0 ——0000



Analisis del ruido de decodificacion

Potencia del ruido de decodificacién

> La potencia del error de decodificacién o2 es

n—1
o5 2 E{ejk]} = Z P(palabra con error en bit m — ésimo)eZ, (5)
m=0
(a) Se sustituyen los resultados de las
ecuaciones 3y 4 en 5.
i z_: ( )2 (b) Suma de serie geométrica
m= n—1 ma 1
. —
— — 1
B S p mT e
m=0
AX2 P, 4" (c) La cantidad de niveles de
o 3 cuantizacion g es grande, por lo
e 1
CAXZP. -1 queq >
3 q? > Se llegd a que
(c) 4X7, Pe ,
~ 41X, P,
3 o5~ g . (6)



Analisis del ruido de decodificacion

Potencia del ruido de decodificacién

» Realizando el razonamiento andlogo al realizado para el ruido de
cuantizacién (ver Apéndice), se llega a que la potencia del ruido de
decodificacién analdgico en deteccién es

2W
S

» Sustituyendo el resultado de la ecuacién 6 resulta en

4X2 P, oW
Np=—m-e=_
P 3 f




Relacién senal a ruido del sistema PCM

» El error de cuantizacién y el error de decodificacién provienen de
fuentes independientes, y por lo tanto, se pueden considerar no
correlacionados.

» Esto implica que la potencia del ruido en deteccién es la suma de la
potencia del ruido de cuantizacién y del ruido de decodificacién, y
usando las ecuaciones 1 y 7 queda

2
ND: (0’34‘03) }/V

B <X,2n N 4X§1Pe> 2W

32 3 ) [
X; (q +4P> 2}/:/
» Notar que si
P. < 1/4¢®> : predominio del ruido de cuantizacién

P.>1/4¢®> : predominio del ruido de decodificacién



Relacién senal a ruido del sistema PCM

» Si el transmisor tiene ganancia que compensa la pérdida en el canal,
Sp =~ S,, y la relacién sefal a ruido en el destino es

Sy S 3¢” fs (8)
N),” x2 \1+4a¢P. ) 2w

» En el caso usual en que X, = 1y la senal analdgica se muestrea a
la tasa de Nyquist, es decir fs = 2W, la relacién sefal a ruido se

reduce a
S 3q2

(N)D T 1+4q2P, Sa 9)



Relacién senal a ruido del sistema PCM

Umbral de error

» Para analizar la influencia de las dos fuentes de error se consideran
los dos casos extremos siguientes

325, P. < 1/4¢*> (predominio cuantizacién)

S P. > 1/4¢®> (predominio decodificacién)

> En la regién de dominio del error de decodificacidn, la relacién sefial
a ruido en el destino (S/N)p depende de la probabilidad de error P,
que a su vez depende de la relacién sefial a ruido recibida (S/N)g.

> Sila (S/N)g decrece, crece la probabilidad de error de bits P del
receptor y decrece (S/N)p.

> En la regidn de dominio del error de cuantizacidn, la relacién senal a
ruido en el destino (S/N)p depende de la cantidad de niveles de
cuantizacién g y no depende de la relacién sefal a ruido en la
predeteccién (S/N)rg.



Relacién senal a ruido del sistema PCM

» Ejemplo:
» En el caso de sefalizacién
polar con ruido gaussiano,

P.=Q ( (S/N)R)

> En la figura se considera ese
caso con S = 0.5.

> Se observa que para (S/N)r
menor a cierto umbral, la
(S/N)p se deteriora
rapidamente.

50

40

(S/V), dB

20

g=128

7 bits

q=32

5 bits

umbral

S

20 30
(S/N)g. dB

40

» El umbral de error se define come el punto en donde el error de
decodificacién reduce la (S/N)p en 1 dB.

» Operando por debajo del umbral, los errores de decodificacién
alteran la amplitud de la sefnal en gran magnitud, y si ocurren muy
frecuentemente, deterioran tanto la forma de onda que el mensaje se

hace irreconocible.



Relacién senal a ruido del sistema PCM

Los sistemas de comunicacién PCM se disefian para operar en la
regién sobre el umbral, donde domina el error de cuantizacién y se
cumple que P, < 1/44¢>.

En general, puede decirse que los errores de decodificacion tienen un
efecto despreciable si P. < 107°.

En el caso de codificacién M-aria polar NRZ, la probabilidad de

error es
1 3 S
P.=2(1-— —2 (=
(=)= (7),

Se puede demostrar que para que P. < 107>, la (S/N)p tiene que

cumplir que S
— = 2_
<N)R 6(M 1)

Sila (S/N)g es inferior, el sistema opera por debajo del umbral de
error y la forma de onda se destruye debido a los frecuentes errores
de decodificacidn.




Apéndice: potencia del ruido de cuantizacién en el destino

» Como moldeo matematico para el andlisis de la potencia del ruido de
cuantizacion en el destino, se asume el siguiente diagrama de

bloques:
Conversor D/C

PCM : Conversién de Filtro pasabajos : Filtro pasabajos
——»  Decodificador : secuencia a reconstructor ideal [ ideal ——>

zylk] = tren de impulsos B=f/2 oyt = fe=W yp(t) =

@[k] + eq[K]: f va(t) +en(t) x(t) +ep(t)
: T :
Periodo de

muestreo

> En el modelo, se asume que el proceso de conversién D/A es ideal y
por lo tanto, se reconstruye la sehal en tiempo continuo con el
conversor D/C.

> El segundo pasabajos es para eliminar el ruido e, (t) fuera del ancho
de banda del mensaje (W).
> Esto es solo un modelo para realizar el anélisis. En la practica
alcanza con incluir un solo pasabajos de frecuencia de corte fo = W,
teniendo en cuenta que se debe cumplir que fs/2 > W.

> El objetivo es calcular la potencia Np de ep(t) conociendo la
potencia o de eq[k].



Apéndice: potencia del ruido de cuantizacién en el destino

Densidad espectral de potencia de e,.(t)

» La sefnal en tiempo discreto reconstruida se puede expresar como

t— kT,
(1) = t r(t r(t) = k| si )
w0 =20 0] on e = Y eifsine ()
donde e,.(t) corresponde a la reconstruccién del ruido.

> e,.(t) tiene la forma de una sefial PAM,

o0

ext) = 3 eqlMlp(t—KT.)  con  p(t) = sinc (;)

k=—o00

» Por lo tanto, la densidad espectral de potencia es

oo

G (N =[PP 30 Re e (10)

5 k=—o0



Apéndice: potencia del ruido de cuantizacién en el destino

Densidad espectral de potencia de e,.(t)

» Como el ruido de cuantizacién es blanco, de media nula y varianza
0’2, la autocorrelacién es

R.,[k] = B{eglnleq[n — k]} = o}

q

5[k]

> y la ecuacién 10 se reduce a

Cer() = PP = FIP()P0 (11)
Seno cardinal Espectro
p(t) = sinc (t> P(f) = iH <f>
TS fs fs

» Sustituyendo P(f) en la ecuacién 11 se llega a que

2
Ge,(f) = %H (J{)



Apéndice: potencia del ruido de cuantizacién en el destino

Densidad espectral de potencia de e,.(t)

Seno cardinal Espectro
(0 =sine (1) P = (£)
p = S1n —_— = — —
TS fs fs
p(t)
1
— N TN L—
—4T, —-37, 2T, ~T. 0 T, 2T, 3T, 4T, ¢
P(f)

w5
-
|5



Apéndice: potencia del ruido de cuantizacién en el destino

Calculo de la potencia

» Finalmente, el ruido reconstruido se filtra con un pasabajos de
frecuencia de corte f. = W < f;/2 y ganancia unitaria, resultando

en 5 f
Uq
GeD (f) = EH (W)

» La potencia del ruido en el destino es

Np = B{e3 (1)} [ G (Pdf

Observacién: teniendo en cuenta que la autocorrelacién y la densidad espectral
de potencia forman un par de transformadas de Fourier,

Ro(r) 2 B{a(va(t-n)) = [ TG (eI = R.(0) = [ T G



Apéndice: potencia del ruido de cuantizacién en el destino

Calculo de la potencia

» Finalmente, la potencia del ruido en el destino es

0_2 00 f

_ _4q L

Vo= [ (5fp )0

o2 [

= — 1df
1L

w
fs W
> que resulta en
Np =22 12
D
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