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Muestreo de senales en tiempo continuo

Introduccidn

» Existen sefnales que son intrinsecamente de tiempo discreto, pero es
comun construir sefiales en tiempo discreto a partir del muestreo de
senales de tiempo continuo.

> Las sefiales en tiempo continuo se pueden representar con mucha
exactitud a partir de muestras tomadas en instantes discretos de
tiempo.
» El objetivo es estudiar:
> El proceso del muestreo periddico de senales continuas.
> Las condiciones a cumplir para que el muestreo sea apropiado. El
muestreo es apropiado si es posible reconstruir la sefial continua
original a partir de las muestras de la senal en tiempo discreto.
> Los problemas que aparecen cuando el muestreo no es apropiado.
» Como reconstruir la sefial en tiempo continuo a partir de la sefial en
tiempo discreto.



Muestreo peridédico
» El método tipico para obtener una representacién en tiempo discreto

x[n] a partir de una sefial en tiempo continuo x.(t) es mediante el
muestreo periédico,
z[n] = x(nT), —00 < n <000
> T es el periodo de muestreo (segundos).
> fs = 1 es la frecuencia de muestreo (muestras por segundo).
> La frecuencia de mue;treo también puede expresarse en radianes por
™
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Muestreo peridédico

» El sistema que implementa el muestreo periddico se llama conversor
de tiempo continuo a tiempo discreto ideal (conversor C'/D):

—

\/ N

» En la practica, la operacién de muestreo se implementa con un
conversor analdgico-digital (conversor A/D). El conversor A/D
puede verse como una aproximacién del conversor C/D.

» En general, la operacién de muestreo no es invertible: dado x[n] no
es posible reconstruir la entrada al conversor z.(t).
» Existen infinitas sefiales continuas que producen una secuencia z[n]
especifica.
> Es posible eliminar esta ambigiiedad imponiendo restricciones en la
sefial x.(t) a muestrear.



Muestreo peridédico

Representacién matematica del conversor C'/D
Es dtil representar matemdticamente el conversor C'/D en dos etapas:

1. Multiplicacién (modulacién) de la sefial en tiempo continuo con un
tren de impulsos periddico de periodo T segundos.

2. Conversién del tren de impulsos modulado a una secuencia discreta.

Conversor C/D

é Conversién de tren é
Te (t) "Pé—V de impulsos modulado [+———3
é T (t) a secuencia g.Z'[’I’l] =1z, (TLT)




Representacién matematica del conversor C'/D




Muestreo peridédico

Representacién matematica del conversor C'/D

> La sefial continua se convierte a una sefial intermedia x4(¢) también
continua con las siguientes caracteristicas:
> vale cero excepto en los instantes de muestreo.
> el valor de z.(t) en los instantes de muestreo esta codificado en el
drea de los impulsos.
> Luego la sefial es convertida a una secuencia x[n] de variable entera
n:
> z[n] no contiene informacién explicita de la frecuencia de muestreo.
> el valor de z.(t) en los instantes de muestreo estd representado por
los valores (finitos) de z[n].

» Observacién: el conversor C'/D no representa ningtin dispositivo
fisico para implementar la operacién de muestreo. Es solo una
representacién matemadtica conveniente para analizar el proceso de
muestreo.



Representacion del muestreo en el dominio de la frecuencia

Objetivo: encontrar la relacién entre el espectro de la sefial de entrada y
la sefial de salida del conversor C'//D. Esto es necesario para deducir el
teorema de muestreo.
> Se considera primero la conversién de z.(t) a x5(t) mediante |a
modulacién de un tren de pulsos periédico s(t).
> La modulacién de s(t) con z.(t) es

zs(t) = zc(t)s(t) oo
- s(t)= > 8(t—nT)
=azc(t) Y 6(t—nT) n=—oco

n=-—oo

> Por el teorema de la modulacién (ver apéndice), la transformada de
Fourier de x4(t) es

ze(t) <5 Xo(jQ)

X.(9) = - Xe(9) + (L) (1) 5 a0
™ s(t) «— S(HNQ)

» La transformada del tren de impulsos periddico es otro tren de
impulsos periédico (ver apéndice) con periodo la frecuencia de
muestreo Qs = 27/T en radianes por segundo,

S(Q) = 2% 380 - ko)

k=—o0



Representacion del muestreo en el dominio de la frecuencia

» Sustituyendo el resultado en la ecuacién 1, se tiene que

. 1 _ 2
Xo(i) = - Xeli) x |5 Y 6@ — k)

k=—oc0
1 o ‘
== D X (§Q) *5(Q — kL)
k=—o0
» Finalmente, se llega a que
. 1 <& :
XS(]Q) = T k_z_ Xc(J(Q - st))

» Esta ecuacién da la relacién entre la transformada de Fourier de la
entrada y la transformada de Fourier de la salida del modulador.

» Indica que la transformada de Fourier de x4(t) consiste en copias de
la transformada de Fourier de x.(t) desplazadas miiltiplos enteros de
la frecuencia de muestreo y superpuestas.



Representacion del muestreo en el dominio de la frecuencia
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Representacion del muestreo en el dominio de la frecuencia

» ;En que condiciones es posible recuperar z.(t) a partir de x4(t)?

> Se asume que la sefial z.(t) es de banda limitada, y que el
componente espectral de mayor frecuencia es .

> El espectro de x4(t) consiste en la suma de copias del espectro de
x.(t) separadas en frecuencia la frecuencia de muestreo ;.

» Si las réplicas no se solapan, se mantienen copias exactas (salvo un
factor de escala de 1/T') del espectro de la sefial original y podria ser
recuperada.

» En la figura, se ve que las copias del espectro no se solapan si se
cumple que

Qs — Qn > Qpn = Qs > 20N

> Por el contrario, si las réplicas se solapan, el espectro de z4(t) no
contiene una réplica exacta del espectro de z.(t) y la sefial original
no puede ser recuperada.

» Para recuperar la sefial original hay que usar un filtro pasabajos ideal.



Representacion del muestreo en el dominio de la frecuencia

Recuperacién de la senhal original

X3

—Qy Qy Q



Representacion del muestreo en el dominio de la frecuencia

Recuperacién de la senal original

» Para recuperar la sefal se tiene que cumplir que 2, > 2Q . Esto
significa que la frecuencia de muestreo debe ser mayor que el doble
de la maxima frecuencia que contiene la sefal.

» En ese caso, la sefial original se puede recuperar mediante el filtrado
con un pasabajos ideal con ganancia T,

o T, 9 < Q.
H,.(5Q) = { 0, 10> Q, con On < Qe < Qg — QN

S

» Una eleccién de 2. que siempre cumple la condicién es (). = T

» De esta forma, la senal filtrada es

XT(]Q) = HT(JQ)XS(]Q)
- XC(]Q)7

por lo que se reconstruye la sefal original.



Representacion del muestreo en el dominio de la frecuencia
Aliasing

» En el caso en que no se cumple la condicién para que las copias de
X.(4) no se solapen, es decir,

Qs < 2Qn,

no es posible recuperar X.(;j€2) mediante el filtrado pasabajos.

» Cuando esto ocurre, la sefial recuperada x,.(t) es una versién
distorsionada de la senal original. Este tipo distorsién se denomina
aliasing.

» Para estudiar el efecto del aliasing, se considera como ejemplo el
muestreo de la sefal sinusoidal

Z.(t) = cos Qot.

» Se fija la frecuencia de muestreo ), y se toma Qg tal que
75: no hay aliasing

Qs
2

i Qo <

ii. Qo> : hay aliasing



Representacion del muestreo en el dominio de la frecuencia

Aliasing
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Representacion del muestreo en el dominio de la frecuencia
Aliasing

» Teniendo que cuenta que el espectro de z.(t) es (ver apéndice,
ecuacién 12)

X (jw) =76 (2 — Qo) + 75 (2 + Qo)
y realizando el anélisis en el dominio de la frecuencia se llega a que:
. . QS ~
i. Sip< o5 la senal recuperada es
Zr(t) = cos Qot
. Q =
ii. Si Qo > o5 la sefial recuperada es
Zr(t) = cos(Qs — Qo)t
» En el segundo caso, la sefial cambié de identidad (adopté un alias)

transformandose en una sefial de menor frecuencia como
consecuencia del proceso de muestreo y reconstruccién.



Representacion del muestreo en el dominio de la frecuencia
Aliasing
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Representacion del muestreo en el dominio de la frecuencia

Teorema de muestreo
Sea x.(t) una sefial de banda limitada con

X.(59) =0, para |Q] > Q.

Entonces, x.(t) esta univocamente determinada por sus muestras
z[n] = x.(nT), n =0, £1, £2,..., si

= — > .
Qs T_2QN

» Si una sefial se muestrea a una frecuencia de muestreo superior al doble de la
frecuencia maxima que contiene la sefial, las muestras determinan univocamente
a la seial.

> La mayor frecuencia que contiene la sefial (2n) se llama frecuencia de Nyquist.

> El doble de la frecuencia de Nyquist, es decir, la frecuencia que tiene que ser
superada por la frecuencia de muestreo para poder recuperar la sefial, se llama
tasa de Nyquist.

> El teorema de muestreo es también referido como teorema de muestreo de
Nyquist-Shannon, ya que fue conjeturado por Nyquist en 1928 y demostrado por
Shannon en 1949.



Representacion del muestreo en el dominio de la frecuencia

Conversor C/D

Pos(t) :
: Conversién de tren é
Te (t) ‘:Pé—V de impulsos modulado  (—————»
E Ty (t) a secuencia Ex[n] =z, (TLT)

> Se vié que la relacién entre el espectro de x4(t) y x.(t) es

, 1 <« ‘
X,(9) = = 3 Xe(j(@ - k).
k=—o0
» Falta encontrar la relacion entre el espectro de la secuencia discreta
x[n] con el espectro de la sefial continua original.
» La salida de la sefial modulada con el tren de pulsos era

xs(t) = z(t) Z 5(t —nT)

n=—oo
o0

= > w(nT)é(t —nT)

n=—oo



Representacion del muestreo en el dominio de la frecuencia

» Aplicando la transformada continua de Fourier a x4(t),

X:(jQ) = /00 z(t)e Iat

- /_ O; l i z(nT)5(t —nT) | e 1M dt
= nix z(nT) { /_ Z 5t — nT)e‘thdt]
= i zo(nT)e 7T

» Ademds, como z[n] = z.(nT), se llega a que

(oo}

X,(9) = Y alnle T

n=—oo



Representacion del muestreo en el dominio de la frecuencia

» Teniendo en cuenta que la transformada de Fourier de tiempo
discreto se define como

o

X(ed¥) = Z x[n]e”7v",

n=—oo
» se concluye que

Xa(592) = X( = X(e/97). (2)

") year
» Finalmente, sustituyendo X,(jQ), se llega a que
, 1 =
Qry _ .
X(ej ) - T Z Xc (.7 (Q - st))’ (3)

k=—o0

o equivalentemente,
, - w 27k
jwy — = N N il
X =g 3 X ((5-F)) *)

donde se usé ademds que Q; = 27/T.



Representacion del muestreo en el dominio de la frecuencia

» Las ecuaciones 2, 3 y 4 indican que el espectro de la sefial discreta X (e/%)
es una versién escalada en frecuencia de X(j€2), con el factor de escala
dado por w = QT.

» Esto significa que dado el espectro X;(j?) del tren de pulsos modulado
con la sefial, para obtener el espectro X (¢/“) de la sefial discreta,
simplemente se multiplica el eje de frecuencia analdgica 2 por T'.

» Este escalamiento también puede ser pensado como una normalizacién del
eje de frecuencias, en donde la frecuencia analdgica de muestreo 2, se
normaliza a w = 2,

9322% ws = QT = 2.

» La normalizacién en frecuencia en la transformacién de X,(5Q) a X (e/)
estd vinculada a que hay una normalizacién temporal en la transformacién
de x4(t) a z[n)

> El espaciamiento entre muestras en x(t) es el periodo de muestreo T,
mientras que en x[n| es siempre unitario. El eje temporal se normaliza con
un factor de T'.

» De forma acorde, el eje de frecuencia se normaliza por un factor de

fo=1/T.



Representacion del muestreo en el dominio de la frecuencia

Resumen

Conversor C/D

st ) Se muestrea la .seﬁal
; en tiempo continuo
Cpnversién de tren 5 I((t) con perl’odo de
de impulsos modulado [+——3
a secuencia Em[n] — xc(nT) muestreo 7.
1. El espectro de z.(t) es x.(t) N X:(j9).
2. El espectro del tren de impulsos modulado es
zo(t) = wo(t) Y O(t—nT) < X,(jQ) = T > Xe(G( - k).
n=-—oo k=—o0

3. El espectro de la secuencia z[n] resultante es

x[n] = z.(nT) TR X(ev) = XS(jQ)‘Q:w/T

125 06EF)



Representacion del muestreo en el dominio de la frecuencia

Ejemplo |: muestreo y reconstruccién de una sinusoide

| 4

Se considera una sinusoide en tiempo continuo de frecuencia
fo =2000 Hz y se muestrea usando una frecuencia de muestreo de
fs =6000 Hz.

La frecuencia de la sinusoide en radianes por segundo es
QO = 27Tf0 = 40007 rad/s.

Ademds, el periodo de muestreo y la frecuencia de muestreo en
radianes por segundo son respectivamente,

1 1

2
= F = s H=h= % = 120007 rad/s.

Notar que 25 > 28 y por lo tanto se cumplen las condiciones del
teorema de muestreo. La sefial queda univocamente determinada
por las muestras, no hay aliasing y se puede reconstruir.

La sefial en tiempo continuo es z.(t) = cos(Qot) = cos(40007t)



Representacion del muestreo en el dominio de la frecuencia

Ejemplo |: muestreo y reconstruccién de una sinusoide

» La sefal en tiempo discreto obtenida mediante el muestreo es

2
x[n] = z.(nT) = cos(40007nT) = cos (?) ’

es decir, la frecuencia de la sefial en tiempo discreto es wy = 2?”

Anilisis en el dominio de la frecuencia

» La transformada de Fourier de la sefial en tiempo continuo es
Xc(jQ) = w6 (Q — 40007) + 70 (2 + 40007),

esto es, un par de impulsos en las frecuencias 2y = +40007.

> El espectro de la sefial X(j92) consiste en copias de X.(j2)
centradas en 0, £Q,, £2Q,, ...

» Finalmente, el espectro de la secuencia discreta es
X (%) = X,(jw/T) y se obtiene simplemente multiplicando el eje
de frecuencia 2 por T



Representacion del muestreo en el dominio de la frecuencia

Ejemplo |: muestreo y reconstruccién de una sinusoide

Xe(58)
/’ ™
—40007 0 40007 I
X,(j9)
HGY |1 T_______
| T |
| T |
| |
| |
| |
I ! ! I >
~16000m  —12000m 8000 o o —40007 0 40007 80007 120007 160007 Q

v

8 —27 i -7 27 0 2T ™ 4m 27 8



Representacion del muestreo en el dominio de la frecuencia

Ejemplo Il: muestreo y reconstruccién de una sinusoide

>

Ahora, la sinusoide de frecuencia fy =2000 Hz se muestrea usando
una frecuencia de muestreo de f; =1500 Hz.

La frecuencia de la sinusoide en radianes por segundo es 2y = 4000
rad/s,

x.(t) = cos(40007t).
El periodo de muestreo y la frecuencia de muestreo en radianes por
segundo son respectivamente,

11
~ f, 1500

T 0 =27 fs = 30007 rad/s.

Como €, < 2€Q, no se cumplen las condiciones del teorema de
muestreo y se espera que se produzca aliasing.

La senal en tiempo discreto obtenida mediante el muestreo es

] = 2 (nT) = 40007 n _ 87‘(777, _ 2mn
z[n] = z.(nT) = cos 1500 = cos 3 = cos 3 .




Representacion del muestreo en el dominio de la frecuencia

Ejemplo Il: muestreo y reconstruccién de una sinusoide

X9
] W [
—40007 0 40007 =Q
X(58) Q, = 30007 rad/s
H,(jQ) T

Lo L]

1 >
—6000m —5000m —4000m —3000m —20007 —10007 0 10007 20007 30007 4000w 50007 60007 €
—15007 15007

X(eM) = X,(jw/T)

I O I

!
—4m 107 8 —27 4m —m 2w 0 2w 4m 27 8 107 arw

3 3 3 3 3 3 3 3



Representacion del muestreo en el dominio de la frecuencia

Ejemplo Il: muestreo y reconstruccién de una sinusoide

> La sefial discreta obtenida es idéntica a la del ejemplo anterior.
> Se puede obtener la misma sefial discreta muestreando una sefial
continua con distintas frecuencias de muestreo si una de las

frecuencias no cumple con el teorema de muestreo

» También se puede obtener la misma sefal discreta muestreando dos
sefiales continuas distintas a la misma frecuencia de muestreo si una
de las frecuencias no cumple el teorema de muestreo.

» Ejercicio: considerar el caso en que se muestrea una sinusoide de
fo = 8000 Hz con una frecuencia de muestreo de fs = 6000 Hz y
comparar el resultado con el ejemplo I.

» En el dominio de la frecuencia puede verse que la sefial continua
reconstruida es de frecuencia 29 = 10007 rad/s en lugar de 40007
rad/s,

x,(t) = cos(10007t).



Reconstruccién de la senal a partir de las muestras

> Se vio previamente que si se cumplen las condiciones del teorema de
muestreo, y si el tren de pulsos modulado es filtrado mediante un
filtro pasabajos ideal apropiado, la transformada de Fourier de la
salida del filtro es idéntica a la transformada de Fourier de la sefial
en tiempo continuo x.(t).

» Esto implica que la salida del filtro serd x.(t).

s(t)y= > 4(t—nT) X, (Q) = X.(jQ)
n=-—oo ll
% 2 (t) = z(t)
H.(jQ) ———>
(1) x5(t) zr(t)

» Dada la secuencia z[n], es posible armar el tren de impulsos x(t),
en donde a los sucesivos impulsos se le asigna un area igual a las
sucesivas muestras,

oo

xs(t) = Z z[n]é(t —nT),

n=—oo

donde T es el periodo de muestreo asociado con la secuencia z[n].



Reconstruccién de la senal a partir de las muestras

> Si el tren de impulsos es la entrada a un pasabajos ideal de respuesta
en frecuencia H,(jQ) y respuesta al impulso h,.(¢), la salida sera

Il
=,
=,
—~

>
3
—~
=

*

[«
-
I
3
~
~—
~—

Z z[nlh,(t — nT) (5)

n—=—oo

Sistema reconstructor ideal

! Conversién de Filtro reigzr;tructor :
—_— secuencia a . -
. tren de impulsos H,(7Q .
xln) : z,(t) r (7€) Lo (t)
T
Periodo de

muestreo



Reconstruccién de la senal a partir de las muestras

» El pasabajos reconstructor ideal tiene ganancia 7'y frecuencia de
corte . tal que Qn < Q. < Qs — Qn.
» Como para cumplir con el teorema de muestreo debe ocurrir que
Qn < Q4/2, una eleccién conveniente y comiin de €2, es
Q, T

c2 T
» Por lo tanto, la respuesta en frecuencia del pasabajos reconstructor

es
o T, |Q<x/T
H:(52) = { 0, Q> /T

> La respuesta al impulso h,.(t) se obtiene aplicando la transformada
de Fourier inversa a H,.(j2), y es (ver apéndice, ecuacién 14)

sin(7t/T)

wt)T (6)

hot) =



Reconstruccién de la senal a partir de las muestras

L HG9)
T

S
SE
S

AT 37 N1 0 ~_" 3T T ¢



Reconstruccién de la senal a partir de las muestras

> Sustituyendo la respuesta al impulso (ecuacién 6) en la ecuacién de la
salida del filtro (ecuacién 5), se llega a que

sin(w(t — nT)/T
Observaciones

> Se vio en el dominio de la frecuencia que si se cumplen las condiciones del
teorema de muestreo, X-(jQ) = X.(jN2), y por lo tanto, z,(t) = z.(t),
pero esto no es obvio a partir de la ecuacién 7.

» Sin embargo, puede verse que como
h.(0) =1 y h(nT) =0, Vn=4=1,£2, ...,

se cumple que z,(mT) = xz.(mT) para todo m entero.

> Esto significa que la sefal reconstruida es idéntica a la sefial original en los
instantes de muestreo.

> En el resto de los valores temporales, el filtro reconstructor ideal construye
a la sefial original interpolando entre los impulsos de zs(t), pero la
justificacion de que la interpolacién reconstruye correctamente a la sefial
original proviene del andlisis realizado en el dominio de la frecuencia.



Reconstruccién de la senal a partir de las muestras

Secuencia discreta

L
z[n] (1)
-3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 n
Conversion de secuencia a tren de impulsos s (t) _ Z z[n](S(t _ nT)
o 0
=37 2T -T 0 T 2T 3T 4T 5T 6T ¢t

sin(r(t —T)/T)

Tren de impulsos filtrado pasabajos z[l] x[l]




Reconstruccién de la senal a partir de las muestras

Conversor de tiempo discreto a tiempo continuo ideal

» El sistema para reconstruir la sefial de banda limitada a partir de las
muestras de la secuencia se denomina Conversor de tiempo discreto

a tiempo continuo ideal (conversor D/C).

Sistema reconstructor ideal

' Conversién de Filtro reconstructor :
—E—P secuencia a > Idea‘l . D/C
ofe] | Lensemse [y LU e o] L 2 ()
T T
Periodo de :

muestreo



Procesamiento de senales analégicas en tiempo discreto

» Conversor C/D: obtencién de una representacién en tiempo discreto
de una senal en tiempo continuo.

» Conversor D/C: reconstruccién de la sefial en tiempo continuo a
partir de las muestras de la sefial en tiempo discreto.

» Una aplicacién fundamental de los sistemas en tiempo discreto es en
el procesamiento de sefiales en tiempo continuo:

Procesamiento en tiempo discreto de sefiales en tiempo continuo

—> C/D > iempo » D/C |+
ze(t) X x[n] discreto y[n] x Ly (t)
' T T 5

» Las caracteristicas del sistema global dependen del sistema en
tiempo discreto y de la frecuencia de muestreo.

» El anélisis del sistema global hay que hacerlo para cada caso
particular.



Procesamiento de senales analégicas en tiempo discreto

Filtro antialiasing

» El filtro antialiasing es un filtro pasabajos que se aplica sobre la
sefial continua antes de ser muestreada con el objetivo de limitarla
en banda acorde a la frecuencia de muestreo, de forma que el
muestreo se realice bajo las condiciones del teorema de muestreo.

» Es de tiempo continuo y la respuesta en frecuencia esta dada por,

(1,19 < /T =Q,)2
Haam){ 0, | > /T

» Aun en una situacién tedrica siempre es conveniente emplear un
filtro antialiasing porque la distorsién producida por aliasing es peor
que la pérdida de ancho de banda.

— > antiFeizllti;c;ing > C/D Siigc::;:n D/C >
ze(t) (1) afn] Ldree T yfp) yr(t)
Haa(j) T *

T T



Procesamiento de senales analégicas en tiempo discreto

X:(5)
1
—Qy Qv 0
14 X5
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-39, —2Q —Q, 0 Qv Q 20 390 Q
Haa(j9)
1
s g Q
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Xa (38
/] \\
0 & Q2
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14 X,(59)
W
| \ | ] I \ | |
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Cambio de la frecuencia de muestreo
Objetivo

» Se vio previamente que una sefial en tiempo continuo x.(t) puede
representarse a partir de muestras tomadas con periodo T,

z[n] = z.(nT).

» Muchas veces es necesario cambiar la frecuencia de muestreo, es
decir, obtener a partir de x[n] una nueva representacién en tiempo
discreto de la sefal continua de la forma,

2'[n] = x(nT"), conT' #T.

» Una alternativa es reconstruir x.(t) a partir de [n] usando un
conversor D/C'y remuestrear x.(t) con periodo T’ para obtener

—{ DJC c/D —»
el et o]
J j

T

T/




Cambio de la frecuencia de muestreo

Objetivo

> Problemas de este enfoque:
> Los conversores D/C'y C'/D son sistemas ideales que no pueden ser
implementados en la practica.
> En la préctica se emplean conversores D/A 'y A/D que no son
ideales e introducen errores en el proceso.

» Como consecuencia, es de interés considerar métodos para cambiar

la frecuencia de muestreo que involucren solo operaciones en tiempo
discreto.



Reduccion de la frecuencia de muestreo

» Para reducir la frecuencia de muestreo por un factor entero, lo tnico
que hay que hacer es “muestrear” la secuencia original,

xg[n] = z[nM] = z.(nMT).

x[n]

allinnaings

12 11 =10 -9 8 7 6 5 4 3 2 10 1 2 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 =n

2'[n] = x[nM)| \\

M =3




Reduccion de la frecuencia de muestreo

» El sistema que realiza la operacién de la reduccién de la tasa de
muestreo se llama compresor de la frecuencia de muestreo, y la
operacién se llama submuestreo.

Representacion del compresor

— M —
x[n] z4[n] = z[nM]

Periodo de Periodo de
muestreo T muestreo T' = MT

» De la definicién de la operacidn, es claro que x4[n] es idéntica a la
secuencia que se obtendria muestreando z.(t) con periodo de
muestreo T" = MT.

» Por lo tanto, si la sefial continua z.(t) es de banda limitada con
Xc(j2) =0 para | > Qn,
x4[n] es una representacién sin aliasing de z.(t) si

Q/
?S = % = % > Q. (teorema de muestreo)



Reduccion de la frecuencia de muestreo

» Equivalentemente, para evitar aliasing en el submuestreo, la
frecuencia de muestreo original tiene que cumplir que

T vy,
2 T
» Es decir, la frecuencia de muestreo puede reducirse un factor M sin
producir aliasing si
> la frecuencia de muestreo original es al menos M veces la tasa de
Nyquist,
> o el ancho de banda de la secuencia original se reduce un factor M
mediante el filtrado en tiempo discreto.



Reduccion de la frecuencia de muestreo

Anilisis en el dominio de la frecuencia

» Al igual que en el caso de muestreo de senales continuas, es util
encontrar la relacién entre el espectro de la entrada y el espectro de
la salida del compresor.

> En este caso, la relacién es entre transformadas de Fourier de tiempo
discreto.

» Por un lado, el espectro de la secuencia original z[n] = z.(nT) en
funcién del espectro de z.(t) es (ecuacién 4),

v £506-%)

» Andlogamente, el espectro de z4[n] = x[nM] = z.(nT"), con
T = MT es

wie -3 3 % (5 7))

rT=—00




Reduccion de la frecuencia de muestreo

Anilisis en el dominio de la frecuencia

>

La ecuacién anterior indica que X4(e’*) se compone de copias de
X.(j) escaladas en frecuencia como w = Q7" y desplazadas
mdltiplos enteros de 27 /T".

Sustituyendo T" = MT se llega a que,
. 1 = w 27r
Xq(e?%) = — X ljl=—02—-——=]). 8
=g Y (i) e
r=—00
Notar que el indice r de la sumatoria puede expresarse como
r=1+ kM, —o<k<oo, 0<i<M-1.
De esta forma, r continta siendo un entero que va de —oco a co.
Haciendo este cambio de variable, la ecuacién 8 queda
M—1

; 1
Xd(ejw) = —
=0




Reduccion de la frecuencia de muestreo

Anilisis en el dominio de la frecuencia

» El término entre paréntesis rectos es el espectro de la sefial X (e/*)
original (ecuacién 4) evaluado en (w — 27i)/M, es decir,

o R (w—2mi 27k
XMy =5 3. XC(J( MT —T>)'

k=—o0

» Sustituyendo este resultado en la ecuacidn anterior, se llega a que

M—1

, 1 , ,
Xa(e!¥) = i Z X (ef0m2m/A), 9)
i=0

» Esta ecuacién expresa la transformada de Fourier X (e’*) de la
secuencia submuestreada z4[n] en funcién de la transformada de
Fourier X (e?) de la secuencia original z[n].

» Indica que X,(e’*) consiste en M copias de X (e/*) escaladas en
frecuencia por M y desplazadas miltiplos enteros de 27.



Reduccion de la frecuencia de muestreo
X.(59)

1

—Qx Qv Q

—57 —Ar -3 —27 -1 —wy 0 wy s 2 3 4 w=QT



Reduccion de la frecuencia de muestreo

X(e*)
1
. I L I
—57 73' —21{ -7 —wy 0 Wy = T 2m 3 4w w
2
jw/2
M=2 X5
! . . L I >
—47{ —2m 0 Mwy =7 27 3T 4m w
X(eJ('“' 2ﬁ)/2)
|1
A T J\
L L L L L L L L I 4
=57 —4r -3 27 - 0 L 2T 3T 4w w
1 5
Xife') = X () + X (el 22 )
L
MT 2T




Reduccion de la frecuencia de muestreo

Anilisis en el dominio de la frecuencia

» En el ejemplo mostrado en las figuras anteriores,
> Se considera una sefial discreta con espectro X (e’*) que proviene
del muestreo de una sefial continua X.(j€2) de ancho de banda Q.
> La frecuencia de muestreo es 25 = 4Qy, y por lo tanto, se cumplen
las condiciones del teorema de muestro y no se produce aliasing.
> La sefal discreta es de banda limitada con ancho de banda

Qg o

> La sefal discreta se submuestrea con M = 2. Esto significa que
x4[n] se construye tomando una de cada dos muestras de z[n].
> El espectro de la sefial submuestreada X;(e’*) contiene las copias
del espectro de la senal original en miltiplos de 27, pero escaladas
en frecuencia un factor de M respecto al espectro de la sefial
discreta original X (e/).



Reduccion de la frecuencia de muestreo
Anilisis en el dominio de la frecuencia

» En la figura, puede verse que para evitar aliasing se tiene que
cumplir que,

7r
wyM <27 —wnM = wy < —.
M
» Es decir, al submuestrear una senal discreta de ancho de banda wy
por un factor de M, no se produce aliasing si wy < w/M.
» El ejemplo de la figura representa el caso extremo:
> La frecuencia de muestreo original es exactamente el doble del
minimo para evitar aliasing.

> Al submuestrearla por un factor de M = 2 no se produce aliasing.
> Si se submuestreara por un factor mayor, si se produciria aliasing.

» Considérese el caso anterior, pero ahora la sefal discreta se
submuestrea con M = 3.

» Como wy = 7/2, ahora se cumple que,

wy > % = % (hay aliasing)



Reduccion de la frecuencia de muestreo

&%)

.
757 ﬂw 737 727( E w 2 37r
X(ef"";)
M=3 1
T
n L L L 1 N L L L
—57 —4r —3 —2r - 0 * o 3 4
X(eiw=2m/3)
L L
T
T . n . . T . n .
—5m —4n —3 27 — 0 w 27 3 4
X(C/(w*'lﬂ)/ 3)
L1
T
L L 1 | h L L 1 |
—57 —4n —3m —27 — 0 x 2 3 4
Xa(e™)
L_ 1
MT 3T
i . T . i T . T .




Reduccion de la frecuencia de muestreo

Filtrado pasabajos para evitar aliasing

» Si la condicién wy < /M no se cumple, se produce aliasing. Aln

asi, es posible evitarlo a costa de reducir el ancho de banda de la
sefial z[n].

Concretamente, se filtra la sefial 2[n] con un filtro pasabajos ideal
discreto de frecuencia de corte

We = M
De esta forma, la sefial filtrada Z[n], tiene ancho de banda
wy = 7/M y puede submuestrearse sin aliasing.
Notar que debido al filtrado, la secuencia submuestreada es

Zg[n] = Z[nM], y ya no representa a la sefial continua z.(¢) en los
instantes de muestreo, es decir, no se cumple que Z4[n] = z.(nMT).



wh

Reduccion de la frecuencia de muestreo

.
N=g
L /\\ L

—3m 27 - —wy 0 wy ™ 27 w
Xa(e'?)
M=3 1 1
— 1 MT ~ 3T _
— I — D | o
—3 —2 - 0 w 27 w
Hy(e’™)
1
. . . . .
—3m —2 - 0 =T ks 2 w
M M
X(e?) = Ha(e’*) X (/%)
1
L | . |
—37 —2r - T 0o T _T T 2 w
3 M3
Xa(e™)
L
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Reduccion de la frecuencia de muestreo

Filtrado pasabajos para evitar aliasing

» El sistema general para submuestrear una sefial por un factor M
consiste en un pasabajos de frecuencia de corte w. = /M seguido
de un compresor, y se denomina decimador:

Decimador

Periodo de
muestreo T

Filtro pasabajos|
Ganancia 1

we =m/M

| M

E—
Za[n] = Z[nM]|

Periodo de
muestreo T' = MT



Reduccion de la frecuencia de muestreo

Analogia con el muestreo de senales continuas

Muestreo de senal continua

Submuestreo de sefial discreta

, 1 & w o7k . N .
1=0

k=—o0

Transformada de Fourier de z[n]
muestreada con periodo de
muestreo T', en términos de la
transformda de Fourier de la sefal
en tiempo continuo xz.(t).

Se escala en frecuencia el espectro
de la sefial analdgica z.(t) por el
factor Ty se superponen infinitas

copias desplazados muiltiplos de 2.

» Transformada de Fourier de la

secuencia submuestreada z4[n] con
periodo de muestreo M, en
términos de la transformada de
Fourier de z[n].

Se escala en frecuencia el espectro
de la sefial discreta x[n] por el
factor M y se superponen M
copias desplazadas miiltiplos de 27.



Incremento de la frecuencia de muestreo

Asi como la reduccién de la frecuencia de muestreo es una operacién
analoga a la conversién C/D, el incremento de la frecuencia de
muestreo es andlogo a la conversién D/C.

Se considera ahora el caso en que se quiere incrementar un factor L
la frecuencia de muestro de una sefial x[n].

Si la sefial continua original era z.(t), el objetivo es obtener muestras

xi[n] = z.(nT"), con T'=T/L
a partir de la secuencia de muestras
z[n] = z.(nT).

La operacién de incrementar la frecuencia de muestreo se llama
interpolacién (upsampling).
A partir de la definicién, se ve que

x;[n] = z[n/L] = x.(nT/L), n=0,+L, £2L, ...,
es decir,

x;[0) = 2[0], a;[L] ==«[1], =;[2L] ==[2], ;[3L]==z3],...



Incremento de la frecuencia de muestreo

» Sistema general para el incremento de la frecuencia de muestreo

empleando Unicamente procesamiento en tiempo discreto:
Interpolador

Filtro pasabajos|
—_— T L Gananca L | 3
We =T
z[n] Te[n] | ¥e i[n]
Periodo de Periodo de Periodo de
muestreo T muestreo T = T/L muestreo T' = T/L

> El primer sistema se llama expansor de la tasa de muestreo, y la
salida es
z[n/L], m=0,=+L, +2L, ...
xe[n] = 0
, en otro caso

o equivalentemente,

oo

ze[n] = Z z[k]d[n — kL].

k=—o0

» El segundo sistema es un pasabajos de tiempo discreto con
frecuencia de corte /L y ganancia L. Este sistema juega un rol
similar al filtro reconstructor ideal del conversor D/C.



Incremento de la frecuencia de muestreo

z[n] = z.(nT)

W xmy

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3

Il
w

xe[n] = i z[k]d[n — kL] L
[

:

—
—n

T

—12 -1 -10 -9 8 -7 6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 =n

ai[n]

HHH HMHHHHHM

-12 -11 =10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0

2 3 4 5 6 7T 8 9 10 11 12 13 14 15 =n



Incremento de la frecuencia de muestreo
Anilisis en el dominio de la frecuencia

> La operacién del sistema interpolador es mas sencilla de interpretar
en el dominio de la frecuencia.

» La transformada de Fourier de la salida de z.[n] es

X (e?¥) = Z ( Z x[k]é[n—kL]) e Iwn

n=—oo \k=-—oc0

= Z x[k]( Z 5[n—kL}ej“’">
k=—oc0 n=—oo

_ i m[k]efijk
k=—o00

= X (e9D).

» La transformada de Fourier de la salida del expansor es una versién
escalada de la transformada de Fourier de la entrada, es decir, w es
reemplazado por wL. Esto es una compresion por un factor de L del
eje de frecuencia.



Incremento de la frecuencia de muestreo

X"(jﬂ)
Jl\

—Qp 0 Qy Q
X(e
Q, =20y ()
1
T
Il Il
—3m —2r -7 0 wy=m 2 w
X () = X (et
L A(e) = X(eh)
1
T
L L L Il Il
_om _dr 2 T 0 1 2r L. w
L L L L L L L~
A Hi(e®)
L
. | . . |
—3n -2 - -z 0 w= ™ 27 w
L oL
X;(e)
L 1
J\ N J\
. | . |
3 21 ™ ,% 0 wy :% ™ 21 w



Incremento de la frecuencia de muestreo

Anilisis en el dominio de la frecuencia

» En el ejemplo mostrado en la figura anterior,
> Se considera una sefial discreta con espectro X (e’“) que proviene
del muestreo de una sefial continua X.(j€2) de ancho de banda Qx.
> La frecuencia de muestreo es 2 = 2y, y por lo tanto, se cumplen
las condiciones del teorema de muestro y no se produce aliasing.
» De esta forma, la sefial discreta es de banda limitada con ancho de
banda

WN = T.

> La sefal discreta se sobremuestrea con L = 2.

> El espectro de X.(e’“) es una versién comprimida en frecuencia un
factor L del espectro de la sefial original X (e/*).

> El espectro de la sefal sobremuestreada se construye a partir del
espectro de X.(e’*) mediante el escalado en amplitud de 1/7 a
1/T" y eliminando todas las copias de X.(j{2) excepto las que estdn
en multiplos enteros de 27, para lo cual se necesita un pasabajos de
ganancia L y frecuencia de corte 7/L.

» El proceso en el dominio de la frecuencia muestra que si
z[n] = z.(nT') fue obtenida sin aliasing, se cumple que
xi[n] = z(nT").



Cambio arbitrario de la frecuencia de muestreo

» Mediante un decimador se reduce la frecuencia de muestreo por un
factor entero y mediante el interpolador se incrementa la frecuencia
de muestreo por un factor entero.

» Combinando los procesos de decimacién e interpolacién, es posible
cambiar la frecuencia de muestreo por un factor arbitrario (racional).

Interpolador Decimador
B Filtro pasabajos, E E Filtro pasabajos, H
— TL Ganancia L |+ iyl Ganancia 1 l]\4 F————
z[n] ze[n] | we=7/L tai[n]t [ We = /M H )
v o o M
L L L L

» Si M > L, el resultado es un incremento en el periodo de muestreo
(reduccién de la frecuencia de muestreo), y si M < L, se cumple lo
opuesto.



Cambio arbitrario de la frecuencia de muestreo

» Como los sistemas estan en cascada, los filtros pasabajos se pueden
combinar en un dnico filtro pasabjos de ganancia L y frecuencia de
corte el minimo de 7/L y /M.

Filtro pasabajos
> TL > Ganancia L lM
x[n] zen] | we=min(n/L,7/M) | F,[n] Faln]
! I r M
L T T



Apéndice
En este apéndice se incluyen algunas operaciones de sefales en tiempo
continuo necesarias para el desarrollo del tema tratado en la clase. Los
detalles pueden encontrarse en el libro [?].
Convolucién de senales de tiempo continuo
Definicion:

2(t) = h(t) < /m 2(F) bt — ) dr

— 00

= /Oo z(t —71)h(r)dr (conmutatividad)

— 00

Transformada continua de Fourier

Definiciones:
Transformada de Fourier Transformada inversa de Fourier
o ] 1 o .
X (jw) = / x(t)e I¥tdt x(t) = —/ X (jw)e?“ dw
— 00 27T — 00



Apéndice
Propiedades de la transformada continua de Fourier
Sean los siguientes pares de transformadas de Fourier,

f6) S FGo) v g(t) <5 Gliw)

Teorema de la convolucidn
> Si
/ F() glt =7y dr = £(t) * g (1)

» se cumple que
H(jw) = F(jw)G(jw)

Teorema de la modulacidén
> Si

» se cumple que



Apéndice
Ejemplos de transformadas de Fourier utiles
Tren de impulsos periédico

o0

S 6t —nT) 55 X(jw) = o= Ty 5( 2””) (10)

n=—oo n=—oo

AT (t) T = 2T, A z49(t)

LD LT

—2Ty -1 0 T 2T —ATy, =37, -2T, -T, 0 T, 2T, 3T, 4T
‘\Xl(jw> ‘\X‘z(j“-’)

27
> >
—8r —67 —4m 27 2r 4w 6m 8w —4r —27 0 2T Ar
[T T nn n T Y h 7 7 [



Apéndice
Demostracién (no va, se incluye solo por completitud):
» Considérese la sefial cuyo espectro consiste en una combinacién
lineal de impulsos arménicos,

X(jw)= Y 2mapd(w — kwp) (11)

k=—oc0

> La sefial en el tiempo se obtiene mediante la antitransformada de
Fourier,

x(t) = %/ X (jw)e?* dw

1 [*] & ;
l Z 2ragd(w — kwo)] et dw

e % .
k=—o00

= Z ay [/ O(w — kwo)ej”tdw]
k=—o00 B

0o
_ E akejkwgt

k=—o0



Apéndice
El resultado corresponde a la serie de Fourier de una sefial periddica
de frecuencia wg = 27/T.
Este resultado es general e indica que la transformada de Fourier de
una sefal periddica es un tren de impulsos arménico donde el area
del impulso de frecuencia kwg es ag, el coeficiente k-ésimo de la
serie de Fourier.
Los coeficientes aj de la serie de Fourier de una sefal periddica de
periodo T estan dados por

T
1 [z o 2m
a = % /g z(t)eﬂk%tdt
En el caso del tren de pulsos periddico
z(t)= Y 6(t—nT)
n=—oo

los coeficientes de la serie de Fourier son

T
1 [z - 1
=_ S(t)e IFT At = —.
ak T/g()e r T



Apéndice

» Sustituyendo este resultado en la ecuacién 11 se llega a que la
transformada de Fourier es

o0

) 2m
X(jw) = T Z 0(w — kwo)
k=—o00
> 2w
= wp Z 0(w — kwo), con wo = 7
k=—oc0

» concluyendo que



Apéndice

Transformada continua de Fourier de sefales sinusoidales
x(t) = coswpt < X (jw) =m0 (w — wp) + ™6 (w + wp) (12)

Demostracién
» Como la sefal es periddica, para calcular la transformada de Fourier
se procede como en el caso anterior usando el espectro que consiste
en un tren de impulsos periédico (ecuacién 11).
» Para calcular los coeficientes a;, de la serie Fourier, se compara la
sefial con la representacién de Fourier,

Definicion de serie de Fourier
z(t) = coswot

o0

jkwot

_ lejwnt N lefjwot. z(t) = Z apelfwot,
2 2 k=—o0

» Se concluye que

1 1
a1:§, a,1:§ y ar=0 Vk#1, -1

y sustituyendo en la ecuacién 11 se obtiene el resultado indicado.



Apéndice
» Procediendo de forma andloga, se puede deducir que
x(t) :sinw0t<i>X(jw) = ié(w—wo)— zé(w—l—wo) (13)
J J

Transformada continua de Fourier de las funciones coseno y seno

™

ey

—Wwy 0 wo

F(coswyt)

F(sinwot)

<0

—wp

ey

<0



Apéndice

Antitransformada de Fourier de pulso rectangular

» Se considera la sefial z(t) cuya transformada de Fourier es

oy L < W
XU“’)_{O, w| > W

> La sefial 2(t) se determina empleando la transformada inversa de

Fourier,
1 * jwt
z(t) = 2 | X(jw)ej dw
i
W Finalmente se obtiene que

1 jwtd

= — e’ dw .

Wit

2m J-w 2(t) = = (14)
1 ewt |\ W t

T or gt l-w

1 oWt _ p—iWt

wt 2j
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A X(jw)
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