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La transformada Z

Introduccién

> Se vio que la transformada de Fourier es importante para la representacién
y el anélisis de sefiales y sistemas en tiempo discreto.

» Con la transformada Z también se obtiene una representacién de una
secuencia, y las propiedades de la secuencia estan vinculadas a las
propiedades de su transformada Z.

» La transformada Z consiste en una generalizacién de la transformada de
Fourier:

» con la transformada de Fourier, una secuencia se descompone en una
combinacién lineal de exponenciales complejas (senos y cosenos) de
amplitud constante.

> la transformada Z descompone a una secuencia en una combinacién
lineal en senos y cosenos de amplitud exponencial.

Motivacion

» No todas las secuencias tienen transformada de Fourier. La transformada
Z se aplica a un conjunto mas amplio de secuencias.

» En muchos casos, la transformada Z brinda una notaciéon mas conveniente
que facilita el andlisis y la manipulacién de secuencias y sistemas.



Definicion e interpretacién

Definicion
Transformada Z Transformada de Fourier
(o] ) o0 )
X(z) = Z z[n]z™", zeC X(e¥) = Z x[n]e” ¢

> La transformada Z puede considerarse como un operador Z{-} que
transforma una secuencia en una funcién X (z),

o0

z[n]} = z[n]z™" = X(z —» Z{} —>
2l = Y bl =X o e

n=—oo

> La funcién X (z) es una funcién compleja de variable z compleja,
X:C—>C

> La correspondencia entre una secuencia y su transformada Z se
indica con la siguiente notacién:

z[n] 5 X(2).



Definicion e interpretacién

Interpretacién

» Como la transformada Z es una funcién de variable compleja, es
conveniente describirla e interpretarla en el plano complejo.
> A cada punto z del plano complejo le asigna un valor complejo X (z).
> Equivalentemente, a cada punto del plano complejo le corresponden
dos valores reales, la magnitud y la fase de X(z).

» A su vez, la variable compleja z también puede representarse
mediante dos niimeros reales en mddulo y fase o parte real y parte

imaginaria:
Coordenadas polares Im(z) .
z=re
, Y =ren
z =rel? =z +jy
T
Coordenadas rectangulares w

z=x+jy x Re(z)



Definicion e interpretacién

Ejemplo
» Considérese una secuencia x[n] cuya transformada Z es

X(z) = —= a€R.

)
zZ—a

» Expresidén en coordenadas polares:
> Se sustituye z por
Y
z=re’”.
» Queda una funcién compleja de dos variables reales,
Jw
re
X(rw)=——
rel¥ —a
rcosw + jrsinw
rcosw — a+ jrsinw

> que puede expresarse en magnitud y fase como

r

b
V72 +a? — 2acosw

| X (r,w)| =

T sinw
/X (r,w) = w — arctan <7)
rcosw —a



Definicion e interpretacién

Ejemplo

» Expresién en coordenadas rectangulares:
> Se sustituye z por
z=z+Jy.
> Queda una funcién compleja de dos variables reales,
X(z,y) = M
r—a-+Jy

> que puede expresarse en magnitud y fase como

B 3:2 + y2 _ g _
| X (z,y)| = Gl /X (z,y) = arctan p arctan —
» Observacién:
oz X(0)=0 (ceroen0)
X(2) = z—a = X(a) =00 (polo en a)

> Los puntos del plano complejo donde X (z) vale cero se llaman ceros
de X (z) y los puntos donde vale infinito se llaman polos de X (z).



Definicion e interpretacién

Magnitud y fase de X(z) = z/(z-a), cona = 0.7

Im(z) 2 -2 Re(z) Im(z) 2 -2 Re(z)



Definicion e interpretacién

Interpretacion

> X (z) puede considerarse como dos funciones reales, | X (z)| y
£X(z), de una variable compleja z.

» Cada una de las funciones puede representarse graficamente como

una superficie, donde a cada valor del plano complejo se le asigna un
valor real.



Definicion e interpretacién

Vinculo con la Transformada de Fourier

Transformada Z Transformada de Fourier
X=X sl seC X=X el
n=—oo n=—oo

> Si se reemplaza la variable z por €/“ en la transformada Z, ésta se
reduce a la transformada de Fourier.

» En otras palabras, la transformada de Fourier es la transformada Z
evaluada en z = €7¥,

X(z)’ = X(ej“).

z—eiw
> Este es el motivo de emplear la notacién X (e/) en lugar de X (w)
para la transformada de Fourier.

» Evaluar en z = e’“ equivale a restringir a z a tener magnitud
unitaria, es decir, |z| = 1.



Definicion e interpretacién
Vinculo con la Transformada de Fourier

> En el plano complejo, z = €/“ determina una circunferencia centrada en el
origen de radio uno al variar w. Esta circunferencia se llama circunferencia
unidad.

» Por lo tanto, la transformada de Fourier es la transformada Z evaluada en la
circunferencia unidad.

» w es el angulo entre el vector definido
por un punto en la circunferencia
unidad y el eje real.

» Evaluando X (z) en puntos en la

circunferencia unidad comenzando en z=el

z=1(w=0) hasta z=-1 (w=m)

pasando por z = j (w = 7/2) se w=0
obtiene la transformada de Fourier en 1 R;e

0w

» Un cambio de 27 radianes del dngulo
corresponde a dar una vuelta entera en
la circunferencia para volver al mismo
punto, acorde con la periodicidad de
la transformada de Fourier.




Definicion e interpretacién

X(z) = z/(z-a) con a = 0.7 evaluada en la circunferencia unidad

X

©
T

[X(e™)]

1
w
2

La transformada de Fourier con

” 3
w (rad) 2

el eje de frecuencia lineal envuelto en el circulo

unidad con w=0en z=1y w =7 en z = —1 coincide con la transformada Z

evaluada en el circulo unidad.



Convergencia de la transformada Z

Transformada Z Con z = rel¥
X(z) = Z z[nlz™", zeC X (re??) = Z x[n](rel*)™™

» Con z expresado en notacién polar, la transformada Z queda

La ecuacién indica que la transformada Z
oo

X (rel?) = Z (z[n]r—™)e Iwn

n=—oo

es la transformada de Fourier de la
secuencia original x[n] multiplicada por la

secuencia 7~ " (con r real positivo).

> Se vio previamente que la transformada de Fourier converge a una
funcién continua de w si la secuencia es absolutamente sumable.
» Aplicando este criterio a la ecuacion anterior, se obtiene la condicién

de convergencia de la transformada Z,
oo

Z |z[n)r™"| < o0

n=-—oo



Convergencia de la transformada Z

Observaciones

» Debido a la multiplicacién de la secuencia z[n] por la exponencial
real 7—", es posible que la transformada Z converja incluso si la
transformada de Fourier no converge.

» El conjunto de puntos z del plano complejo donde la transformada
Z converge se llama regién de convergencia (ROC),

ROC: zeC talque |X(2)




Convergencia de la transformada Z

» La convergencia de X (z) depende solo de |z|.
> Si se cumple que

9]

> lznlll=l ™" < oo,

n=—oo

para cierto z = z1, también se cumple para todo z definido en la

circunferencia |z| = |z1].
» Esto significa que si z = z1 pertenece a la ROC, toda la
circunferencia |z| = |z1| pertenece a la ROC.

» Como consecuencia de lo anterior, la ROC consiste en un anillo
centrado en el origen
» |a frontera exterior es una circunferencia o la ROC se extiende al
infinito.
» |a frontera interior también es un circunferencia o se extiende hasta
el origen.

» Si la ROC incluye la circunferencia unidad, significa que la

transformada Z converge en z = ¢/“ (|z| = 1), y por lo tanto, la
transformada de Fourier converge.



Convergencia de la transformada Z

Ejemplos de regiones de convergencia en el plano complejo




Convergencia de la transformada Z
Transformada Z de la secuencia escaldn

» La secuencia z[n] = u[n] no es absolutamente sumable, y por lo
tanto su transformada de Fourier no converge.

» Sin embargo, r~"u[n] es absolutamente sumable si » > 1.
» Esto significa que la transformada Z del escalén existe en la region
de convergencia |z| > 1.

(a) Serie geométrica:

oo
p— —n
X(z) = _Z u[n]z ]\JZ—I " 0
oo n=0
_ -n
- z%z En este caso
n—
L) r=z"1 y M=o
DEE
n=0



Transformadas Z racionales

» La transformada Z es dtil cuando la sumatoria se puede expresar en
forma cerrada, es decir, como una ecuacién matematica simple en
funcién de z.

» Transformadas de particular importancia y utilidad son aquellas que
consisten en una funcién racional dentro de la ROC, es decir,

donde P(z) y Q(z) son polinomios en z.

» Observacion: en ese caso, las raices del numerador son los ceros de
X (z) y las raices del denominador son los polos de X(z).

» En el caso de transformadas racionales, existe un vinculo fuerte entre
la ubicacién de los polos de X (z) y la ROC.

» Los sistemas recursivos definidos por ecuaciones en diferencias tienen
respuesta al impulso cuya transformada Z es racional.
» La transformada Z es especialmente til para analizar, disefar,
calcular la respuesta al impulso de sistemas recursivos.



Ejemplos
Secuencia exponencial hacia adelante

n

> Se considera la secuencia hacia adelante z[n] = a"u[n].

» La transformada Z es,

X(z) = Z z[n]z™" e
n=-—oo Z \az71|" < o0.
ee] n=0
_ n —n
= Z a"uln]z > La serie geométrica converge
n=—oo

si

—1
B Z e laz™ | < 1

> o equivalentemente, si

n=0
o0

_ Z(azil)n |z] > |a] (ROC)
n=0

» En la ROC, la transformada Z converge a (serie geométrica)

X() =Y == >l

1—az— z —

n=0

» Para convergencia, se requiere



Ejemplos
Secuencia exponencial hacia adelante

x[n]za"u[n]é)((z)zzfa, ROC: |z|>1a]  (2)

Ceros y Polos:

» En el caso de transformadas racionales, la transformada Z queda
determinada (salvo una constante) por los polos y ceros.

» La transformada Z se puede representar mediante el diagrama de
polos y ceros.

» La transformada Z tiene un
cero en z =0y un polo en
Z = aq.

» La frontera exterior de la
ROC se extiende al infinito.
Esto es consecuencia de
tratarse de la transformada
Z de una secuencia hacia
adelante. a=0.7




Ejemplos

Secuencia exponencial hacia adelante
Transformada de Fourier:
» La circunferencia unidad estd incluida en la ROC sj |a| < 1
» Esto implica que la transformada de Fourier de x[n] converge solo si
la| < 1.
» En el caso en que |a| < 1, la transformada de Fourier de la secuencia
puede obtenerse evaluando X (z) en z = e/%,

, 1 1 1
X)) = —— = — = —
l—az7'| _ . 1—ae7* 1—acos(—w)— jasin(—w)
Transformada de Fourier Magnitud y fase
, 1
X(e%)] =
X(e#*) = 1 ()] V/1 = 2acos(w) + a2

" 1—acosw + jasinw . asinw
J /X (e’¥) = — arctan <>
1 —acosw



Ejemplos
Secuencia exponencial hacia adelante
Transformada de Fourier:

» Asumiendo que la secuencia es la respuesta al impulso de un sistema.

Ganancia en continua (w = 0): Ganancia en la frecuencia de
Nyquist (w = ):

i 1 ) 1
Xejo e — X ITN —
XN = e X = et e

(1—a)2 l-a T 1l4a

Magnitud de la transformada de Fourier
T T T

1-a




Ejemplos

Secuencia exponencial hacia adelante
Transformada de Fourier:
» Lo mismo se podria calcular con la transformada Z.
» w=0 corresponde a z =1 (z = /% = 1).
> Por lo tanto, la ganancia en continua es la transformada Z evaluada

enl,
1

:1fa

X(1) =2

z—a =1

» w = corresponde a z = —1 (z = /™ = —1).
> Por lo tanto, la ganancia en la frecuencia de Nyquist es la
transformada Z evaluada en -1,




Ejemplos

Magnitud de la transformada Z y su evaluacién en la circunferencia
unidad

X(z) = z/(z-a) cona = 0.7

i s
€

g—a
elg -



Ejemplos
Anilisis al variar el pardmetro a

Diagrama de polos y ceros Respuesta en frecuencia

0.5F 1 7L

Im
o
o
X
X
X
Amplitud
o

0.5 1 15 2 25 3
 (rad)

T T
Secuencia temporal

25 30 35

40



Ejemplos

Secuencia exponencial hacia atras

> Se considera ahora la secuencia hacia atras z[n] = —a"u[—n — 1].
2
0 0
l [auw™ ]
ZIHL LTI ZHH
-4 4 -4
—a", a<l1 u[-n — 1] —a"u[-n — 1]
R 0 5 0 0 5 ° 0 5
> La transformada Z es, (a) Cambio de
variable:
[eS) -1
X() == Y auln-l" == 3 @ m=—n
n=—oo n=—oQ

00 oo (b) Se suma y se resta
(@) —-m,m b) —1_\m
= — g I e E (a™"2)
m=1 m=0 (ailz)o =1

> La sumatoria de la serie geométrica converge si

la=tz| < 1 & |z| < |al



Ejemplos
Secuencia exponencial hacia atras

» Empleando el resultado de la suma de una serie geométrica
(ecuacién 1) se tiene que en la regién de convergencia,

1
X =1-1— =,
- —ailz R
C1—a1z ¢
z
=" <l
Z—aQ

a=0.7

» Sia < 1, la secuencia crece exponencialmente con n — —oo, por lo
que no es absolutamente sumable y la transformada de Fourier no
converge.

> La transformada Z coincide con la transformada del ejemplo
anterior. Esto enfatiza la necesidad de especificar X(z) y la ROC al
indicar la transformada Z de una secuencia.



Ejemplos

Secuencia exponencial hacia atrés

» Para la exponencial real hacia atras se obtuvo que

z[n] = —a"u[-n—1] PN X(z) = . i - ROC: |z| < |a| (3)

» La frontera interior de la ROC se extiende hasta el origen. Esto es
consecuencia de tratarse de una secuencia hacia atras.



Ejemplos

Suma de dos secuencias exponenciales

» Se considera una sefial que es la suma de dos exponenciales reales,

» La transformada Z es,

X@= Y {(;)numy+<—;>nmm}z—n

n=—oo

fi (;)nump—”+ 53 (—é)nump—"

n=—oo

SR S)



Ejemplos
Suma de dos secuencias exponenciales

» Convergencia

> Para la convergencia de X (z) se requiere que ambas sumas
converjan, es decir, que

1 1
'§z71‘<1 y ‘—ngl

1
<1 = |z\>‘

] > |2
— zZ
B Yy

;

» La ROC corresponde a la condicién mas restrictiva, que es [z| > |3].
» Equivalentemente, la ROC es la interseccién de las regiones de
convergencia de cada sumatoria.

» Continuando con el célculo de X (z), en la ROC vale,

1 1
X(z) =
(2) 1-— %z—l 1—|—%z—1
y operando se llega a que
2 _ 1
X = 2Bl s |



Ejemplos
Suma de dos secuencias exponenciales

» Diagrama de polos y ceros

» Ceros: 2=0yz=
1

> Polos: z:%yz:—g

» Las secuencias son

exponenciales reales
decrecientes y la
transformada de Fourier
converge.

» Aplicaciéon de la linealidad de la transformada Z

> En este caso, x[n] se compone de la suma de dos secuencias.

> Se verd que la transformada Z es lineal.

> Por lo tanto, X (z) serd la suma de la transformada de cada
secuencia que compone x[n].

> Ademsds, la ROC de X(z) es la interseccién de la ROC de cada
secuencia que compone x[n].

Re



Ejemplos
Suma de dos secuencias aplicando linealidad

» Se vio que la transformada Z de una exponencial real hacia adelante
es (ecuacién 2)

au[n] < ) ROC: |z| > |a]
z—a

» Sea la secuencia

» Para calcular X (z), se calcula primero la transformada de cada
término de x[n], que por tratarse de exponenciales reales hacia
adelante son

Wl N =



Ejemplos

Suma de dos secuencias aplicando linealidad
» Empleando la propiedad de linealidad de la transformada Z, se llega

a que

1
. (4
NG

1 Re




Ejemplos

Secuencia exponencial hacia ambos lados

» Sea considera la secuencia

2[n] = (—;)nu[n] - (;)nu[—n )

> z[n] es la suma de una secuencia exponencial real hacia adelante y

otra hacia atras.
> La secuencia crece exponencialmente cuando n — —oo

» Usando los resultados generales de la transformadas de las
secuencias exponenciales reales (ecuaciones 2 y 3), se tiene que

DY ) 25 2 2] >

—_ = um z —

3 z—&—%’ 3

1\" z 1
<2> u[fnf1]<—>z_%, \z|<§



Ejemplos

Secuencia exponencial hacia ambos lados

" [
> Por linealidad de la T\
transformada Z, X (z) es la 7 | N
suma de las transformadas y y "
la ROC es la interseccién de -y v
las ROC. [y 112 /2 Re
» Por lo tanto, la ROC en o y
este caso es el anillo % -
1 1 s
3 < |Z‘ < 3.
> Ademds, X (z) en la regién de convergencia es
z z 1 1
X(z) = + — =< |z <z
() z+ % z— %7 3 12 2
o de forma equivalente
2z (2
X(Z): (1 12)1 ) 7<|Z‘<7
(z—3) (z+3) 3 2



Ejemplos

Secuencia exponencial hacia ambos lados
Observaciones:
> La expresién analitica de la transformada Z es idéntica a la del
ejemplo anterior (ecuacién 4), pero la ROC es distinta.

» La ROC no contiene a la circunferencia unidad, y por lo tanto, la
transformada de Fourier no converge. Esto es acorde al hecho de
que se trata de una exponencial creciente cuando n — —oo.

> El hecho de que la ROC sea un anillo es consecuencia de que la
sefal es hacia ambos lados.



Observaciones generales

» La transformada Z de las secuencias en todos los ejemplos anteriores
es una funcién racional, es decir, un cociente de polinomios.

» El resultado es general: la transformada Z de secuencias que
consisten en una combinacién lineal de secuencias exponenciales es
un cociente de polinomios.

Secuencias de duracién finita
» Para secuencias de duracién finita, la transformada Z también es
una funcién racional:

> Si una secuencia es no nula en el intervalo N1 < n < No, la

transformada Z es
N2

X(z) = Z zn]z™"

n=N1

> Por ejemplo,

zn] = 38[n + 1] + 6[n] + 26[n — 5] <= X(2) =3z +1+227°

» La ROC es todo el plano complejo excepto tal vez z =0 y/o z = co.



Propiedades de la regién de convergencia

. La ROC es un anillo o un disco centrado en el origen, es decir,
0<rgp<|z| <rp < oo

. La transformada de Fourier converge absolutamente si y solo si la
ROC incluye la circunferencia unidad.

. La ROC no puede contener ningtin polo.

. Si z[n] es una secuencia de duracién finita la ROC es todo el plano
complejo excepto tal vez z =0 0 z = 0.

. Si z[n] es una secuencia hacia adelante, la ROC se extiende desde el
polo de mayor magnitud hasta infinito.

. Si z[n] es una secuencia hacia atrds, la ROC se extiende desde el
polo de menor magnitud hasta el origen del plano complejo.

. Si z[n] es una secuencia hacia ambos lados, la ROC consiste en un
anillo, cuyas fronteras interior y exterior estdn acotadas por polos.



Propiedades de la regién de convergencia

> Se vio que secuencias distintas pueden conducir a funciones
transformada Z idénticas que tnicamente difieren en la ROC.
» Funciones transformada Z iguales implican un diagrama de polos y
ceros igual.
» Las propiedades de la ROC limitan las posibles ROC asignadas a
cierto patrén de polos y ceros.



Propiedades de la regién de convergencia

Secuencia Secuencia
hacia adelante hacia atras
Im Im

Diagrama de
polos y ceros

Im

ab /1c Re

Secuencia hacia Secuencia hacia
ambos lados ambos lados



Propiedades de la regién de convergencia

Causalidad y estabilidad de sistemas y vinculo con la ROC

Sea un sistema con respuesta al impulso h[n] cuya transformada Z es H(z).
» Sistema causal:

> Si el sistema causal, la respuesta al impulso cumple que h[n] = 0 para n < 0.
> Esto significa que h[n] es una secuencia hacia adelante.
» La ROC de H (%) abarca desde la circunferencia determinada por el polo de
mayor magnitud hasta el infinito (propiedad 5).
> Sistema estable:
> Si el sistema es estable, la respuesta al impulso h[n] es absolutamente
sumable.
> Esto implica que existe la transformada de Fourier de h[n] y por lo tanto, la
circunferencia unidad estd incluida en la ROC (propiedad 2).
» La ROC de un sistema estable incluye la circunferencia unidad.
» Sistema causal y estable

> Si el sistema es causal y estable, la ROC de H(z) abarca desde la
circunferencia definida por el polo de mayor magnitud hasta infinito
(causalidad), e incluye el circulo unidad (estabilidad).

» Como consecuencia, los polos de un sistema causal y estable estan
contenidos dentro del circulo unidad (todos tienen médulo menor que uno).



Propiedades de la regién de convergencia

Causal e inestable

Causal y estable




Inversidon de la transformada 7

» Una aplicacién de la transformada Z es en el anélisis y disefio de
sistemas en tiempo discreto.
> Muchas veces el andlisis implica calcular la transformada Z de un
sistema, manipular la expresién matemdtica y encontrar la
transformada inversa.

> La teoria de las funciones de variable compleja brinda métodos
formales para invertir la transformada Z, por ejemplo, el teorema
integral de Cauchy.

» Debido al tipo de secuencias y transformadas Z que se encuentran
en el andlisis de sistemas de tiempo discreto, son preferibles métodos
menos formales.

» Método de inspeccidén
> Descomposicién en fracciones simples
> Aplicacién de las propiedades de la transformada Z



Inversién de la transformada Z
Método de inspeccidn
» El método de inspeccién consiste en reconocer por inspeccién (es
decir, mirando), ciertos pares de transformadas Z.
Ejemplo: transformada Z de primer orden

» Las secuencias exponenciales son muy frecuentes en la practica, y se
vio que
=z z 1

" — = >
auln] Z == 2l > lal

» Si se necesita encontrar la transformada inversa de

1 1

X@)=—1—, k>3,

1_
2

> por inspeccidn es inmediato reconocer que la secuencia asociada es



Inversidon de la transformada 7

Ejemplo: transformada Z de primer orden

> Si la regién de convergencia asociada a X (z) fuera |z| < 5 , la
secuencia asociada, de acuerdo a la ecuacién 3, seria

2ln] = — (;)n ul-n —1].

Método de inspeccion

» Para aplicar el método de inspeccién es necesario una tabla de
transformadas Z de secuencias basicas.



Inversidon de la transformada 7

Tabla de pares de transformadas

Secuencia, xz[n]  Transformada Z, X(2) ROC
5[n] 1 Vz
d[n — no) z~"mo z#00 2z # 0
a™u[n] I 2] > |a
—a"u[-n — 1] T 2] < |al
|
nu[n) uiﬁ 2] >1
—nu[—n — 1] 91_22771)721 2] <1
n?u[n) %ﬁ)i) 2| >1
—n2u[—n — 1] % |z <1
1—2" ! cos(w

cos(won)u[n| 1—2z—jlcqs(wg)—05-)z—2 |z| > 1
sin(won)uln] e 21> 1
a™ cos(won)uln] 172;;%;1%,;:§§$;>2,2 |2 > |al
a” sin(won)uln] az__sin(uo) |z| > |al

1—2az—1 cos(wp)+a?z—2



Inversidon de la transformada 7

» La transformada Z de la respuesta al impulso de un sistema de
tiempo discreto es una funcién racional.

» Una funcién racional puede descomponerse en la suma de términos
mas simples, y cada término simple es facil de invertir, por ejemplo,
por inspeccidn recurriendo a una tabla de transformadas.

Descomposicién en fracciones simples

> Se asume que X (z) se puede expresar como un cociente de
polinomios en 2! de la siguiente forma:

M
bkz_k
X(2) = ,EO Cbo bzt by (5)
N Cagtarz 4+ +anz N
S agzF
k=0

> El numerador es de grado M en z7!

> El denominador es de grado N en z7!



Inversidon de la transformada 7

Descomposicion en fracciones simples

» Multiplicando el numerador y el denominador por z™ y por 2V, se

obtiene una expresién alternativa como cociente de polinomios en z

M
2N bpzM =+
kgo g _ZN boz™M + b1 2M71 4 by

M oagzN +a1 2N+ fan

X(z) = —%
Z2M S Nk
k=0

» Notar que:

» Hay M ceros y N polos distintos de cero

» Hay M — N polos en cerosi M > N o N — M ceros en cero si

N > M.
» En cualquier caso, la ecuacién 5 tiene la misma cantidad de polos y
ceros.



Inversién de la transformada 2
Descomposicién en fracciones simples

» El numerador y el denominador se pueden factorizar en monomios

como
M M
Nog T] (2 — cx) bo [T(1 —cxz™t)
X(Z) _ k;l _ k;l ’
Mag [1(z—dg) a0 J] (1 —drz1)
k=1 k=1

donde ¢ y dj, son las raices no nulas del numerador y el
denominador respectivamente.

» Si M < N vy los polos son de primer orden, X(z) puede expresarse
como, N
X()= Y 2 (©
zZ) =
1-— dszl
k=1
> El denominador comtiin es el mismo que el de la ecuacién original.
> Los valores Ay se pueden calcular sacando denominador comin e
igualando los coeficientes del polinomio obtenido con los del
polinomio en el numerador de la funcién original.



Inversidon de la transformada 7

Ejemplo: transformada Z de segundo orden

» Se considera la secuencia causal
con transformada Z dada por

» Equivalentemente, X (z) se
puede expresar en polinomios
en z como

» Las raices del denominador son
i y % y por lo tanto

X(z) =

(=3 (-5

» Como la secuencia es hacia la
derecha, la ROC es |z] > 3.

1
X —
(2) 1-— Zz—l + éz—g
2
z
X(Z): 227%214»%




Inversidon de la transformada 7

Ejemplo: transformada Z de segundo orden

» Aplicando la descomposicién en fracciones simples (ecuacién 6),
X (z) se puede escribir como,

» Hay que calcular A; y As. Para eso, se saca denominador comiin,

B A (1 — %271) + Ag (1 — %zil) Notar que el numerador
X(z) = (1 _ iz_l) (1 _ %2_1) queda de primer grado
_ grado N — 1 en general
At Ay~ (BAr 4+ 34p) o) terade, :

(=3 (- 4

» Como el numerador de la funcién original es 1, se tiene que cumplir

que
N {Al i -1

Il
O =

Ay

|
N

{ A+ Ay =
1A, + 14,



Inversidon de la transformada 7

Ejemplo: transformada Z de segundo orden

» Por lo tanto, X (z) queda

1 2 | |>1
— s zZ —
1—2z71  1-1x1 2

X(2)

» Por inspeccién y usando la propiedad de linealidad de la
transformada Z, se reconoce que la secuencia es

zn] = 2 <;)n uln] — (i)n uln]



Inversidon de la transformada 7

Descomposicién en fracciones simples

> Se vié que X (z) puede expresarse como
N

Ap
X(2) = Z 1—dpz!
k=1

» Método de la“tapadita” para el célculo de los coeficientes Ay:

» Multiplicando ambos lados de la ecuacién por (1 —digz"') y
evaluando en z = dj, se tiene que Ay vale

Ak = (1 — dkzil)X(Z)’Z:dk



Inversidon de la transformada 7

Ejemplo: transformada Z de segundo orden (otra vez)

» En el ejemplo, se habia llegado a que

1 . Ay n Ay
- E00-3) 15 -5

X(z) =

» Para calcular A;:
1. se multiplican ambos lados de la igualdad por (1 — 1z7'),

1 R ST € S R
(1 i )X(z)_(lfézfl)_Ale T

2. se evaltia en z = 1, resultando en

(1 - iz*) X(2)




Inversidon de la transformada 7

Descomposicién en fracciones simples

» Se vio como un cociente de polinomios puede descomponerse en fracciones
simples si el grado del numerador es menor que el grado del denominador,
es decir, si M < N.

» En el caso en que M > N, hay que sumar ademds un polinomio de grado
M — N en z~! para hacer la descomposicién,

Z B z""+Z dkz ; (7)

> De esta forma, al sacar denominador comtin, el grado del numerador del
primer término de la ecuacién anterior queda M, igual al grado del
numerador de la transformada original.
» Para calcular los coeficientes Ay y B, se procede igual que en el caso
anterior
» Se saca denominador comdn.
> Se iguala el polinomio obtenido en el numerador con el polinomio del
numerador en la transformada original.
> Esto conduce a un sistema de M + 1 ecuaciones y M + 1 incégnitas.



Inversidon de la transformada 7

Ejemplo: otra transformada Z de segundo orden

» Se considera la secuencia causal () = 142271 4272
con transformada Z dada por () = 1— %Zfl + 5272'
» Equivalentemente, X () se X(2) = 22+22+41
puede expresar en polinomios 2= 22 _ %z + %
en z como
» El numerador tiene raiz doble
—1 y el denominador tiene
raices £ y 1, y por lo tanto
(= +1)°
X(Z):(z—l)(z—l) 2 -
2 72
B (14 271)2
(137 (1=271)
» Como la secuencia es hacia la

derecha, la ROC es |z] > 1.



Inversidon de la transformada 7

Ejemplo: otra transformada Z de segundo orden

» En este caso M = N = 2 y no hay polos miltiples, por lo que para
descomponer en fracciones simples hay que aplicar la ecuacién 7,

Al A2
X =B 8
(2) 0+17%271+17271 (8)
» Hay que calcular By, Ay y A;. Para eso, se saca denominador
comin,
1 - _ B .
X(Z):Bo(1—§z 1)(1—z 1)+A1(1—Z 1)+A2(1—§Z 1)

(1-3z71) (1-27)

» Operando e igualando el numerador con el numerador de la
transformada original, se tiene que

1 1
(B0+A1+A2)7 (iBO + A1 + 2A2> Zﬁl+530272 = 1+2271+272



Inversién de la transformada 2
Ejemplo: transformada Z de segundo orden

» lo que conduce a un sistema de tres ecuaciones (M + 1) y tres

incégnitas
By + A + A = 1 By = 2
%B0+A1+%A2:—2 = A= -9
3Bo = 1 A = 8

» Sustituyendo en la ecuacién de la descomposicién (ecuacién 8),
X (z) queda

9 8
+

X(Z):2_ o1 l_z_lv

|z| > 1

1
1=3

» |nvirtiendo cada término, se obtiene la secuencia,

2[n] = 26[n] — 9 <;>nu[n] + 8u[n].



Inversidon de la transformada 7

Descomposicidn en fracciones simples

» En el caso en los polos son de primer orden
> Si el grado del numerador es menor que el grado del denominador en
27!, es decir, M < N, X(z) se puede expresar en la forma de la
ecuacién 6.
> Si el grado del numerador es mayor o igual que el grado del
denominador, es decir M > N, X(z) se puede expresar en la forma
de la ecuacién 7.

» Si X (z) tiene polos de multiplicidad mayor que 1, existe una
expresién alternativa mas complicada para descomponer X (z) en
fracciones simples.

» En muchas ocasiones es posible encontrar la antitransformada
usando una tabla de antitransformadas combinada con la aplicacién
de propiedades de la transformada Z.



Inversidon de la transformada 7

Secuencias de duracidn finita

>

En el caso de secuencias de duracién finita, X (z) es una funcién
racional pero solo tiene polos en z = 0.

Para ver esto, considérese la secuencia z[n] no nula en
—M1 S n S Mg.

La secuencia puede expresarse a partir de impulsos como
Mo
zln] = Y x[k]o[n — k]
k?szl

— o[ MuJ3ln + Mi] + - + 2 —1]6[n + 1] + 0]+
z[1])0[n — 1] + -+ - + [ M3]d[n — Ms)]

Teniendo en cuenta que

Z{d[n — k] Z on—k

n=—oo

= Z_k



Inversidon de la transformada 7

Secuencias de duracidn finita
» Por la linealidad de la transformada Z, se tiene que

Moy

X(z) = Z x[k]z™*

k=—M;
=M 2"+ z[-1]z 4 2[0) + 2[1]27 + - 4 2[M]z M2
[ My 2T [ 1] 2 [0)2M2 4 2[1]2M2 T 4 [ M)

Mz
> X (z) tiene M + My ceros distintos de cero y My polos en cero.
» La ROC es todo el plano complejo excepto z =0y z = oo.
» Si la secuencia fuera causal, es decir M7 =0,
z[0]2M2 + 2[1]zM271 4. 4 [ My]

X(z) = i ROC: Vz, 2 £ 0

» Si la secuencia fuera anticausal, es decir My = 0,

X(2) = a[-My)z" + . 4 2[-1]z+2[0]  ROC: Vz, z <



Inversidon de la transformada 7

Ejemplo: secuencia de largo finito

» Se quiere encontrar la secuencia cuya transformada Z es

1 1
X(z)=z2—§z—1+§z*1.

> Teniendo en cuenta que (ecuacién 9)

_ 2 _p Vz,2z#0 sik>0
Oln — k] = 27, Vz,z<oo sik<0

> por inspeccidn, se llega a que la secuencia es

z[n] =dn+2] — %6[n+ 1] = é[n] + %5[71— 1].



Propiedades de la transformada Z

» Combinando propiedades de la transformada Z con técnicas de
inversion, es posible calcular transformadas inversas de expresiones
complejas.

» La notacién usada serd la siguiente:

> X(z) denota la transformada Z de z[n]
» La ROC de X (z) es indicada por R,

z[n] <2 X(z), ROC=R,



Propiedades de la transformada Z

Linealidad

» La linealidad de la transformada se deduce directamente de la
definicién, e indica que

az[n] + bxa[n] s aXy (2) +bX2(2), ROC contiene R;, N R,,

> Los polos de la combinacién lineal consisten todos los polos de X1 (z)
y Xs(z), excepto que puede haber cancelacién de polos con ceros.
> Por lo tanto, la ROC de la combinacién lineal puede ser mayor.

» La propiedad de linealidad ya se usé previamente en en la
descomposicién en fracciones simples para el cémputo de la
transformada inversa.

» Demostracidn: ejercicio.



Propiedades de la transformada Z
Desplazamiento temporal
» La propiedad de desplazamiento temporal indica que
(excepto por la adicién
x[n — ng) & 27" X (z), ROC =R, o eliminacién de

z=002z=00)

» Demostracién: Sea y[n] = x[n — no]. La transformada Z de y[n] es

oo

Y(z) = Z x[n —nglz™"
@ 00 ( ) (a) Cambio de variable
L x[m)z~mFno
2 S
=z "o Z x[ml]z™™



Propiedades de la transformada Z

Ejemplo: aplicacién del desplazamiento temporal

» Se considera la transformada Z X(2) = 1 12 > 1
dada por z _z—i’ o 4
—1
» Equivalentemente, X (z) se X(z) = <
puede expresar en polinomios 1—- iz_l

en z~! como

> X(z) tiene solo un polo en z = I y no tiene ceros. Adems, el

grado del numerador es igual al grado del denominador en 21, con
M=N=1.

» Por lo tanto, segtin la ecuacién 7, X(z) se puede expresar como

Ay Bo+ A; — 1Bpz7! By = —4
X(z) =By + = 4 =
G =Bt o1 e A = 4
4
» concluyendo que X(z) = -4+ 1- L1
> Finalmente, mediante x[n] = —46[n] + 4 (1 u[n]
inspeccidn, la secuencia es 4



Propiedades de la transformada Z

Ejemplo: aplicacién del desplazamiento temporal

» Notar que z[n] puede escribirse de forma mas concisa como

zn] = (i)n_l uln — 1.

Lo mismo aplicando la propiedad de desplazamiento temporal

» Partiendo de la transformada original, se ve que

X(z) = 2 (11_1> — Y ()

= —
1—4,2

» Por la propiedad de desplazamiento temporal se cumple que

z[n] = yln —1].



Propiedades de la transformada Z

Ejemplo: aplicacién del desplazamiento temporal

» Ademds, Y'(z) es una transformada conocida (ecuacién 2),

yln) = ()nu[n] EY(z)= —5—, ROC: |z > %



Propiedades de la transformada Z

Multiplicacién por una secuencia exponencial
wan] 25 X(2/2),  ROC = |2| R,

» Observaciones:

> En el caso en que zo es real positivo, el escalado corresponde a una
contraccién o expansion del plano complejo en direcciones radiales.

> Si zp es complejo de magnitud unidad, zp = e7“0 el escalado
corresponde a una rotacién de dngulo wo del plano complejo.

> Corresponde a la propiedad de desplazamiento en frecuencia de la
transformada de Fourier. Si la transformada de Fourier existe (la
ROC contiene la circunferencia unidad), se cumple que

0 z[n] +Is X (7€ )0) = X (/@ T0))

» Demostracion: ejercicio.



Propiedades de la transformada Z
Ejemplo: multiplicacién por secuencia exponencial

> Se quiere calcular la transformada Z de x[n] = r™ cos(won)u[n]

» Para eso, se observa que z[n] se puede expresar como

z[n] = 1" (W> uln]

2
1 jwo \ 1 1 —jwo\n
= —(re“°)"uln] + = (re”7«°)"uln|
2 2
: z 1
» Teniendo en cuenta que u[n] < =Y |z| > 1,
—z

» y usando la propiedad de multiplicacién exponencial, se ve que

. 1 1
(re?“o)"u[n] & — = : , 2>
1— (=%5) 1 —rejwoz—1
rel«o
) 1
(re=7“%)"u[n] NN |z| > r

1—reiwoz=1’



Propiedades de la transformada Z

Ejemplo: multiplicaciéon por secuencia exponencial

» Usando la propiedad de linealidad se tiene que

1 1

— 2 2
X(2) = [—resmozTt | 1 redwoo 1’ 2l >

» Sacando denominador comiin y operando, se llega a que

1 —rcoswyz™!

X (2) lz| > r

1 —2rcoswpz— ! + 12272’



Propiedades de la transformada Z

Diferenciacién de X (z)
» La propiedad de diferenciacién indica lo siguiente:

nxn| AN 7Zd)d((z)’ ROC =R,
z

Demostracion

» La definicién de la

transformada Z es » Por lo tanto,
> dX
X(z) = Z x[n]z"". -z Y Z
> vy la derivada, _ Z nafn)z "
2y — Z{naln)}
= Z (—n)z[n]z

n=—oo

-1



Propiedades de la transformada Z
Ejemplo: polo de segundo orden
> Se quiere calcular la transformada Z de z[n] = na™u[n|.

» La transformada Z es

X(z)= —Z%Z{a"u[n]}

d 1 ,
= —z— [ — _

dz \1—az™1! a 1 __ —az

Cas2 dz \1—az"1! (1—-az"1)2

- _z(l —az™1)?

az™!
= A —az )2’ 2] > |al

» Por lo tanto,
-1
na"un| P |z| > |a]

(1—az"1)2’



Propiedades de la transformada Z

Conjugacién de una secuencia compleja

» La transformada de una secuencia conjugada es,
2*[n] <2 X*(z*), ROC=R,

Observaciones:
» Considérese una secuencia z[n| real. Se cumple que

Z
x””[z]z))(((é)) y anl =] =  X(2) = X*(z%)

» La transformada Z en el semiplano inferior es la conjugada del

semiplano superior.
> Por lo tanto, una secuencia real tiene polos y ceros reales y pares

complejos conjugados de polos y ceros complejos.



Propiedades de la transformada Z

Inversién temporal

z[-n] <2 X(1/z),  ROC = R%

Convolucidn de secuencias

» La propiedad de convolucién indica que

a1[n] % 22[n] <2 X1(2)X2(z),  ROC contiene Ry, N Ry,



Propiedades de la transformada Z

Convolucidn de secuencias
Demostracién

» La convolucién se y[n] = Z z1[k]za[n — K]
define como k=—00
> La transformada Z de y[n] es
Y(z2)= Z { Z xl[k}mg[n—k}}z"
n=—oo (k=—oc0
- k_z 21 [k] _Z_ o[ —kJ2™" (a) Se cumple que
> Z{xaln — K]} = 27" X (2)
= Z x1[k]Z {x2[n — K]}
k=—o0
@ X, (2) ST afk]e
k=—oc0

= Xl(Z)X2(Z)



Andlisis de sistemas lineales invariantes en el tiempo
con la transformada Z



Andlisis de SLIT con la transformada Z

» Un SLIT queda completamente caracterizado con su respuesta al
impulso h[n], y la salida ante una entrada x[n] estd especificada por,

» Como la transformada Z transforma la convolucién en el producto,

se cumple que
Y(z) = H(2)X(2).

> H(z), la transformada Z de la respuesta al impulso de un SLIT se
denomina funcién de transferencia del sistema.

X(z)—» H(z) —» Y(?) H(Z):X(z)

> La transformada Z es particularmente (til en el andlisis y disefio de
sistema recursivos caracterizados por una ecuacion en diferencias.



Funcidn de transferencia de sistemas recursivos

> Los sistemas de respuesta al impulso infinita (IIR) se definen a
través de una ecuacién en recurrencia,

Zaky[n—k‘] =Zbkm[n—k‘] (10)

» La salida se puede determinar recursivamente como,
y[n] = bozxn] + biz[n — 1] + bex[n — 2] + - - - + bpysz[n — M]
—ary[n — 1] —asy[n — 2] — - -~ — any[n — N]

> Se consideré ap = 1 (no se pierde generalidad)
> Se vio que si el sistema se encuentra inicialmente en reposo, es decir,

yl=1=y[-2] = =y[-N] =0,

el sistema es lineal e invariante en el tiempo.



Funcidn de transferencia de sistemas recursivos
» Se escribe la ecuacidn de recursién como
y[n] +aryln — 1]+ azyln — 2] + -+ +any[n — N| =
box[n] + biz[n — 1] + bex[n — 2] + - - - + byry[n — M|

» Aplicando la transformada Z a ambos lados de la igualdad, y
teniendo en cuenta las propiedades de linealidad y desplazamiento
temporal, se tiene que

Y(2)+a127 'Y (2) + a0z ?Y(2) + - +anz VY (2) =
boX (2) + 127 X (2) + bz 2 X (2) + -+ + bz M X(2).
> Luego se sacan los factores comunes Y (z) y X (z)
Y (2) (1 +az Va2 2+ + aNz_N) =
X(z) (bo bz P bz 24+ szfM)
» Dividiendo Y'(z) entre X (z) se obtiene la funcién de transferencia:

H(z)= Y(2) _ bo+ b1zt +byz 24+ by ™
X(z) l+taz'4+agz2+---+ayz N




Funcidn de transferencia de sistemas recursivos

Observaciones

» La funcién de transferencia de un sistema recursivo es un cociente
de polinomios en 2z~ 1.

» Para funciones racionales es directo el calculo de la respuesta al
impulso h[n| a partir de la transformada Z del sistema mediante la
transformada inversa.

» La respuesta en frecuencia H(e/*) se obtiene evaluando la funcién
de transferencia H(z) en la circunferencia unidad z = e7%.

» Hay una relacién directa entre la ecuacién de recurrencia y la
funcién de transferencia:
> los coeficientes que multiplican a los términos z[n — k| en la
ecuacién en recurrencia son los coeficientes del polinomio del
denominador de la funcién de transferencia.
> los coeficientes que multiplican a los términos y[n — k] en la
ecuacién en recurrencia son los coeficientes del polinomio del
numerador de la funcién de transferencia.



Funcidn de transferencia de sistemas recursivos

Ejemplo: sistema de primer orden

» Se considera el siguiente sistema IIR de primer orden:

Ecuacidén en recurrencia Diagrama de bloques

yln] = ay[n — 1] + z[n]

> Se vio previamente que la respuesta al impulso del sistema puede
calcularse recursivamente.

» Para eso, se impone la condicién inicial y[—1] = 0 y se establece la
entrada en z[n] = d[n].

» Resolviendo el sistema recursivamente en n > 0 se tiene que,

y[0] = ay[~1] + 6[0] = 1 y[3] = ay[2] + 6[3) = a®
y[1] = ay[o] + 6[1] = a

y[2] = ay[1] +0[2] = a® y[n] = a” sin>0



Funcidn de transferencia de sistemas recursivos

Ejemplo: sistema de primer orden

» Se concluye que la respuesta al impulso es h[n] = a™u[n].

Calculo de h[n] a partir de la funcién de transferencia

» Aplicando la transformada Z a la ecuacién en recurrencia,
y[n] = ayln — 1] + z[n] Y(2) = az" Y (2) + X(2)
> y operando, se obtiene la funcién de transferencia del sistema,

Y(2) 1
X(z) 1—az!

H(z) =

» Asumiendo que el sistema es causal, como tiene un lnico polo en a,
la ROC es |z| > |al.

» Por inspeccidn, la transformada Z inversa es hin] = a™uln].

» En el caso de ecuaciones en recurrencia mas complejas, en general es

mas facil el clculo de la respuesta al impulso a partir de la inversién
de la funcién de transferencia.



Funcidn de transferencia de sistemas recursivos

Ejemplo: sistema de segundo orden

» La funcidén de transferencia de un sistema lineal e invariante en el
tiempo es
(1421
(1—2271) (143271
Se quiere encontrar la ecuacién en recurrencia del sistema y la
respuesta al impulso h[n].

H(z) =

Ecuacidn en recurrencia

» Expandiendo el numerador y el denominador para obtener un
cociente de polinomios, se llega a que

1422714272 Y(2)
T (1)

gz

> vy despejando, se obtiene

<1 + iz_l - 27:‘2) Y(z)=(1422""427%) X(z)



Funcidn de transferencia de sistemas recursivos

Ejemplo: sistema de segundo orden
» Luego

1 3
Y(z)+ zzle(z) — gZﬁQY(z) =X(2)+227'X(2) + 272X (2)
» Finalmente, aplicando la propiedad de desplazamiento temporal de
la transformada Z, se llega a que,

yln) + ol — 1] = Syl — 2] = afa] + 2fn — 1] +aln — 2

Respuesta al impulso
» Para calcular la respuesta al impulso, hay que calcular la
transformada inversa de H(z).
» Para eso, se puede descomponer H(z) en fracciones simples.

> H(z) tiene el grado del denominador igual al grado del denominador
en z~!. Concretamente, en este caso N = M = 2.



Funcidn de transferencia de sistemas recursivos

Ejemplo: sistema de segundo orden

Respuesta al impulso
» Por lo tanto, aplicando la ecuacién 7, H(z) puede expresarse como
Ay A

1— z*1+1+%z*1

H(Z)ZB()-F T
2

» Sacando denominador comiin e igualando el numerador al numerador
de la transformada original (ecuacién 11), se obtienen By, A1 y As,

8 L
H(z) = _° 5 i5
(=) 3+1—lz*1+1+%z*1

> y por inspeccién se llega a que,

in] = —Sln] + (;)n uln] + 35 (—Z)n uln].



Representacion en diagrama de bloques

> La respuesta al impulso de sistemas L/T en serie es la convolucién de
las respuestas al impulso de cada sistema en la serie.

» La transformada Z transforma la convolucién en producto. Por lo
tanto, la funcién de transferencia de sistemas en serie es el producto
de las funciones de transferencia de cada sistema en la serie.

—> hin ha[n] —— —>»  hi[n] * haln] ——>
o L W e L
—> Hi(z Hy(z) —> —» Hi(2)Hy(z) ——>
z[n] = ) yln]  xn] (B y[n]

» Considérese un sistema recursivo genérico,

Ecuacidn en recurrencia Funcién de transferencia
M
N M 3 b2k
k=0
y[n]*zaky[”*k] :Zblﬂ[”*k] H(z) = N
k=1 k=0 1— 3 apz*
k=1

(Por conveniencia, se cambié la forma de la ecuacién 10)



Representacion en diagrama de bloques

» La funcién de transferencia H(z) se puede escribir como

M 1
H(z) = (Z bkzk> ———— | = Hi(2)Ha(2)
k=0 1— > agz=F
k=1

Hl(Z)

HQ(Z)

» Esto indica que el sistema puede considerarse como la cascada de
dos sistemas con funciones de transferencia Hy(z) y Ha(2).



Representacion en diagrama de bloques

» Considerando que el sistema z[n] v[n]
H,(z) produce la salida e
v[n] con la entrada z[n], se 1
cumple que, N

M et 9
ke V(2)
Hi(z) =) bz "= . .
=2 e =
k=0
» y por lo tanto, l
M Z!
= Zbkz_kX(z) o= M+1] &)
k=0

» Antitransformando, se z
obtiene la ecuacién en -
recurrencia, o
nJ :Zbkx[n—k} = box[n] + biz[n — 1] + -+ + bpyrz[n — M.



Representacion en diagrama de bloques

» Considerando que el sistema oln] y[n]
Hs(2) produce la salida ¥ ]
y[n] con la entrada v[n], se
tiene que,

M- — LY a

N
1— 3 apz="
k=1

— - ..

> y por lo tanto,

N
Y(z)—z arz Y (2) = V(2) & @ i =N 1)
k=1

—1

» Antitransformando, se
obtiene la ecuacién en

recurrencia,
N

yln] = Zaw[n—k]—kv[n] = ary[n—1]+agy[n—2]+- - -+any[n—N]+v[n]

yln — N]

¢



Representacion en diagrama de bloques

» El sistema completo consiste en ambos sistemas en cascada. El
diagrama de bloques queda

e
\J
(1
\J
fe—]

z[n) @ L [n] o y[n]
N

yln—1)

;
:

I
=
+

*
U
®
1
z




Representacion en diagrama de bloques

» Por tratarse de SLIT, puede cambiarse el orden de los sistemas en la
cascada manteniendo la funcién de transferencia global.

z[n] o wn] v[n]

» Se asume sin
perder generalidad
que M = N. 27 | 2

» Si lo anterior no o
fuera cierto, \1
o

>3
te—
te—]
>
(=}
!
}

algunos
coeficientes ax o
by serian nulos en

la figura.

» La senal en las

-1
-1
cadenas de
& wln— N +1] o)
retardos es la
-1

misma, por lo que
puede usarse solo z z

una cadena de
wln — N]
retardos.




Representacion en diagrama de bloques

» Implementacién en forma candnica: usando la cantidad minima de
retardos.

(1
AL

U
f—]
@
(=]
}
T
’T’i
3

@ v @



Funcidn de transferencia de sistemas recursivos
Ejemplo: diagrama de bloques
» Se considera el sistema L/T con funcién de transferencia

- 142271
1 —-152"140.92"2

» La ecuacidén en recurrencia se obtiene viendo que
Y(z)

75 = 36)

= Y (2)-1.527'Y(2)+0.9272Y (2) = X(2)+227 1 X(2)

» y antitransformando,
y[n] — 1.5y[n — 1] + 0.9y[n — 2] = z[n] + 2x[n — 1]

> Segin la definicidn del sistema recursivo genérico, al despejar y[n]
quedan los coeficientes ay y by con el signo correcto

y[n] = 1.5y[n — 1] — 0.9y[n — 2] + z[n] + 2z[n — 1]

» Por lo tanto, bg =1, by =2, a1 = 1.5y as = —0.9.



Funcidn de transferencia de sistemas recursivos

Ejemplo: diagrama de bloques

z[n]

» El diagrama de
bloques es

» Y la implementacién
en forma candnica es




[

E
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