Modulacion y procesamiento de senales

Préactico 3
Transformada de Fourier

Cada ejercicio comienza con un simbolo el cual indica su dificultad de acuerdo a la siguiente escala: 4 basico, * medio, %
avanzado, y % dificil. Adem4ds puede tener un ntimero, como (3.14) que indica el nimero de ejercicio del libro Discrete-time
signal processing, Oppenheim/Schafer, 2nd edition, o (2.13, Hayes) que indica el ndmero de ejercicio del libro Schaum’s

Outline of Theory and Problems of Digital Signal Processing, Monson H. Hayes.

+Ejercicio 1 (2.6)

(a) Calcule la respuesta en frecuencia H (e/*) del sistema lineal e invariante con el tiempo cuya entrada
y salida satisfacen la ecuacion en diferencias

y[n] — %y[n — 1] =z[n] +2z[n — 1] + z[n — 2]

(b) Escriba la ecuacién en diferencias que caracteriza un sistema cuya respuesta en frecuencia es

_ 1l —jw —Jj3w
H(ij) = 1 26 + €
1+ %e*j‘*’ + %e*ﬂ‘*’

+Ejercicio 2
Considerar un sistema lineal invariante en el tiempo cuya respuesta en frecuencia es
1— e—j2w

He¥)=—5——, —m<w<m.
(™) 14 1e—7aw’ TRwsT

(a) Determinar la salida del sistema si la entrada es z[n] = sin (%)

*Ejercicio 3 (2.9)

Considere la siguiente respuesta al impulso
1 n 1 n
i =2((3) - (5)

Encuentre la respuesta del sistema a una entrada escalon.

Escriba la respuesta en frecuencia.

)
)
) Encuentre la respuesta del sistema a una entrada z[n] = Asin(w,n + ¢).
) Escriba la ecuacién en diferencias que caracteriza al sistema.

)

Indique un diagrama de bloques para el sistema.



*x Ejercicio 4 (2.13, Hayes)

Considerar la interconexién de los sistemas lineales invariantes en el tiempo que se muestran el la siguiente
figura:

> hg [n]

x[n]—> hi[n] y[n]

» h[n] > haln]

(a) Expresar la respuesta en frecuencia del sistema total en términos de Hy(e’“), Ho(e?*), H3(e’*) y
H4(6jw).

(b) Encontrar la respuesta en frecuencia si

x Ejercicio 5

Hallar la transformada de Fourier en tiempo discreto (DTFT) de las siguientes secuencias utilizando la
ecuacién de andlisis. Graficar su modulo y fase.

(a) d[n —ngl

(b) &[n] +6d[n — 1] + 36[n — 2]
(¢) a"u[n], donde |a| < 1

(@ geioon

(e) Acos(won + @)

(f) a""'u[n — 1], donde |a| < 1
(g) a/"!!, donde |a| <1

(h) S Sohe ar, Oln — K]

x Ejercicio 6 (2.5, 2.26, Hayes )

Encontrar las respuestas al impulso h[n] de las siguientes respuestas en frecuencia.

joy_ J 7 0<|w[<Swe
@ e ={ 7, ks

jwy — J O<w<m
o) me)={ 1 VSEST

(c) Hs(edw) =37 [276(w — 27k) + 76 (w — /2 — 27k) 4+ w6 (w + 7/2 — 27k))]
(d) Hs(e/®) = cos’w

+ Ejercicio 7 (2.33, 2.66, Hayes)

Sea x[n] una secuencia con DTFT X (%), expresar las DTFT de las siguientes secuencias en funcién de
X (e7%).

(a) a*[-n]

(b) z[n] —z[n — 2
(¢) z[2n]
(d) xln] *z*[=n]



*x Ejercicio 8 (2.35, Hayes)
Sea x[n] la secuencia
z[n] = 20[n + 2] — 0[n + 1] 4+ 3d[n] — d[n — 1] + 25[n — 2]
Evaluar las siguientes cantidades sin hallar explicitamente X (e/*):

(a) X ()|

w=0

+m )
(b) | X(e?*)dw

—T

(c) X(c7)

W=7

+m . 2
(d) _f ‘X(ejw)| dw

+Ejercicio 9 (2.17)

Para la secuencia

s = [ L 0snsM
1 0 de otro modo

(a) Determinar la transformada de Fourier.
Considerar ahora la secuencia

_ l[l—cos(z”—"ﬂ 0<n<<M
win] = { ’ 0 M de otro modo

(b) Bosquejar w[n] y expresar la transformada de Fourier de w[n] en funcién de la transformada de
Fourier de r[n].

Sugerencia: expresar w[n] en funcién de r[n] y las exponenciales complejas ed2mn/M y eI2mn/M

(c) Bosquejar el médulo de R(e??) y W (e??) cuando M = 4.

+Ejercicio 10 (2.26)

Una secuencia z[n] es secuencia propia de un sistema si T{x[n]} = k - z[n] para algin k constante. Para
cada una de las secuencias indicadas encontrar el sistema SLIT estable mds genérico para el cual la
secuencia es una secuencia propia.

(a) 5 uln]

(b) ej200n
(C) ejQOn +ej290n
(d) 5"

*x Ejercicio 11 (2.70)

Un operador numérico cominmente usado, llamado diferencia hacia atrds, se define como:
y[n] = V(z[n]) = z[n] — z[n — 1],

donde z[n] es la entrada e y[n] la salida del sistema diferencia hacia atrds.
(a) Mostrar que el sistema es lineal e invariante en el tiempo.

(b) Encontrar la respuesta al impulso del sistema.

(¢) Encontrar y bosqueje la respuesta en frecuencia (magnitud y fase).



(d) Mostrar que si

entonces
V(z[n]) = V(f[n]) * g[n] = fln] * V(g[n])
donde * denota convolucién discreta.

(e) Encontrar la respuesta al impulso de un sistema tal, que puesto en cascada con el sistema diferencia
hacia atrds es capaz de recuperar la entrada. En otras palabras, encontrar h;[n| tal que

hi[n] * V(x[n]) = z[n]



Solucion

Ejercicio 1

(a) Dado que el sistema es lineal invariante en el tiempo, para una entrada exponencial x[n] = e?*™
se tiene una salida y[n] = e/“" H(e’*). Ingresando una entrada exponencial, la ecuacién en diferencias
resulta:

H(ejw)ejwn _ %H(ejw)ejw(nfl) — ejwn + 2ejw(n71) + 6jw(n72)

Despejando H (e’*)resulta, ‘ ‘
14 2e70 4 eI
B 1— e v

H(el®)

(b) Haciendo el camino inverso de la parte anterior resulta,

yn] + 3oln — 1+ Syfn — 2] = aln] — Laln — 1] +ofn — 3

Ejercicio 2
Como el sistema es lineal invariante en el tiempo la salida es
yln) = |H(e' )| sin (5 + 2H(T))

Ejercicio 3

(a)

h[n] xu[n] = k:i:cooh[k]u[n — k]
=238 ()"~ (1) ulo -
- 2,;%[@)’“ - (i)k]
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(b)
. too .
H(e*) = > h[kle kv

k=—o00

=25 (1) - (3] e

=92 1 _ 1
—Jw —Jw
1,% 11—~

e 7*/3

_ 5e—Jw e—2jw
1 6 + 6

(c) Dado que el sistema es lineal e invariante en el tiempo,

y[n] = hin] * 2[n] = |H(e?*°)|sin (wo +o+ AH(ej“’O))



(d) A partir de la respuesta en frecuencia encontrada se puede concluir que la ecuacién en recurrencias
es

) . . .
y[n] — gy[n -1+ éy[n -2 = ggy;[n —1]
Ejercicio 5
(a) Xa(ejw) = d[n — no]e_j“m = e~ Jwno

n=—oo

(b)  Xu(e®) =527 (8[n] +68[n — 1] + 36[n — 2]) e " = 1 4 6e 7% 4 3o~ I

n=—oo

También se pudo haber obtenido utilizando el caso anterior y la propiedad de linealidad.

(€)  Xe(€*) =302 atulnle " = 3% ame I = 300 (ae )"

Para |a| < 1 tenemos una serie geométrica convergente, resultando

1

Jwy — .
X (e7¥) = St la| <1
(d) Xd(ejw) _ :Zoioo %e—ngne—jwn _ % :zriofoo e—j(w—wo)n
Observar que |e~7(@~«0)| = 1, por lo que la férmula de la serie geométrica no nos es ttil. Utilizando la

férmula de Poisson de la hoja de férmulas del curso, con « =1y ¢t = w — wy podemos afirmar que

“+o0
X4(e’) = Ar Z 0(w — wo — 27k)

k=—o0

O sea que en el intervalo de w igual a [—7, 7] se tiene Xy4(e/*) = And(w — wp)

(e) Xe(ejw) _ :io_oo Acos(won + ¢)e*jwn - A ::io—oo (ej(won+¢>+2€7j(won+¢)> o—jwn

Xe(ejw) — g +o0 (ejwonej¢ + e—jwone—j¢) e—Jjwn

n=—oo

Xe(ejw) - % +oo o —jlw—wo)ngj¢ + g Z::’_OO e—J(wtwo)no—j¢

n=—oo

iwy _ Ael? +oo —j(w—wp)n Ae I¢ +oo —j(w—wp)n
Xe(ev) = Ag= 3070 emlwmwoln g Aem 3T emdlete)

Utilizando el resultado de la parte (d) se obtiene en el intervalo de frecuencias [—, 7],

X (e7%) = Am (8(w — wo)e?? + 6(w + wp)e %)

(F)  Xp(e7) =372 an~tuln — 1e™9em = Y F2 an—lemdwn = 3o @l emjwn — 15700 (gemiw)”

Para |a| < 1 tenemos una serie geométrica convergente, resultando

; 1 ae=I% eI
jwy — = — .
Xyl )_a(1—&6‘7“)_(l—ae—j‘”>7 o <1

X (eIw) = +o0 [n—1| ,—jwn _ 100 Im| ,—jw(m+1)
(g) g(e ) n=—oo0 @ € Zm:—oo a €
Xy (e19) = I ST almlemdom — s [§0 | qmeiom 4 37 qmeion]

Xy (€)= 73 [0 aherh 4 30 ameiem | = e [ 2155 (aei) " + S50 (ae )"

Para |a| < 1 tenemos dos series geométricas convergentes, resultando



1 1 ] _e7% (1 - 2acos(w)) g <1

|1 — aelv|

() Xn(e) = 502 (s SnEag, Ol — k) e79en

Notar que las sumatorias se pueden reordenar de la siguiente manera,

jw M: oo —jwn
Xn(e) = ST ke -ty ( a2 Ol — kle™ )

Luego operando dentro de la serie resulta,

1 L
X Jw _ —jwk
h(e ) 7M1+M2+1kz;we
=—DM

Ejercicio 6
(b) La respuesta al impulso puede ser encontrada a partir de la ecuacién de sintesis de la DTFT,

hin] =45 [ H(e')el™ dw
0 ™

_ 1 : Jjnw 1 - jnw
=5 [ je dwzﬂof]e dw
—T

e (1) = L (e 1)
il 1—einm
Th-

Por lo tanto se tiene que,
2

_J = n impar
hin] = { 0 n par
Lo cual puede ser expresado también como,
2 sin*(nm/2) n#0
MM—{O n=0
(d)

2
H3(e’¥) = (er + e—]w) _ 5 + Zeﬂw + Ze_]QW

Por lo tanto x[n] es,

Ejercicio 7

(a)

DTFT {«*[-n]} :kiz o [—k|e Ik
Too ,
= 5 aer
k=—o00
+oo . :
- 5 x*[k]eﬂkw]
k=—o0
= X*(e)



(b)

DITFT {aln] — 2l — 2]} = (1 - ) X(&)
(c)

DTFT {«2n]} = % X () + % X (e

(d)

DTFT {aln] + " [-n]} = X (). X" (%) = [ X ()|}

Ejercicio 8
(a) Dado que la DTFT de z[n| es

o0

X(ed¥) = Z x[n]e=Im
n=—oo
notar que si evaluamos X (e/*) en w = 0, se tiene
) oo
X(ejw)’w:O = Z x[n]
n=—oo
donde al evaluar con la secuencia z[n] se tiene
X(e)|,_,=5

(b)  Desde la ecuacién de sintesis de la DTFT,
Ul
z[n] = — /X(e]“’ejm")dw
2m

notar que cuando n = 0:
1 .
o] = 5 / X () dw

Por lo tanto se tiene que

/X(ejw)dw = 27z[0] = 67

(c) Evaluando la ecuacién de andlisis de la DTFT de z[n| en w = 7, tenemos

oo o0

X()| = D wlle™™™ =Y (=1)"aln]

n=—o00 n=—o0
donde al evaluar con la secuencia z[n] se tiene

X (/)| =9

W=T



(d) El teorema de Parseval nos dice que

oo

+m
o [ 1K@ do= 3 falmP

n=—oo

por lo que

+m 00
/ ’X(ej“’)‘de =27 Z |z[n]|* = 387

n=—oo

Ejercicio 9

(a) La transformada de Fourier de la secuencia es:

[e'e] M .
X . . 1— e—go(MH)
0\ __ —jo0k __ —j0k __
R(e‘j ) = ;T’U’C]e J = ;T[k]e J = 1—76_.16
(b)
A
wln]
) M n
w[n] _ @ _ e M -tle M
o R(e1) 56+ 3%) +6(6 — 27)
70 _ o M M
W(e’?) —5* <1 )
Wity = R RECH) RO

2 4 4

Ejercicio 10

(a) Observar que si  es una secuencia propia, para la cual existe la transformada de Fourier, se tiene
que Y (/%) = kX (7). Por otro lado como el sistema es un slit estable se tiene que Y (/%) = H(e/?) X (e7?),
por lo que se deduce que la respuesta en frecuencias del filtro debe ser constante para todas las frecuencias
en las que X no es nula.

Puede verse que esta secuencia tiene componentes en todas las frecuencias, por lo que para que la secuencia
sea propia se tiene que cumplir,

hin] = adn]

(b) Para cualquier sistema SLIT estable esta secuencia es propia.



(c) En este caso se debe cumplir que el valor propio asociado a estas dos exponenciales complejas sea

el mismo, es decir: ) .
H(e?%) = H(e?")

(d) Esta secuencia tiene componentes en todas las frecuencias por lo tanto la respuesta para que sea
propia es multiplicar a la entrada por una constante:

hin] = adn]

Ejercicio 11

(a) Para que el sistema sea lineal se debe cumplir que si:
yi[n] = V{z1[n]} v ya[n] = V{z2[n]}
entonces:
ay1[n] + Byz[n] = ys[n] = V {ax1[n] + Br2[n]}
Y como:
Vd{awzi[n] + Baz[n]} = (ax1[n] + Bazn]) — (axi[n — 1] + Bzz[n — 1])

VH{axi[n] + Bazln]} = azi[n] — 2i[n — 1)) + Bza[n] — z2[n —1]) = ayi[n] + By:2[n]

el sistema es lineal.

Para ver que es invariante temporal consideremos las entradas z[n] y x..[n
sistema a x[n] es y[n| entonces la respuesta a x,[n] serd y,[n] = V,[n] =
por lo que el sistema es también invariante temporal.

] = z[n —r]. Si la respuesta del
ol —r] — afn—r 1] = yln 1]

(b) La respuesta al impulso del sistema es:

0 n<0
1 n=0

0 n>1
(c)
|H(e")|
2

10



/H(e")
\

-71/2

(d) Utilizando propiedades de la convolucién tenemos que:
V(z[n]) = (fln] * g[n]) * hin]

(e) Sea g[n] la respuesta al impulso del sistema buscado y h[n] la respuesta al impulso del operador
diferencia hacia atrds. Si ambos sitemas son SLITS, la respuesta de los sistemas puestos en cascada es:

hn] * g[n]

En este caso queremos que:
h[n] = g[n] = 4[n]

Una forma de resolver el problema es considerar a g[n] como la entrada al sistema V de manera que el
problema se convierte en hallar la solucién a la ecuacion en diferencias:

gln] = gln = 1] = 4[n]

Donde la solucién homogénea es: AN™ con A — 1 = 0, es decir: gp[n] = A. Es fécil verificar que una
solucién particular es g,[n] = u[n].
Tenemos entonces que la solucién general de la ecuacién en recurrencia es:

gln] = A+ uln]

que es la forma general de la respuesta que debe tener el sistema buscado.
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