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Respuesta en frecuencia de sistemas

Introduccién

» Previamente se vio que los sistemas lineales invariantes en el tiempo
quedan completamente caracterizados por la respuesta al impulso.
» Conociendo la respuesta al impulso h[n] de un sistema, es posible
conocer la salida y[n] correspondiente a cualquier entrada z[n],

y[n] = z[n] * hin].

» Otra forma de caracterizar completamente a un SL/T es mediante la
respuesta en frecuencia.

> La respuesta de un SLIT a una secuencia sinusoidal (exponencial
compleja) es otra secuencia sinusoidal (exponencial compleja) de la
misma frecuencia, con magnitud y fase determinada por la respuesta
en frecuencia del SLIT.

> Por otro lado, mediante un andlisis de Fourier, las sefales en tiempo
discreto pueden representarse como combinacidn lineal de sinusoides
o exponenciales complejas.

» Si se conoce la respuesta en frecuencia del sistema, se conoce la
salida a cualquier entrada. Alcanza con representar la entrada como
combinacién lineal de secuencias sinusoidales.
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Funcién propia de un sistema
Una secuencia z[n] es funcién propia de un sistema T'{-} si se cumple que

reC

constante x[n] 7 T{} | /\x[n]

yln] = T{=z[n]} = Az[n],

Funciones propias de los SLIT

» Las secuencias exponenciales complejas son funciones propias de los
SLIT.

> Se considera un SLIT con respuesta al impulso h[n] y como entrada,
una secuencia exponencial compleja de frecuencia w radianes,

z[n] = 7", —00 < n < 00.
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Funciones propias de los SLIT

» La salida del sistema es

yln] = hin] * [n]

[e<)

Z h[k}ejw(nfk)

k=—o00

o)

Z h[k}ejwnefjwk

k=—o0

]wn h —]wk:)
(k:—zoo

e]W E h 7]&)1@7

k=—o0

» Definiendo

la salida queda o
yln] = H(e’“)el“".
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Funciones propias de los SLIT

» H(e’*) es una constante compleja (no depende de n).

» Por lo tanto, e/“™ es una funcién propia del sistema y el valor propio
asociado es H(e’¥).

ed@on — SLIT [— H(ed*0)edwon i@ —s SLIT — H(e/*1)el“1n

» Expresando el valor propio complejo en magnitud y fase,

H(e’°) = Goel? = Salida: H(e/*?)el*0" = Gel% edwon

— Goej(wonJrGO)

eI —st LT > Gpel@ontbo)  giwnn — GLIT > G el (@1nt0n)
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Respuesta en frecuencia de un SLIT

» El valor propio H(e’*), definido como

o0

H(e*) = " hlkle /" (2)

k=—o0

se llama respuesta en frecuencia del sistema, y describe el cambio en

la magnitud y la fase de la exponencial compleja de entrada en
funcién de la frecuencia w.

» En general, la respuesta en frecuencia es una funcién compleja, y
puede ser expresada en términos de:

Parte real y parte imaginaria Magnitud y fase

H(e/™) = Hp(e?) + jH (&) H(eM) = |H(eh)]ed“H )
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Respuesta en frecuencia del sistema de retardo

>

Se quiere calcular la respuesta en frecuencia del sistema de retardo,
definido como,

yln] = z[n —n4]

Para calcular la respuesta en frecuencia, se toma como entrada la
exponencial compleja de frecuencia w,

x[n] = ",
La salida es,
yln] = elw(n—na) _ g—jwnajun

La salida consiste en la entrada multiplicada por una constante que
depende de la frecuencia w de la secuencia de entrada y el retardo
ng del sistema.

La respuesta en frecuencia del retardo ideal es

H(el¥) = e7iwna,
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Respuesta en frecuencia del sistema de retardo

» Célculo de la forma usual: usando directamente la definicién de la
respuesta en frecuencia (ecuacién 2),

]w 7jwn .
H(e Z hln (1) respuesta al impulso del
n=-00 sistema de retardo:
w Z (5n—nde”"" hln] = d[n — n4|
n=-—oo
— e*jwnd

> La respuesta en magnitud y fase es respectivamente,

[H(e’)| =1
ZH(eY) = —wny.
» En general, la expresidon en magnitud y fase es mas util que la

representacién en parte real e imaginaria, porque muestra
explicitamente las caracteristicas del sistema.
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Respuesta en frecuencia del sistema de
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» Conociendo la respuesta en frecuencia, se
cualquier secuencia exponencial compleja.

de sistemas
retardo

Se considera la entrada

x[n] = 1™

La entrada es funcién propia del
sistema, y la salida es

yln] = H( e

Como H(e!*') = ¢77%1"d |3
salida queda

y[n] = e~ Iw1ndien
— Jwi(n—ng)

= z[n — ng|

conoce la respuesta a
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» Mas adelante se verd que un amplio conjunto de sefiales puede ser
representado como la combinacién lineal de secuencias exponenciales

complejas,
x[n] = E ae? R,
k

» Por el principio de superposicién, la salida de un sistema lineal
invariante en el tiempo seria

y[n] = Z apH(eI9r)edwrn
i

> De esta forma, es posible encontrar la salida del sistema siempre y
cuando
> se dispone de una descomposicién de la entrada z[n] como
combinacidn lineal de secuencias exponenciales complejas.
> se conoce la respuesta en frecuencia del sistema.
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Respuesta de un SLIT a una secuencia sinusoidal

» Es simple representar una secuencia sinusoidal como combinacién
lineal de exponenciales complejas,

x[n] = Acos (won + @)

_4 (cHrmt) 4 gmiteonta))
2

_ A jogiwon | A o —jwon

z1[n] x2[n]

> Por la ecuacién 1, la respuesta a las entradas x1[n] y x2[n] es,
jw A jp jwon —Jjw A—’d)—'wn
yiln] = H(/“?)5e’e™0",  yoln] = H(e™/*?)Fe™%eo0
» y por el principio de superposicién, la respuesta total es

y[n] = 3 [H (/0 )e?elo™ + [ (e 7w0)e % Iwom]
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Simetria de la respuesta en frecuencia

> La respuesta en frecuencia de un sistema con h[n] real es simétrica
conjugada (funcién hermitica), es decir, cumple que

H(e*j‘“) = H*(ej‘”)
» Prueba:

> La definicién de la respuesta en frecuencia es H (e Z h[n]e 7™
n=-—oo
» Conjugando a ambos lados de la igualdad, se tiene que,

1%} *
') = ( Z h[n]ej“m>
n=—o0o (1) Linealidad de la operacién de
oo

conjugacién.

(1) * jwn

= Z h*[n]e’ (2) hin] es real, y por lo tanto
. hin] = h*[n].

@ Z h[n]ej“m

= H(e™¥)
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Respuesta de un SLIT a una secuencia sinusoidal (cont.)
> Se habia llegado a que la salida es

yln] = g

[H(ejw‘))ejd)ejwo" +H(e*jwo)e*j¢e*jwon]
» Por la propiedad de simetria conjugada de la respuesta en frecuencia se tiene que

A j W i jwon * [ jw, —J¢ —jwon

y[n]z;[H(eJ 0)edPeIwon 4 [I*(elw0)eI%emIwo0 ]

» Expresando la respuesta en frecuencia en wy en magnitud y fase,
H(ed“0) = Goel?, donde Gy = |H (e7%°)| y g = LH (e7*0)

la salida queda,

y[n] = é [Goeﬁoejfﬁejwon + Goefj%e*j(ﬁe*jwo"]
2

_4a, [ertemmtoto) | oitounsstin)]
2
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Respuesta de un SLIT a una secuencia sinusoidal (cont.)

» Se concluye que la respuesta a la entrada
z[n] = Acos (won + ¢)

es
y[n] = AGy cos (won + ¢ + 0p)

» La salida del sistema es otra secuencia sinusoidal con:

> la misma frecuencia que la secuencia sinusoidal de entrada (wo)

> magnitud escalada por el factor Go = |H (e?“?)|. El factor es la
ganancia del sistema en la frecuencia wp de la secuencia de entrada.

> fase desplazada una cantidad 6y = ZH (e?*?). El desplazamiento de
fase es la respuesta en fase del sistema en la frecuencia wp.

» Fidelidad sinusoidal de los SLIT: una conclusién importante que se
extrae de este ejemplo, es que la respuesta de un SLIT a una
secuencia sinusoidal es otra secuencia sinusoidal de la misma
frecuencia.



Magnitud

Fase (rad)
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Respuesta de un SLIT a una secuencia sinusoidal (cont.)

|H ()| |

| o

m 0 wop

Frecuencia (rad)
- 0 wo

9[]

» La entrada es una secuencia
sinusoidal de frecuencia:

z[n] = Acos(won + @)

» En la frecuencia wq el sistema
tiene:

> respuesta en magnitud Go
> respuesta en fase 6y

» La salida es entonces

y[n] = AGq cos(won + ¢ + 6p)

» La simetria conjugada de la respuesta en frecuencia implica que la respuesta en
magnitud es una funcién par y la respuesta en fase es una funcién impar.
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Periodicidad de la respuesta en frecuencia

» El concepto de respuesta en frecuencia de un SLIT es esencialmente
igual en el caso de sistemas en tiempo continuo y en sistemas en
tiempo discreto.

» Una diferencia importante, es que la respuesta en frecuencia de los
sistemas en tiempo discreto es siempre periddica en la frecuencia w,
con periodo 27.

» Prueba: evaluando la respuesta en frecuencia (ecuacién 2) en

w + 2,

H(ew+2m)y = Z hfn]e—it+2m)n (1) Z(;inef:oeijm = lparan
(l)n_o_ooo o—d(wt2mn _ —jwn —j2mn
= > hlnje " _ —idum

n=-—oo
= 1)

» Como se cumple que H(e/(“2™)) = H(el¥), H(e/*) es periddica
de periodo 2.
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Periodicidad de la respuesta en frecuencia

» Interpretacién:
> se vié previamente que las secuencias

{ej“m} y {ej(w'%)"}, —00 < n < 0o

son indistinguibles.
» Como las dos secuencias toman valores idénticos para todo n, la
respuesta del sistema debe ser la misma para ambas.

» La periodicidad de la respuesta en frecuencia hace que solo sea
necesario especificarla en un intervalo de frecuencia de longitud 2,
por ejemplo, en —7 < w < 7.

> En este intervalo, las frecuencias cercanas a 0 corresponden a bajas
frecuencias y las frecuencias cercanas a 7 corresponden a las altas

frecuencias.

Altas Bajas Altas
Frecuencias Frecuencias Frecuencias

-7 0 by
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Respuesta de un SLIT a una secuencia sinusoidal (cont.)

> Se considera el sistema con repuesta en frecuencia mostrada en la figura.

» Por la propiedad de simetria conjugada de la respuesta en frecuencia, alcanzaria
con especificar la respuesta en frecuencia en 0 < w < 7.

> ;Qué hace este sistema?

Magnitud

Fase (rad)

1k

()]

| o

0

Frecuencia (rad)
0

LH(M)

» El sistema tiene:

> ganancia unitaria en
torno a la frecuencia 0
radianes.

> ganancia casi nula en
torno a las frecuencias
+7 radianes.

> El sistema deja pasar las bajas
frecuencias inalteradas e
impide pasar las frecuencias
altas.

Filtro pasabajos
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Respuesta de un SLIT a una secuencia sinusoidal (cont.)

» La entrada al sistema son las secuencias sinusoidales z1[n], xz2[n] y
x3[n| de frecuencias wy = 0.25, we = 0.75 y wg = 1.5 radianes
respectivamente.

0.9893 B
ke
2
< 05647 B
@
=
0.1207 T B
0
0 0.25 0.75 1.5 T
w (rad)
o2 0.25 0.75 1.5 T
-2.2334 B
=)
g
Y
12}
©
w
-7.4708 B
-8.6751 i
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Respuesta de un SLIT a una secuencia sinusoidal (cont.)
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Interpretacion de la respuesta en fase

>

Si en la frecuencia w = wy el sistema tiene ganancia Gy = |H (e“0))|

y respuesta en fase 6y = ZH (e/*?), entonces

Entrada Salida
z[n] = Acos (won) y[n] = AGy cos (won + o)

La alteracién en la fase se puede ver como un retardo en la sefial,

y[n] = AGy cos [wo (n - <—Z(;>>}

Se define el retardo de fase como la cantidad
ZH(edw)
o) = =22

Se interpreta como el ndmero de muestras (no necesariamente
entero) que el sistema retarda a la secuencia sinusoidal de salida
respecto a la de entrada.
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Respuesta de un SLIT a una secuencia sinusoidal (cont.)

» Dividiendo la respuesta en fase entre w para todo w se obtiene el
retardo de fase para cada frecuencia.

O 025 075 15
—2.2334 LH(e)
5
8
&
©
w
~7.4708
8.6751
w (rad)
@ )
£ LH(E)
2 9.9799 )
E 59874 w
Q
[Z]
3
o 5.7825
©
o
°
kS
Q
o
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Respuesta de un SLIT a una secuencia sinusoidal (cont.)

Entrada de frecuencia o, = 0.25 radianes

2 T T T
8.9874 muestras = entrada
e — .
1 = salida
oL
1 I I I I B
120 125 130 135 140 145 150 155 160
Entrada de frecuencia o, = 0.75 radianes
2

T T
9.9799 muestras

1
120 125 130 135 140 145 150 155 160

Entrada de frecuencia o, = 1.5 radianes

T T T T
5.7825 muestras
P

120 125 130 135 140 145 150 155 160



Respuesta en frecuencia de sistemas

Filtros selectores de frecuencias ideales

» Los filtros selectores de frecuencia ideales son sistemas cuya
respuesta en frecuencia tiene ganancia unitaria en cierto rango de
frecuencias y ganancia nula en el resto.

» De esta forma permiten pasar inalterada cierta banda de frecuencias
y bloquean completamente al resto.

» Hay cuatro tipos bdésicos:
> pasabajos
> pasaltos
> pasabanda
> suprimebanda



Respuesta en frecuencia de sistemas

Filtros selectores de frecuencias ideales
Filtro pasabajos ideal

Hip(e™)

Banda
1| pasante

Banda
| | atenuada |

=21 =27 + w, -7 —We 0 We T 2r —w. 27 w

» Clasificacién de las regiones en frecuencia de los filtros selectores
> Banda pasante: Rango de frecuencias que el filtro permite pasar sin
alterar.
> Banda atenuada: Rango de frecuencias que el filtro bloquea.
> Frecuencia de corte (w.): Frecuencia entre la banda pasante y la
banda de transicién.
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Filtros selectores de frecuencias ideales

Tipos de filtros selectores de frecuencias

Hyp(e')

Hyy(e')
Pasabajos Pasabanda
1
1=
| |
-7 —w 0 W, T —w, —w, 0 We o wp
Hip () Hyp(e?)
Pasaaltos Suprimebanda
1
— 17 —ee
| |
- —We 0 We -7 —wp —Wg 0 Wy wy
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Respuesta en frecuencia del sistema de media movil

Ecuaciéon de transformacién

ol = gy Dol A

» Empleando la definicién de la respuesta en frecuencia (ecuacién 2),

se tiene que

ejw § : h e—jwn
n=—oo

M

s Z —jwn

n 1 1—e o+

hn] =

T M+l 1—ew

Respuesta al impulso

1
[ <n<M
(e 0213

0, en otro caso.

(1) Suma de los primeros M
términos de una serie
geométrica:

M-1
1—rM

S

En este caso,

r=e
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Respuesta en frecuencia del sistema de media mouvil

H(ew) = L 1P
T ME1 11—

» Sacando de factor comtin e 7“(M+1)/2 en el numerador y e=79/2 en
el denominador, queda

1 e~ Jw(M+1)/2 gjw(M+1)/2 _ ,—jw(M+1)/2

Jwy —
H(e ) - M +1 6*]“*’/2 ejw/Q — efjw/Q

> y operando, se llega a que

—jwmyz L sin(w(M+1)/2)'

H(ejw) ¢ M+1 sin(w/2)
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Respuesta en frecuencia del sistema de media movil

Filtro de media mévil con M = 4.

|H ()]
| | |
—27 -7 _2m 0 2m T
5 5
LH (/)
e
—27 -7 T
b
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Respuesta en frecuencia del sistema de media movil

Magnitud del espectro del sistema de media movil (M = 12)

sin(w(M +1)/2) sin(w(M +1)/2) 4T 2w
sin(w/2) sin(w/2) M+1 M+1

|

|

|

|

|

|

> La respuesta en frecuencia se anula en

w(M+1) 2k
L =k Ve 5 w=go ke

4
» El ancho del Iébulo principal es "™ tadianes. Decrece con M.
M+1

» La velocidad de las oscilaciones crece con M.
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Respuesta en frecuencia del sistema de media movil
Fase del espectro del sistema de media movil (M = 12)

4m

sin(w(M+1)/2)
1A Sin(w/2)

Je—JwM/2

» La fase de la respuesta en frecuencia es

sin(w(M +1)/2)
sin(w/2)

sin(w(M + 1)/2)

Jwy _ —jwM/2
ZH(’Y) = Le +Z Sin(w/2)

=—wM/2+ 2

» El segundo término es real, por lo que su fase es 2km cuando es
positivo o 7 + 2km cuando es negativo.

» La fase es lineal con saltos de .
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Respuesta en frecuencia del sistema de media movil

Magnitud de la respuesta en frecuencia al variar M.
T T T

\
—— M=10

Amplitud




Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Motivacién
> Las secuencias exponenciales complejas son funciones propias de los
sistemas lineales invariantes en el tiempo,

" hln] > H(7¥)elv"

» El valor propio H(e’“) es una constante compleja que depende de la
frecuencia w de la exponencial de entrada. Indica como el sistema
modifica la magnitud y la fase de la entrada.

» H(e’*) se llama respuesta en frecuencia del sistema y se obtiene a
partir de la respuesta al impulso como,

ej“’ E hlk _jwk.
k=—o0

» Conociendo la respuesta en frecuencia del sistema, se conoce la
salida cuando la entrada es cualquier secuencia exponencial
compleja.



Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Motivacién
» Sea z[n| la entrada a un sistema lineal e invariante en el tiempo.

1. Si fuera posible expresar la secuencia de entrada como combinacién
lineal de exponenciales complejas,

jwin
z[n] = E ape’ "
k
2. y ademds se conoce la respuesta en frecuencia del sistema H(e’%),

» se conoce la salida, que por el principio de superposicién seria

yln] = Z o H (€798 ) eI @k,
k

La transformada de Fourier de una secuencia indica como se
descompone la secuencia en una combinacién lineal de exponenciales
complejas.
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Representacién de Fourier de una secuencia

» Una secuencia puede ser representada mediante una integral de
Fourier como

z[n] = % /j X (e7)e? ™ dw. (3)
» donde -
X(ed¥) = Z x[n)e I, (4)

» La ecuacién 3 es la transformada de Fourier inversa. Es la férmula
de sintesis de z[n], ya que indica como construir z[n] mediante la
superposicién de exponenciales complejas de la forma

1

— X (&)l dw
2m

> superposicién de infinitas exponenciales, una de cada frecuencia
posible en un intervalo de 27 radianes.
> X (e’) determina la amplitud y la fase relativa de cada exponencial.
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Representacién de Fourier de una secuencia

» La ecuacién 4,
o0

X (&%) = Z x[n]e I4m,
es la transformada de Fourier de z[n].

» Es la ecuacién de andlisis de x[n], ya que al obtener X (e/%), se
determina la magnitud y la fase de cada exponencial compleja para
generar x[n| usando la ecuacién 3.

» Transforma una secuencia en una funcién de variable continua.

» Observacion:

> La respuesta al impulso de un sistema lineal invariante en el tiempo
(ecuacién 2) se definié como

[e'9]

H(e™)= " hlnJe 7"

n=-—oo

Por lo tanto, la respuesta en frecuencia es la transformada de Fourier
de la respuesta al impulso.
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Representacion de Fourier de una secuencia

Observaciones

» La transformada de Fourier es una funcién compleja de w y se puede
representar de forma rectangular o polar,

Parte real y parte imaginaria Magnitud y fase

X(e7) = Xp(e?®) + jX1(e7) X (&) = | X (7%)] /<X ()

» Es una funcién periddica de periodo 27, como se demostré para la
respuesta en frecuencia.

» Es comiin el uso del término espectro para referirse a la
transformada de Fourier.

» Cualitativamente, la transformada de Fourier indica la prominencia
de componentes sinusoidales en la senal. Una magnitud grande del
espectro en cierta frecuencia indica la presencia de un componente
sinusoidal de gran amplitud de esa frecuencia en la senal.
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Representacién de Fourier de una secuencia

’ z[n] 1

I I I I
0 50 100 150 200 250
n

100 Y5 N
[ X (e™)]

80 -

20

1 |
gl 0 /10 7 /16 e
w (rad)



Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Representacién de Fourier de una secuencia

3

—=—x[n]
sinusoide de o = n/10 rad
sinusoide de ® = 7n/16 rad

_oH

-3



Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Representacion de Fourier de una secuencia

> La sefial z[n] es la suma de dos sinusoides de frecuencias /10 y
7m/16 radianes con envolvente exponencial decreciente.

» La transformada de Fourier X (¢’*) tiene amplitud grande en las
frecuencias /10 y 77 /16 radianes, indicando la presencia de
componentes sinusoidales de esas frecuencias en la sefial x[n].
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Transformada y transformada inversa

> Las ecuaciones 4 y 3 de la transformada y la transformada inversa
son inversas una de la otra.

Transformada de Fourier Transformada inversa de Fourier
oo
, , 1 [ o
X(e?¥) = x[nle™ 7" z[n| = — X (el dw
(€)= 3 ol =5 [ X

» Demostracidn: sustituyendo la transformada de z[n| en la ecuacién
de la antitransformada, se tiene que

#n) = 5 / i ( 3 m[m]ej“’m> I .

- m=—o0

Si Z[n] = z[n], las ecuaciones son inversas.

» Si la sumatoria infinita converge uniformemente para todo w (ver
apéndice), se puede intercambiar el orden de integracién y suma,

oo

il= Y afm) (% /_ :ew(“*mm) (5)

m=—o0



Transformada de Fourier en Tiempo Discreto
Transformada y transformada inversa

> La integral entre paréntesis se resuelve como

(1) Se usa que

™
i jw(n—m)
1 le > Paratodo k € Z

eIw(n=m) g, =

2m d 2m ](TL B m) — sintk =0

_ ie]ﬂ(nfm) _ gim(n—m) > Regla de L'Hépital para
2 jln—m) ;\./aluar enn=m
i

sinm(n —m)

BECEION lim f(z) = lim g(x) =0
o | 1, m=mn, entonces

_{O’ m#n, TGO C))
= d[n —m] veg(x)  woe g'(x)

» Sustituyendo este resultado en la ecuacidén 5 se llega a que



Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Existencia de la representaciéon de Fourier

» La existencia de la transformada de Fourier estd determinada por la
convergencia de la sumatoria en la ecuacién 4.

» Concretamente, la transformada de Fourier existe si se cumple que
|X (e7%)| < o0 para todo w.

» Una condicién suficiente de existencia puede establecerse de la
siguiente forma,

o0
() = | S afnjeion
n=—o0 (1) Se usa:
1y & . > Desigualdad triangular
< Z |z[n][[e™7“"| > El médulo del producto es
n=—o0 igual al producto de los
o médulos

S Jalnll < oo

n=—oo



Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Existencia de la representacion de Fourier

» Se concluye que una condicién suficiente para la existencia de la
transformada de Fourier de una secuencia, es que la secuencia sea
absolutamente sumable.

> Ademds, en ese caso la sumatoria converge uniformemente a una
funcién continua de w.

» Observaciones:
> La respuesta en frecuencia de un sistema estable siempre existe y es
una funcién continua de w.

> La condicién necesaria y suficiente de estabilidad es que la respuesta
al impulso del sistema sea absolutamente sumable.

> Las secuencias de duracidn finita siempre son absolutamente
sumables y por lo tanto siempre tienen representacién de Fourier.

> Los sistemas FIR siempre son estables y por lo tanto tienen respuesta
en frecuencia finita y continua.
» Para secuencias de duracidn infinita es necesario verificar la
condicién de existencia en cada caso particular.



Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Transformada de Fourier de exponencial causal

» Calcular la transformada de Fourier de la secuencia
x[n] = a"uln], aecC.

» La transformada de Fourier es,

o0

X(ed¥) = Z x[n]e I )
> El resultado es una serie
n=—oo
o geométrica que converge si
_ n —jwn .
= > a"ulne lae ™| < 14 |a] < 1
n=—oo

y en ese caso vale

_ Zan —jwn 4 1
X () =

1—aeJ«’
oo

E: —an

> Prewamente se habia visto que la condicién de sumabilidad absoluta
de z[n] es que |a| < 1.



>

Transformada de Fourier en Tiempo Discreto
Existencia de la representaciéon de Fourier

La sumabilidad absoluta es una condicién suficiente para la existencia de la
transformada de Fourier que ademdas garantiza la convergencia uniforme de
la serie.

Es posible encontrar una representacién de Fourier para secuencias que no
son absolutamente sumables, pero son cuadraticamente sumables, es decir,

oo

Y 2l <o

n=—oo

La serie converge puntualmente para todo valor de w pero no converge
uniformemente.
La convergencia en este caso, es en media cuadrdtica:

lim | X (e/¥) — Xpr(e?)]? = 0,

M—o00

donde

M

X () = Z z[n]e 7",

n=—M



Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Representacion de Fourier de pasabajos ideal

» El pasabjos ideal se definié a partir de la respuesta en frecuencia,

; 1, |w<w
Jwy) __ ) )
Hip(e) = { 0, we<|w|<m.

Se quiere encontrar la respuesta al impulso.
» Para esto hay que usar la transformada inversa de Fourier,

1 [7 o
hipn] = — 1p(e7?)e? " dw
P ot . P
We

= S eI dw
21 J_,
1 edon|” 1 .

- = — (efwen — g=dwen)
27 jn 2min
sinwen

= —) —00 < n < 00.
™



Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Representacion de Fourier de pasabajos ideal

Respuesta al impulso de pasabajos ideal con o, = /4

0.2 B
0.15 ! B
0.1+ i

0.05 -

Ot ettt st et ate . L] " TTT [ N TTT m'?ﬁ’;;wﬂrn?wr_ﬂr_-—_mﬁar
l“ Hl

1 1 1 1 1
-60 -40 -20 0 20 40 60

Observaciones:
> El pasabajos ideal no es causal, ya que hp[n] # 0 en n < 0.

> Los valores de la secuencia decaen como 1/n, y por lo tanto hyy[n]
no es absolutamente sumable.



Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Representacion de Fourier de pasabajos ideal

» Como hyp[n] no es absolutamente sumable, su transformada de

Fourier,
oo .
Z S WeN —jwn
€ )
™
n=—oo
no converge uniformemente para todos los valores de w.

» Esto puede verse intuitivamente si se considera la suma de una
cantidad finita de términos,

M .
. SN WeN _
Hy (%) = T dwn
M ™
n=—M



Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Representacién de Fourier de pasabajos ideal

Hy(e') Hy(e)
M=3 M=7
/TN JaWa\
WV
| | L L
NI A\
- —w. 0w T w -7 —w. 0w g
Hy(e') Hy(e)
M=20 M =60
A AAAN \
V VIV v
| A FS | L |
\Y \4
- —w. 0w T w -7 —w. 0 w, g



Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Representacion de Fourier de pasabajos ideal
Observaciones:

» A medida que M crece, las oscilaciones son mas rapidas, pero la
amplitud de las oscilaciones no decrece.

» Cuando M — oo, la amplitud de las oscilaciones no tiende a cero,
pero se concentran en torno a la frecuencia w.
» Esto implica que Hj/(e’*) no converge uniformemente a Hy,(e/<).

» Sin embargo, como hy,[n] es cuadriticamente sumable, H,(e/*)
converge a Hy,(e?*) de forma cuadratica media, y las funciones
tnicamente difieren en w = w..



Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Notacion

» El simbolo F denota la operacién de tomar la transformada de

Fourier de z[n], 4
X (%) = F{zn]}.

» De forma acorde, el simbolo F~! indica tomar la antitransformada

de Fourier, _
zln) = FH{X(e/)}.

» La notacién para indicar que una secuencia z[n] y una funcién
X (e7%) forman un par de transformadas de Fourier es

x[n] N X (e?9).



Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Propiedades de simetria de la transformada de Fourier

» Sea ‘
z[n] <2 X (&%)

» Entonces se cumple que:
1. Transformada de Fourier de la secuencia invertida temporalmente

z[—n] <55 X(e 7).
2. Transformada de Fourier de la secuencia conjugada
z*[n] <2 X*(e77%).

3. Transformada de Fourier de la secuencia conjugada e invertida
temporalmente

o [-n] <25 X* ().



Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Propiedades de simetria de la transformada de Fourier
Demostracién: como por hipétesis X (e/) es la transformada de Fourier
de z[n], se tiene que

oo

X(ed¥) = Z z[n]e=Iwn
Propiedad 1. Propiedad 2.
FA{z]-n]} = Z x[—n]e I F{z*[n]} = Z x*[n)eIm
o Z x[k]eIwk = < Z x[n]ej”">
- k=—o0 k=—oc0

= X(e™¥). = X*(e7%).



Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Propiedades de simetria de la transformada de Fourier

x[n] PN X (e99) con z[n] real.

La transformada de Fourier es simétrica

conjugada: X (ed¥) = X*(e7%)
La magnitud es una funcién par: |X (e7)] = | X (e
La fase es una funcién impar: /X (1Y) = =/ X (e7%)
La parte real es par: Xp(e?) = Xp(e™¥)
La parte imaginaria es impar: Xi(e?%) = —=X1(e™%)

» Ejercicio: usando las propiedades de simetria, demostrar que si x[n]
es real y par, la transformada de Fourier X (e¢7%) es real y par.



Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Transformada de Fourier de exponencial causal
» Considerar la transformada de Fourier de la exponencial compleja

causal,

- 1
X(e*) = =

» La funcién compleja conjugada evaluada en —w es

1 — qeiw areal 1 —qe~Iw

X = (1o )z T = X

cumpliéndose la primer propiedad.

» Para ver que se cumplen la segunda y tercer propiedad, hay que
calcular la magnitud y la fase. Para eso, se comienza expresando la
exponencial del denominador en parte real y parte imaginaria,

1
1 — acos(—w) — jasin(—w)
1
1 —acos(w) + jasin(w)

X(ed¥) =




Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Transformada de Fourier de exponencial causal

> La magnitud es entonces,

|X(ej‘”)| — 1 > Se usé que

\/(1 —acosw)? + a?sin®w
(1) 1
V1+ a2 —2acosw

y como cosw es una funcién par, | X (e’“)| también es una funcién
par.

2 .2
cos“w+sin“w=1

—

> La fase es
y se cumple que
/X (1Y) = /(1) = Z(1 — acosw + jasinw) , ,
. LX (%) = —LX(e7¥),
asinw >

= —arctan [ ———
1 —acosw

es decir, es una funcién
; —asinw impar (la funcién
=arctan | ——— .
1—acosw /)’ arctan(z) es impar).



Transformada de Fourier en Tiempo Discreto
Transformada de Fourier de exponencial causal
Magnitud de la transformada de Fourier al variar a.
1ol ‘ ‘ ! =09
—a=08
sk a=0.5
g
£ e
=3
g
< 4F
AN
0 ‘7( 1 7\(
- —— 0 T
2 w (rad) 2
™ Fase de la transformada de Fourier al variar a.
5 T T T
™
4

Fase (rad)
(=]

N

NI
NE

o
ol 3k




Propiedades y teoremas de la transformada de Fourier
Linealidad de la transformada de Fourier

> Si
z1[n) PLAN X1 (e99) y x3a[n) PLAN Xy (e99)

> se cumple que

az1[n] + bxa[n] N aX1(e?%) + bXo (e

Desplazamiento temporal y desplazamiento en frecuencia
> Si x[n] N X (e7¥), se cumple que
> Desplazamiento temporal
zn — ng) <2 eI X (7Y)
» Desplazamiento en frecuencia

ejwon:c[n] 7 X(ej(w*ww)



Propiedades y teoremas de la transformada de Fourier
Ejemplo: sistema de media mdvil simétrico

Sistema de media mdvil causal

Respuesta al impulso Respuesta en frecuencia
1 )
——, 0<n<M ; —IeM/2 g 1
hl=d M1 <n< H(e™) = e sm(w.(M +1)/2)
0, en otro caso. M+1 sin(w/2)

» Se quiere calcular la transformada de Fourier de la secuencia

hs[n] = { ﬁ’ ~M/2<n < M/2 (real y par)
0, en otro caso.
» Observando que » Propiedad de desplazamiento temporal
hs[n] = hin+M/2] H (") = M2 (%)
> Se concluye que
H,y (7)) = 1 sin(w(M +1)/2) (real y par)

T MA+1 sin(w/2)



Propiedades y teoremas de la transformada de Fourier

Diferenciacién en frecuencia

> Si x[n] N X (e7¥), se cumple que

F _dX(ejw)
nx(n] AR A

Teorema de Parseval

> Si z[n] N X (e7¥), se cumple que

Be Y el = o [P

—T



Propiedades y teoremas de la transformada de Fourier

Teorema de la convolucidn

> Si
zln] <55 X(e*) y k] <5 H(¥)
y ademas
ylnl = Y alklhn — k] = z[n] * hn]
k=—o0

» se cumple que ' ' '
Y(e!?) = X(e/“)H (e’).

» Este teorema indica que la transformada de Fourier transforma la
operacién de convolucién en el tiempo en la operacién de producto
en la frecuencia.



Propiedades y teoremas de la transformada de Fourier

» Consecuencia del teorema de la convolucién: la transformada de
Fourier de la salida de un SLIT es el producto de la respuesta en
frecuencia del sistema con la transformada de Fourier de la entrada.

X (e/) — H(e?) [ Y (e7*) = X (%) H (/)

—T —WN Wy s w
. A
|H (™)
! !
-7 — Wy We T w

V()] = | X ()| H(e™)| /‘{\

— —We We m w




Propiedades y teoremas de la transformada de Fourier

Teorema de la convolucidn

» Otra forma de calcular la salida de un SLIT:

1. Se calcula la transformada de Fourier de la entrada y la respuesta al
impulso,

X(e) = F {z[n]} H(e’) = F{h[n]}

2. Se multiplican esas transformadas obteniendo la transformada de
Fourier de la salida,

V() = X()H (™)
3. Se aplica la transformada inversa para obtener la secuencia de salida,

yln] = FH{v ()}

» Observacién: puede ser mas facil o menos costoso
computacionalmente calcular la convolucién usando la transformada
de Fourier que calcular la convolucién mediante su definicién.



Propiedades y teoremas de la transformada de Fourier

Teorema de enventanado o modulacion

>

Si
aln] <5 X&)y win] s W(e?)
y ademas
y[n] = z[nw|n]
se cumple que
Y (e9) = Qi X (@YW (e @“=)do = X (e79) « W (e?*)
ﬂ— —T

Y (e7%) es la convolucién periédica entre X (e/*) y W (el¥).
Este teorema indica que la transformada de Fourier convierte la

operacién de multiplicacién en el tiempo en la operacién de
convolucién en la frecuencia.



Propiedades y teoremas de la transformada de Fourier
Aplicacion: diseno de filtros FIR por enventanado
> Se vio previamente que la respuesta al impulso del filtro pasabajos ideal es de
duracién infinita,
sinwen

hlp[n]:T’ —00 < n < 0.

» El sistema no se puede implementar mediante el producto convolucién porque
se requieren infinitas cuentas para calcular cada muestra de la salida.
> El sistema tampoco admite una representacién en una ecuacién en recurrencia.

» Una posibilidad, es truncar la respuesta al impulso mediante la multiplicacién
con una ventana rectangular w[n], con

win = { L M2 n< M,
“ 1 0, en otro caso

> La respuesta al impulso resultante es

sinwen
— —M/2<n<M/2
Wn] = hplnjwln] = { gm0 M/2SnS M/

0, en otro caso



Propiedades y teoremas de la transformada de Fourier

Aplicacion: diseno de filtros FIR por enventanado

» Por el teorema de enventanado, la respuesta en frecuencia del sinc
truncado h[n] es

H(ej“’) = Hlp(ejw) * W(ej“’)
donde

i 1, |w| < we i
Jwy 3 ) Jwy
Hip(e )7{ 0, we<|w<m Wi(e™) =

sin(w(M +1)/2)
sin(w/2)



Amplitud

Amplitud

Propiedades y teoremas de la transformada de Fourier

Aplicacién: diseno de filtros FIR por enventanado

0.2
0.15
0.1
0.05
0
-0.05

Ty, [n]

e i o

| Hip(e)

-50 0 5

w(n]

o S
o © o 29
a = a v

2m 21

"M+l M1

Hy(&) « ()

n (muestras)

50 —m —We

0
w (rad)



Propiedades y teoremas de la transformada de Fourier
Aplicacién: diseno de filtros FIR por enventanado

Espectro de sinc-truncado con distintos largos de ventana
1.2 T T T T

T I

— M=10
— M=30
— M=100 ||

Amplitud

I I I I
0.5 1 1.5 2

Frecuencia (rad)



Propiedades y teoremas de la transformada de Fourier

Aplicacion: diseno de filtros FIR por enventanado

| |
mlk
JA
h | ~
o
L
o
N |
AN
| ~

roll-off =
ancho lobulo prinicipal



Propiedades y teoremas de la transformada de Fourier

Aplicacion: diseno de filtros FIR por enventanado

> El pasabajos obtenido de esta forma dista de ser ideal.

» Pardmetros de la medida de desempefio de un filtro pasabajos:
> Ancho de banda de transicién: ancho entre la banda pasante y la
banda atenuada.
> Se dice que el filtro tiene un roll-off rapido si el ancho de banda de
transicién es angosto.
> Ripple: amplitud de las oscilaciones en la banda pasante y la banda
atenuada.
» Pasabajos construido con el sinc truncado:
> El ancho de banda de transicién se reduce al incrementar el largo de
la ventana M.
> Tiene ripple en la banda pasante y en la banda atenuada. La
amplitud del ripple es constante y no depende del largo de la ventana
M.
> Es posible reducir el ripple usando ventanas suaves en los bordes
(Hamming, Hanning) a costa de incrementar el ancho de banda de
transicion.



Propiedades y teoremas de la transformada de Fourier

Demostracion de algunas propiedades

» Desplazamiento temporal: la transformada de Fourier de z[n —ng] es

oo

f{ff[n—nd]}: Z m[n_nd]e*jwn

n=—oo
oo

— Z x[k-]e_jw(k“rnd)

k=n—n
4 k=—o0

o0

= e Jwna Z x[k]e~Iwk

k=—o0

= e~ IWna X (¢I¥)



Propiedades y teoremas de la transformada de Fourier

Demostraciéon de algunas propiedades
» Teorema de la convolucién:
V()= Y < > x[k]h[nk]) e Ien
n=—oo k=—oc0

Intercambiando el orden de las sumas y observando que z[k] no depende
de n, se tiene que

Y () = Z x[k] ( Z h[n—k]ej“m>

k=—o0 n=-—oo

[e9]

> zlKF{hln — K]}

k=—oc0

oo

Z x[k}H(ejw)e_jwk

k=—oc0

oo}

=H() Y afkle 7"



Propiedades y teoremas de la transformada de Fourier
Demostraciéon de algunas propiedades

. F ;
> Teorema de Parseval: Teniendo en cuenta que z*[—n] +— X*(e?),
por el teorema de la convolucién se tiene que

z[n] * 2% [—n] «Z X (7*)X* (&)

> o equivalentemente, Z zk]z*[—(n — k)] PN \X(ej“)|2
k=—o00

» Aplicando la transformada inversa de Fourier, se tiene que

S * 1 " Jw\|2 Jwn
k;;xMxrvwwﬂ=2m/wa>|e du

» Evaluando en n = 0 se concluye que

o0

g 1 T Gwy |2
S felhlP = o [ 1X(er) P

k=—o00 -



Propiedad Secuencia temporal Transformada de Fourier

Linealidad axn] + by[n] aX (e?) + bY (el¥)
Desplazamiento —jwng jw
temporal zln = ndl c X(e)
Desplazamler)to ei%on 5[n] X(ej(w—wg))
en frecuencia
Inversién 2[-n] X (e=3®)
temporal
Conjugacion " [ p—jw
temporal [l Xr(e™)
Inver5|or_1 tem_p,oral +*[—n] X*(eF)
y conjugacién
Derivada en na(n] . dX (e7¥)
frecuencia I
Convolucién i j
Jwy . jw
en el tiempo zln]  ylnl X(e™)-Y(e™)
Multiplicacién z[n] - y[n] i ffﬂ X (e79) _Y(ej(w—e))dg

en el tiempo

Teorema de

Parseval E= ZZO:—OO z[n]-y*[n] E= % f:r X(ejw) : Y*(ejw)dw




Transformada de Fourier en Tiempo Discreto
Ejemplo
» Previamente se vio que
z[n] = a"u[n] PN X(ed¥) = _
1—ae 9%’
Se quiere calcular la transformada de Fourier de y[n] = a™u[n — 5].
» Observando que
x[n — 5] = a" Puln — 5] = a *a"u[n — 5] = a°y[n]
» Por lo tanto
y[n] = a®x[n — 5].

» Empleando las propiedades de linealidad y de desplazamiento
temporal, se llega a que

Y (e99) = a®e 75 X (&%)
aPe—itw

1—aeiv



Transformada de Fourier en Tiempo Discreto
Ejemplo: inversién espectral
» Se considera el sistema con respuesta en frecuencia

; ; ; 1, |w<w
JWy — 1 Jw Jwy) — ’ )
Hpp(e7¥) = 1—Hy, (7)), con Hy,(e’*) { 0, w <o <7
» De esta forma, Hp,(e7“) es un pasaaltos ideal con frecuencia de
corte we,
0, |w| < we,
1, we<|w|<m

() = {
> ;Respuesta al impulso de pasaltos ideal?

(1) Linealidad de la

hipln] = F~1 {Hpp(e?)} transformada de Fourier.
=F1 {1 - Hlp(ejw)} (2) Se vio que
) —1 _
Q r 1y - FH{H (%)) FoHp = ol
: 1 jwy ) sinwen
©) 5n] — sin wen F {Hlp(e )} =

™



Amplitud

Amplitud

Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Ejemplo: inversién espectral

r 1.5
o8} fupln] Hyp(e™)
0.6 r 1
0.4}
0.5
0.2r
: .
0
-0.2 - -
-50 0 50 —m —We 0 We T
: r - ‘ — 15
o8} Tup[n] = d[n] —Tuy[n] Hip(e™) = 1= Hyp(e™)
06 1
0.4r
02t 05
0 LSS 1o
-0.2 M‘m -
-50 0 50 —7 —We 0 We T
n (muestras) w (rad)
,,,,,,,,,,,, hnpln]
— §)—> vl hinp[n] = 6[n] — hip[n]




Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Ejemplo: inversién espectral
Observaciones

» La técnica de reversion espectral se utiliza para disefar filtros
pasaltos a partir de filtros pasabajos.
> La aplicacién es mas general. Permite construir el filtro
complementario a uno dado, como por ejemplo, un suprimebanda a
partir de un pasabanda.
» El pasaaltos obtenido es IIR. Hay que multiplicar por una ventana
para truncar la respuesta al impulso y convertirlo en un FIR.

» Esta técnica solo puede emplearse con filtros de respuesta en fase
lineal.



Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Ejemplo: reversién espectral
» Se considera el sistema con respuesta al impulso

) sinw.n
hupln] = e’ hyp(n, con hipln] = .

™

> hyp[n] es un pasabajos ideal con frecuencia de corte w,

; 1, |wl<w
Jw — ’ Ccy
Hip(e™) { 0, we<|wl<m

> ;Respuesta en frecuencia de hyp[n]?

> La propiedad de desplazamiento en frecuencia indica que
0"z [n) PN X (e @m0))

» En este caso, se tiene que
™ hip[n] <7 Hip(e'“™™)

> Es un desplazamiento de H,(e’“) de 7 radianes en frecuencia.



Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Ejemplo: reversién espectral

JW
4 (™)
1
—37 —2m -7 —w, We kg 2 3 w
H (ej(wfﬂ))
1
! L ! ! L !
=37 27 -7 T—We T T+ We 2w 3T w

> El pasabajos de frecuencia de corte w,. se transforma en un pasaaltos
de frecuencia de corte m — we..

» Ademas,

; » El pasaaltos se obtiene a partir de la
_ pimn
hhp[n] =€ hlp[n] respuesta al impulso del pasabajos
= (—1)”hlp[n]- cambiando de signo las muestras impares.



Amplitud

Amplitud

Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Ejemplo: reversidn espectral

0.2 r
Tup[n] m Hiy(€)
|
[ ... TI YT o e,
e e R Y
-0.1
-0.2
-50 0 50 —m —Ww, 0 w,
02 - ‘ r : - :
orhhp[n] = (=1)"hyp[n] X | [Hip@) = Hy(@“™)
[ e J‘Fi-_” 211 ﬂ h LAY I T A,
e e -““w JL“H.-“‘" ety e
-02 - : . :
-50 0 50 —m —T + W 0 T — W

n (muestras) w (rad)



Transformada de Fourier en Tiempo Discreto

Ejemplo: reversidn espectral

Observaciones

> La técnica de reversidn espectral se utiliza para disefar filtros

pasaltos a partir de filtros pasabajos.
> Si la frecuencia de corte del pasabajos es we, la frecuencia de corte
del pasaltos obtenido es m — we.

» El pasaaltos obtenido es IIR. Hay que multiplicar por una ventana
para truncar la respuesta al impulso y convertirlo en un FIR.

» Esta técnica puede emplearse con filtros de respuesta en fase
arbitraria.



Otras transformadas de Fourier

Transformada de secuencias exponenciales complejas

> Se quiere encontrar la secuencia z[n] cuya transformada de Fourier
es el tren de pulsos periddico

X(ed¥) = Z 270 (w — wo + 27k), —m <wy < .

k=—o0

27T

eV

wy —4r =37 =27 wy— 27 -7 0 wy T 2T wy+27m 3w

» Para determinar la secuencia x[n], hay que aplicar la
antitransformada de Fourier a X (e?%),

1 ™

=5 » X (e7¥) eI dw



Otras transformadas de Fourier

Transformada de secuencias exponenciales complejas

» Como la integral es en un periodo, es decir, en —7 < w < m, alcanza
con considerar X (e?*) solo en un periodo,

X (e7*) = 276 (w — wp).

1 [ .
zn]=— [ 276(w — wp)e! " dw
2 |
> La antitransformada de = §(w — wp) el dw
Fourier queda - -
= eJon 8w — wo)dw
—T
— ejwon

> Se concluye que

x[n] = el¥on RN X(ed¥) = Z 21 (w — wo + 27k)

k=—o00



Otras transformadas de Fourier
Transformada de secuencias exponenciales complejas

» Observaciones:

> La secuencia z[n] = ¢/“°™ no es absolutamente sumable ni
cuadraticamente sumable, y por lo tanto, su transformada de Fourier
X (e’) no es finita para todo w.

> En el caso particular en que wy = 0, se tiene que

zn] =15 X(%) = 2n6(w)

» También es posible encontrar la transformada de secuencias
sinusoidales usando la propiedad de linealidad de la transformada de
Fourier. Como

1 1 o . 1
CosSwon = 56] on 4 ¢ Jeon sinwon = Q—je BT ,

se llega a que
coswon<i>7r5(wfw0)+7r5(w+w0), T <w<T

sinwon <2 gé(w—wo)—gé(w—i—wo), M <w<T



Otras transformadas de Fourier

Transformada de secuencias exponenciales complejas

[

:

—37 =27 -7 —wy 0

F(coswyn)

F(sinwyn)

wo

34

= J “hr

37

eV



Resumen de transformadas de Fourier vistas

Secuencia temporal Transformada de Fourier
8[n] 1
o[n — ng) e—Jwna
1
n _—
a"uln] 1—ae-iv
gwon 276 (w — wo)
cos(won) [0 (w — wp) + 0(w + wo)]
sin(won) g [0(w — wo) — d(w + wo)]
1, 0<n<M, efjwM/Zsin[w.(M +1)/2]
0, en otro caso sin(w/2)
sinwon 1, |w| < wo,
mn 0, |w|>wo

Observacion: Las transformadas de Fourier de la tabla estan dadas en
—m < w < 7 sobreentendiendo que es una funcién periédica de periodo 27.
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La funcién Delta de Dirac

» La funcién delta de Dirac es una funcién generalizada (distribucién)
que vale cero en todos los reales excepto en cero, donde vale
infinito. Ademads, el drea total bajo la funcién es uno.

121

400, =0 i
w-{07 s
/ d(x)dx = 1. 0'27 :

» La funcién puede pensarse como un pico infinitamente alto e
infinitamente angosto situado en el origen, donde el drea bajo el pico
vale uno.

» La funcién delta de Dirac suele referirse como impulso de Dirac o
simplemente impulso.
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» La funcidén delta puede ser considerada como el limite de alguna
funcién que tiene un pico en el origen, como por ejemplo, una
funcién triangular de altura 1/7 y ancho 7.

1 z

§(z) = lim —A (f) . conA (f) - ‘F el <]
50T \T T 0, z| > |7

30 T=1 30 7=05 30 7=03

20 20 20

10 10 10

0 -1 -05 0 0.5 1 0 -1 -05 0 0.5 1 0 -1 -05 0 0.5 1

o =01 o = 0.05 o 7= 0.03

20 20 20

10 10 10

0 A 0 0
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La funcién Delta de Dirac

» Propiedades

oo

> f(2)d(z) = f(0)d(x “ f(@)d(z — @o)dz = f(z0)

> f(@)d(z —z0) = f(w0)d(z —@0)  » f(2)x6(z) = f(z)

» Tren de impulsos periddico: la funcidén tren de impulsos peridédico
(también llamada peine de Dirac) de periodo T' se define como

Iy (z) & i 5(z — kT)

k=—o0

=37 2T -7 0

.
(3]
~
w
5
]Y
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Convergencia de sucesiones de funciones (no va)

Dos sentidos en los cuales una sucesién de funciones puede converger a
una funcién particular son la convergencia puntual y la convergencia
uniforme.

Convergencia puntual

» Una sucesién de funciones f,, : S — C, con S conjunto no vacio,
converge puntualmente a una funcién f: S — C si

lim f,(z) = f(z), para cada z € S fijo.

n—oo

» Esto significa que

VeeS Ve>0 INeEN | n>N = |fu(z)— f(z) <e.
(6)
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Convergencia uniforme

» Una sucesién de funciones f,, : S — C, con S conjunto no vacio,
converge uniformemente a una funcién f : S — C si para todo € > 0
existe un entero N (que depende de ) tal que

|fn(x) — f(z)] <&, para todo x € S'y todo n > N.
» Esto significa que
Ve>0 INeEN | |fulx)—f(z)|<e VeSS VYn>N (7)

» Observaciones:

» En 6, N puede depender de € y de x, mientras que en 7 N sdlo
puede depender de €.

> La convergencia uniforme es un concepto mas fuerte que el de
convergencia puntual. Toda sucesién que converge uniformemente,
converge puntualmente, pero el enunciado reciproco es falso.

» Cualitativamente, la convergencia uniforme significa que la sucesién
converge para todos los x con la misma velocidad.
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Interpretacién de la representacién de Fourier (no va)

» La ecuacidn de sintesis,
1 ™

indica que la secuencia x[n] se puede construir mediante la
combinacién lineal de infinitas exponenciales complejas.

> Se considera Z[n| definida como

1

N
#nl = o Y X(M)HAAw, con Aw= %

k=—N

» Definida de esta forma, Z[n| es una combinacién de 2N + 1
exponenciales complejas.

» Ademas,
1 N 1 T
. L jkAwY jkAwn _ = Jw) pJwn
Alirgo o Z X (e )e Aw = 5 _WX(e el dw

k=—N
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Interpretacion de la representacion de Fourier

Respuesta en frecuencia del filtro de media movil (M=4)
1

Magnitud

™ 2 3m AT 5T 6m T 8

9 9 9 9 9 9 9




Apéndice Il
Interpretacién de la representacién de Fourier

N
Z[n] = — X(ejkA“’)ejkA‘*mAw
=—N

A - . _ - N ' _
— w{ Z X(ejkAw)ejkAwn+X(6J0)6J0n+ZX(e]kAw)€jkAwn}

k=1

N N
ZX 7jkAw) —jkAwn + X(ej(])ejOn + ZX(ejkAw)ejkAwn}
k=1

X 6]0 e]0n+z [X(ejkAw)ejk:Awn+X*(ejkAw)e—jkAwn]}
k=1

— & {X (e7%)edO 4 Z 2Re (ejkA“’)ejkA“’"] }

N
X (e79)ed0 42 Z | X (e7%4)]| cos [kAwn + AX(eJkA‘“)] }
k=1
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Interpretacion de la representacion de Fourier

» Se considera el sistema de media mévil

> Se aproxima la ecuacién de sintesis con N = 9. De esta forma
Aw = 5

1 k Y
Z[n] = 1—8X (e79)edO™ 4 — Z|X 5 | cos {;n—I—AX(e]kg)

> La reconstruccién de x[n] de esta forma consiste en la combinacién
lineal de 2N + 1 = 19 exponenciales complejas.
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Interpretacion de la representacion de Fourier

. 1 o0n 088 (ln i 058 (o 02 (3w 011  (4n -
zo[n] = Euh(?/rﬁ»l)) ailn] = Tm‘\(?.—u.') noln] = Tr«»~(?ufl4) z3[n] = ?Uh(?/!*l(w) ayfn] = Tu»(?wu Ju)

ﬂ ]7 yrﬂ h fWT rm1 ﬂL TW »ﬂ B s
. BB R

(T : JHW“L Jmmhk ﬂr,IJH Lnﬂnﬂmh
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Interpretacion de la representacion de Fourier

,[,.]7%(“ ( ,,4)45) ..h[u,¥.o.~<%"”7um) l—u]—%m»(%u*lﬂi) ,[,.],ﬁ.u (ﬁwo:) _,[”],¥m("§”+u)
0.1
0.05
LR LALT f LB A AR AR AR AR Lomnnmimirmnaion LTI
LP&U,&W iﬂl\‘wuﬂw‘ ‘l‘wwwm“\iM“bwww‘yw ki H“HLWHJHHHH
-0.05
70110 0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30 0 10 20 30
Sl Sailn] Z[] Sl Sl
0.2
0.15
0.1
0.05
_III ITTTI ITT s d T e ee tTUIIT e s I gt DU 2t drzt e elllllz e g e e olllllne e s
1"':1’ la Al la T v Il T i . i LEEL 11111 11X

-0.05
-10




Referencias |



	Respuesta en frecuencia de sistemas
	Introducción
	Funciones propias de los SLIT
	Respuesta en frecuencia
	Filtros selectores de frecuencia

	Representación de secuencias con la transformada de Fourier
	Motivación y definición
	Condiciones de existencia
	Propiedades

	Appendix

