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Senales en tiempo discreto: secuencias

Notacién y representacion
» Una sefial discreta se representa como una secuencia de nimeros z,
en donde el n-ésimo nimero de la secuencia se denota como x[n].

» Formalmente se escribe como
x = {z[n]}, nez

» Haciendo un abuso de lenguaje, es conveniente referirse a la senal
completa como la secuencia z[n].
> Representacién gréfica de una seiial discreta:
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Observacién: si bien la abscisa se dibuja como una linea continua, es importante tener

en cuenta que z[n] estd definida solo en valores enteros de n.



Sefales en tiempo discreto
Sefal discreta obtenida del muestreo de una sefal continua

» Una sefal discreta puede obtenerse mediante el muestreo periddico
de una sefal analdgica. Sea x,(t) la sefial analdgica.

» El valor numérico de la muestra n-ésima de la sefnal discreta es igual
al valor de la seial analdgica en el instante nT":

z[n] = zo(nT), n ez

» T es el intervalo entre muestras
y se llama periodo de muestreo.
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» Voz en telefonia basica: fs = 8000 Hz, T'= 125 ms.
» Audio en CD: fs = 44100 Hz, T' = 23 ms.
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Secuencias bdasicas

En el estudio de la teoria de senales y sistemas en tiempo discreto,
algunas secuencias son de particular interés.

1. Impulso discreto: Se define como la secuencia
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» También se denomina delta de Kronecker o simplemente impulso.

2. Escaldn: Se define como la secuencia
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1, n>0
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Secuencias basicas
3. Secuencia exponencial: Se define como la secuencia

> Las secuencias exponenciales son importantes en la

z[n] = Aa™ representacion y andlisis de sistemas.
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Secuencias bdasicas

4. Secuencia sinusoidal: Se define como

> A: litud
A, woy ¢ son ampirtu
x[n] = Acos (won + ¢) constantes reales > wo: frecuencia
> ¢: fase
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5. Secuencia exponencial con pardmetros complejos:

z[n] = Aa™, A,a€C con A=|Al? y a=|ale!

> La secuencia toma valores complejos.

z[n] = Aa™ = |Ale??|a|m el

= |Al|a|"e! @onte) (a) Férmula de Euler

@ |Al|c|™ cos (won + @) el = cosw + jsinw
+jlAlla]" sin (won + ¢)

Tm (2[n])
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Secuencias bdasicas

6. Secuencia exponencial compleja:

» Cuando en el caso anterior |a| = 1, la secuencia es referida como
exponencial compleja.

z[n] = |A]e? @09 — | A cos (won + ¢) + j| A sin (won + )

Im (z[n])

> wyp: frecuencia

» ¢: fase
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Ejercicio
. . . (TN
1. Considere la secuencia z[n] = sin (7)
(a) Dibuje la secuencia.
(b) Exprese la secuencia en la forma z[n] = Acos (won + ¢). Indique los
valores de A, wo y ¢.
2. Considere ahora la secuencia z[n] = /™
(a) Dibuje la secuencia.
(b) Considerando que la secuencia es una exponencial compleja, indique
los valores de la frecuencia wo y la fase ¢.
(c) Muestre que la secuencia es equivalente a las siguientes secuencias:
> z[n] = cos(mn)
> oln] = (-1
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Secuencias periddicas

» En el caso continuo, las sefiales sinusoidales y las exponenciales
complejas son periddicas.

» En el caso discreto, el hecho que la variable independiente n solo
tome valores enteros conduce a diferencias sustanciales.

Caso continuo

» Una sefial es periddica de periodo T si se cumple que
z(t)=z(t+T), VteR

> Sea la sefial sinusoidal z(t) = A cos (wot + ¢)

Magnitud | Frecuencia angular | Frecuencia Periodo
, wWo 1 2T
Simbolo wo f== T=-==2
2m [ wo
Unidades rad/s 1/s (Hz) s
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Secuencias periddicas

L 27 . . .
» Demostracion de que T'= — es el periodo de la sefial sinusoidal:
wo

z(t+T)=Acos(wo (t+T)+ @)

= Acos (wo (t+ 27T> +¢>
wo

= Acos (wot + 27 + ¢)
= A cos (wot + @)
= x(t)

» Ejercicio: Demostrar que la seiial exponencial compleja continua

; 2
z(t) = Ae?@0t+?) también es periédica de periodo T = il
Wo
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Caso discreto

» Considérese la secuencia sinusoidal z[n] = A cos (won + ¢).

» Como se menciond antes, la frecuencia es wy.

1. Una primera diferencia respecto al caso continuo son las unidades:
> won tiene unidades de radianes (por ser un angulo).
» Como n es adimensionado, la unidad de wg tiene que ser radianes.
» Como paralelismo con el caso continuo, se puede especificar que las
unidades de n son muestras y las unidades de wo son rad/muestras.
2. Frecuencias que difieren en multiplos de 27 son indistinguibles.
» Considérese la sefial sinusoidal de frecuencia wqg + 27

m[n] _ ACOS((wo —|—27r)n+ ¢) :C[n] _ Aej(w0+27rr)n
= Acos (won + 2mn + @) = Aelwonel?Tm
= Acos (won + ¢) = Aelvon

> Generalizando, las frecuencias wo + 277 con 7 entero son
indistinguibles.

» Cuando se analizan senales sinusoidales o exponenciales complejas
discretas, solo es necesario considerar frecuencias en un rango de 2,
por ejemplo, en 0 < wp < 2T o en — < wp < .
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Secuencias periddicas
Definicién: sefial en tiempo discreto periddica

>

Una secuencia es periddica de periodo N si existe N entero tal que

z[n] = z[n + NJ, Vn (1)

iSon periddicas las secuencias sinusoidales?

| 4

Haciendo la analogia con el caso continuo, se cumpliria que

— H H — 27
z[n] = Acos (won + ¢) tiene periodo N = Z=.
El problema es que IV no es necesariamente entero. Por ejemplo, si
wo =1, N =27 y por lo tanto NV no es entero.

Planteando la condicién de periodicidad (ecuacién 1), se puede establecer
cuando una secuencia sinusoidal es periddica:

A cos (won + ¢) = Acos (wo(n+ N) + @) = Acos (won + woN + ¢)

> La igualdad se verifica si existe N tal que wp cumple que
woN = 27k, con k entero.

. Se concluye que las sefiales sinusoidales no necesariamente son periddicas.
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Ejemplo

» Verificar si las siguientes secuencias son periddicas y encontrar el

periodo si corresponde
3™

(a) z1[n] = cos (%) (b) z2[n] = cos (8) (c) x3[n] = cos(n)

» Hay que encontrar un par de enteros (N, k) que cumplan que
woN = 27k. El menor N encontrado es el periodo.

(a) La frecuencia de x1[n] es wo, =

La igualdad se verifica con

™
ZN:erk: = N=8k = N=8 k=1

Se concluye que el periodo es N; = 8 muestras.
(b) La frecuencia de x2[n] es wo, = 37

3m _ La igualdad se verifica con
?N_Qﬂk = 3N=16k = N=16k=3

Se concluye que el periodo es N> = 16 muestras.

Observacién: wo, < wo, pero N1 < Na
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Ejemplo

(c) La frecuencia de x3[n] es wp, = 1

N =27k = 2r = que cumplan la igualdad

N No existen (N, k) enteros
% N
(7 es irracional).

Se concluye que x3 no es periddica.
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Secuencias periddicas
Bajas y altas frecuencias
» La interpretacién de bajas y altas frecuencias es distinta en el caso
discreto respecto al caso continuo.
» En una sefial sinusoidal continua, cuanto mayor es la frecuencia, la
sefial oscila mas rapidamente.
» En una sefial sinusoidal discreta, ocurre lo siguiente:

> cuando wo crece de 0 a 7, las oscilaciones son cada vez mas rapidas
» cuando wp crece de 7 a 27, las oscilaciones son cada vez mas lentas
» Concretamente, la frecuencia wy es indistinguible de la frecuencia
2 — wo

cos ((2m — wo) n) = cos (2mn — won) v e Frocnes

Frecuencias Frecuencias

cos (—won) :

= cos (won) 0w w 2 —wy 2w
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> consecuencia,




Sefales en tiempo discreto
Secuencias periddicas: resumen

» La unidad de frecuencia en sefiales discretas es el radian o el radian
por muestra (rad o rad/muestra).

» Frecuencias que difieren en miultiplos de 27 son indistinguibles. Por
lo tanto solo es necesario considerar frecuencias en un rango de 27,
por ejemplo, en 0 < wy < 27.

» Definicién de periodicidad: una secuencia es periddica de periodo V
si existe N entero tal que x[n] = z[n + NJ.

» Las sefiales sinusoidales discretas no siempre son periddicas. La
condicién de periodicidad es que la frecuencia wy se pueda expresar
como wyN = 27k, con N y k enteros.

> Las frecuencias cercanas a 0 o a 27 radianes implican oscilaciones

lentas (baja frecuencia) y las frecuencias cercanas a 7 implican
oscilaciones rapidas (alta frecuencia).

Todo lo visto es valido tanto para sefhales sinusoidales como para
exponenciales complejas.
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Operaciones con secuencias

Suma y producto de secuencias: se definen como la suma y el producto

muestra a muestra respectivamente.

x[n]

15

,THWHT,

1 lmm_ |

Ejemplo: Sean z[n] = elwor
» Suma: wln] = z[n] + y[n] =
» Producto: wn] = z[n]y[n] =

wnj=x{n+y[n]

1l

15

: HHT,

yla] = e
eIwon 4 g—iwon — 2 cos(won)

elwon g—jwon _ q
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Operaciones con secuencias

Ejemplo: En la practica es com(in trabajar con secuencias que son
distintas de cero solo a partir de cierta muestra, por ejemplo, a partir
n = 0. Para eso es (til la secuencia escalén u[n].

Aa™, n>0
wln] = 0, n<0 '

x[n]conx[n]=0enn<0

2[n] = Aa™uln] HNHHW......

-10 -5 0 5 10 15 20
n

Multiplicacién por una constante: la multiplicacién de una secuencia z[n]
por una constante « se define como la multiplicaciéon de cada muestra de
z[n] por a.

xin] yinl=2xin]
2 2

15 15

3

§ ,THWHT, : TIH Mh

-10 -5 0 5 10 15 20 -10 -5 0 5 10 15 20
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Operaciones con secuencias

Retardo: Una secuencia y[n] es una versién retardada o desplazada de

z[n] una cantidad de ny muestras si

y[n] = x[n — no)

Ejemplos

1. Impulso retardado: el impulso discreto tiene una Gnica muestra no

nula en la muestra en donde el argumento se anula,

1, n=mng

6[n_n0] nfnozfén:no { O, n 7é no

» ng > 0 es un retardo de la sefal
(desplazamiento a la derecha)

> ng < 0 es un adelanto de la sefial
(desplazamiento a la izquierda)
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Ejemplos

2. Seial arbitraria, triangular en este caso.

:Mh: ] 0 :HHWHML |

x[n] = 0.8"u[n]

3. Sea la sefial exponencial
z[n] = Aa"uln)

La sefal retardada £ muestras es

HHHTTTTH--....

yln] = zn — k]

0 5 10

15

yIn] = x[n-k] = 0.8"*u[n-kK]

= Aa""*u[n — k] '

0.5

HHHTTTTM--.
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Representacion de secuencias a partir de impulsos

» Cualquier secuencia arbitraria puede representarse como suma de
impulsos escalados y retardados.

» La descomposicién en impulsos es importante ya que es lo que
permite conocer la salida a cualquier entrada de un sistema lineal
solo conociendo la respuesta al impulso.

pln] 1

0.6

R R p[n] = —0.60[n + 5] + 0.66[n + 4] 4+ d[n — 1]

[ ] 1 —0.56[n — 2] — 0.36[n — 7]

_06 -0.5

» En el caso general, una secuencia x[n] puede expresarse como

o0

x[n] = Z x[k]d[n — k]

k=—o0

donde x[k] es el valor de la muestra k-ésima de x[n].
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Representacion de secuencias a partir de impulsos

» Ejemplo: La secuencia escalén uln] =d[n] +6[n — 1] +4dn—2]+...

puede expresarse como:

» Alternativamente, el escalén
también puede expresarse como
uln] = > O[k]
la suma acumulada de todas las

. k=—
muestras hasta el instante n del o
impulso discreto:
-10 -5 0 5 10
11 u[n]
» A su vez, el impulso discreto { uln}-uln-1]
puede expresarse a partir del 0 !
escaldn,
11 ufn-1]
Ot
6[n] = u[n] —u[n —1] B
o]
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Operaciones con secuencias

Inversién temporal: Una secuencia y[n] es una inversién temporal de x[n]
si: xIn] ylnl=x(-n]

e )l || il

Ejemplo: Inversién temporal de la exponencial real z[n] = Aa™u[n]

x[n] = 0.8"u[n] y[n] = x[-n] = 0.8™"u[-n]
1
y[n] = x[—n] 05 { {

_ —n, [
= Aa ’LL[ n] HTTTTTTF!- -HTTTTTTH

20 -5 -0 -5 0 5 10 15 2020 -5 -0 -5 0 5 10 15 20

n n
secuencia hacia la derecha secuencia hacia la izquierda

La inversién temporal es uno de los pasos en el producto convolucién,
operacidn entre secuencias muy importante para el estudio de sistemas.
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